KLAUSUR

Mathematik III fiir Elektrotechniker/Mechatroniker
23.3.2011

W. Strampp

Name:

Vorname: Matr.—Nr.:

Fiir jede Aufgabe gibt es 6 Punkte. Zum Bestehen der Klau-
sur sollten 15 Punkte erreicht werden.
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Punkte: Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.

Geben Sie alle Rechenschritte an!
1. Die Differenzialgleichung:
y' = a(r)y+b(x)

besitzt die Losungen y(x) = x und yo(z) = €”.
Wie lautet die allgemeine Losung der Differenzialgleichung?
Bestimmen Sie a(x) und b(x).

2. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung:
v =3y +2y=(x+1)e".
Verwenden Sie die Ansatzmethode zur Bestimmung einer partikuldren Losung.

3. Gegeben ist das Differenzialgleichungssystem:

Y =AY, A:(\{g \}g)

Berechnen Sie ein Fundamentalsystem.

4. Gegeben ist die Funktion:

1) =5 <z—|—§) e\ {o}.

Welche Bilder entstehen, wenn man die Kurven arg(z) = ¢, unter f abbil-
det?

5. Gegeben ist erneut die Funktion:
1
f(2) =3 (z+;) , ze€C\{0}.

Berechnen Sie das Kurvenintegral / f(2) dz. Entwickeln Sie die Funk-

|zl=r0
tion f(z) in eine Taylorreihe um zy = 1.



Losungen

1.) Die Differenz zweier Losungen der inhomogenen Gleichung ergibt eine Losung
der homogenen Gleichung:

yi(x) —yo(z) =z —€”.
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet:
c(x—e)

mit einer beliebigen Konstanten ¢ € R. Die allgemeine Losung der inhomogenen
Gleichung lautet:
y(x)=c(zr—e")+x.

Einsetzen von y; () und y»(z) in die inhomogene Gleichung ergibt:
() =1=a(z)z+bz),
yo(z) = €* = a(x) e” + b(z) .
Damit bekommen wir:

a(x)

B 1—¢*

xr —er

, bx)=1—-a(z)x.

2.) Das charakteristische Polynom (der homogenen Gleichung) lautet:
M —3A+2=0

mit den Nullstellen A = 1, 2. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
lautet:
yn(x) = c1€” + ey e®® .

Nach der Ansatzmethode gibt es eine partikulidre Losung der inhomogenen Glei-
chung der Gestalt:
Yp(z) =z (az+b)e”.

Wir bekommen:
yp(x) = (a2® + (2a+b)x +b)e,

yo(x) = (a2® + (da+2b)x+2a+2b)e”.



Einsetzen und Koeffizientenvergleich ergibt:
2a=-1, 2a—-b=1,
bzw. a = —%, b = —2. Die allgemeine Losung lautet:
y(x) = cre” 4 e e?® — % (22 +4z)e”.

3) Das charakteristische Polynom lautet:

1 V3=

Die Matrix A besitzt folgende Eigenwerte:

det(A—/\E):A:det(\/g_)\ L ):(A—\/§)2—1:0.

M=14V3, l=-1+V3.

Wir bekommen

-1 1 1 1
e (7). A (1),

und zugehorige Eigenvektoren (1, 1), (—1,1). Damit ergibt sich ein Fundamen-
talsystem:

Yi(z) = G) e(1+\/§)x’ Ya(z) = <—11> e(—1HV3)z

4) Wir parametrisieren die Strahlen:
arg(z) = ¢g, z=re® 0<r,

und bekommen:
f (r e‘z’“) = % (r—l— %) cos(¢o) +% <7“ - %) sin(¢o) @ .

1 1
Wegen r + — > 0 nimmt (r + —) cos(¢p) = = entweder positive oder negative
r r

Werte an. Das Bild eines Strahls ergibt also einen Hyperbelast.
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| Hyperbeliste:
»
c"‘ -05¢ LU_2 _ y_2 _ 1
a2z
j &= Jeos(nl)

-10; b = |sin(¢o)|,
Brennpunkte: (+1,0),
(a® +b* =1).

/

5) Das Integral iiber die holomorphe Funktion z — z ergibt Null. Insgesamt be-

kommen wir:

1
f(z)dz = 527m':7m'.

|z|=r0

Wir schreiben:

ﬂ@z%(Hﬁ—1+f£:7):%(““_1+1—hé—wg

und bekommen mit der geometrischen Reihe:

f(z) = % <1+z—1+2(—1)”(z—1)”)

1 1 1 1
= 1+§(z—1)2—5(2—1)3+§(z—1)4—5(2—1)5+---




