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Bitte lassen Sie genügend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blätter!

Zum Bestehen der Klausur sind 12 Punkte erforderlich.

1) 2) 3) 4) 5)

Punkte: Note:



1.) (4 Punkte)In z0 =0 bestimme man das Residuum der Funktion

f(z) :=
sin z − z

z4
.

2.) (5 Punkte)Man besẗatige am Beispiel der Funktion

f(z) = e5z

die Gültigkeit der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.

3.) (5 Punkte)Man bestimme die allgemeine Lösung der DGl

y′ =
y

x
+

1
√

y
(x>0 , y>0) .

4.) (5 Punkte)Vorgelegt sei die folgende Differentialgleichung:

y′′ − 4y′ + 4y = e2x . (∗)

a) Man l̈ose die zugeḧorige homogene Gleichung allgemein.
b) Man bestimme eine spezielle Lösung von(∗).
c) Wie lautet die allgemeine L̈osung von(∗)?

5.) (6 Punkte)Man summiere die folgende Taylorreihe geschlossen:

y(x) :=
∞∑

k=0

x3k

(3k)!
;

(Hinweis: Welcher DGl gen̈ugty? Ferner: Wie lauteny(0), y′(0) undy′′(0)?)
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Lösungen
1. Es ist

f(z) :=
sin z − z

z4
=

z − z3

6
+ z5

120
∓ ... − z

z4
= −1

6

1

z
+

z

120
− z3

5040
± ... .

Also istResz0=0f(z) = −1
6

.

2. Mit x :=Re(z), y :=Im(z) ist (wegeneiα =cos α + i sin α) zun̈achst

u(x, y) := Re(f(z)) = e5x cos(5y) , v(x, y) := Im(f(z)) = e5x sin(5y) .

Somit ist
ux(x, y) = 5e5x cos(5y) , uy(x, y) = −5e5x sin(5y) ,

vx(x, y) = 5e5x sin(5y) , vy(x, y) = 5e5x cos(5y)

und in der Tat alsoux = vy nebstuy = −vx.

3. Die DGl ist eine vom Bernoullischen Typ mitf(x) = 1
x
, g(x) = 1 unda =−1

2
.

Also ist zu substituiereny =u
2
3 , und es folgtu′ = 3

2
· 1

x
·u+ 3

2
·1 als (lineare!) DGl

für die Hilfsfunktionu.
Allgemeine L̈osung der zugeḧorigen homogenen DGl:uhom. = C · x 3

2 ; spezielle
Lösung der inhomogenen DGl:uspez. =−3x. Somit folgtu=C ·x 3

2−3x, d.h.

y =
(
C · x

3
2 − 3x

) 2
3
.

4. a) Char. Polynom:λ2−4λ+ 4=(λ−2)2. Somit istyhom. = C1e
2x + C2x e2x.

b) Da doppelte Resonanz vorliegt (m = 2), folgt die Existenz einer partikulären
Lösung der Formyspez. = A · x2 · e2x. Einsetzen liefertA= 1

2
.

c) Aus den Teill̈osungen von (a) und (b) folgt

y = C1e
2x + C2x e2x +

1

2
· x2e2x .

5. Dreimaliges Ableiten der Reihe nachx zeigty′′′ = y; y ist also L̈osung einer
linearen und homogenen DGl mit konstanten Koeffizienten; das char. Polynom
lautetλ3−1= (λ−1)(λ+ 1

2
+ i

2

√
3)(λ+ 1

2
− i

2

√
3), d.h.

y = C1e
x + e−

x
2

(
C2 cos(

√
3

2
x) + C3 sin(

√
3

2
x)

)
.

Bestimmung vonC1, C2, C3 ausy(0)=1, y′(0)=y′′(0)=0:

y =
1

3
ex +

2

3
e−

x
2 cos

(√3

2
x
)

.
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