KLAUSUR
Mathematik IV (E)
17.9.2007
(W. Strampp)

Name: Vorname: Matr—Nr.:

Fiir jede Aufgabe gibt es 6 Punkte. Zum Bestehen der Klau-
sur sollten 15 Punkte erreicht werden.
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Punkte: Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.

Geben Sie alle Rechenschritte an!

1.

Bestimmen Sie die Taylorentwicklung des folgenden Polynoms um
o = —1 mit dem vollstindigen Horner-Schema:

ps(r) =22 +2—1.

. Berechnen Sie das zu den Stiitzstellen und Stiitzwerten
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gehorige Interpolationspolynom hochstens zweiten Grades (a) mit der Me-
thode von Lagrange, (b) mit der Methode von Newton.

Gegeben seien N + 1 Paare von Stiitzstellen und Stiitzwerten (z;,y;), i =
0,1,..., N. Wie lauten die Normalgleichungen zur Bestimmung des Aus-
gleichspolynoms vom Grad n = 1 (Ausgleichsgerade)? Losen Sie die Nor-
malgleichungen im Sonderfall N = 0.

h

Berechnen Sie das Integral / (z — h)? do mit der Simpson-Regel und ver-

—h
gleichen Sie mit dem exakten Wert. Erklidren Sie das Resultat.

. Zeigen Sie mit dem Fixpunktsatz, dass die Gleichung:

genau eine Losung Z im Intervall [0, 1] besitzt. Geben Sie fiir v > 1 eine
Abschitzung des Fehlers

|x(1/) — 7, W) — ¢<x(v—1)) . 29 =0.



Losungen:

1.) Das vollstindige Horner-Schema lautet fiir xg = —1 :
D3 2 0 1 -1
ro=—1 0 -2 2 -3
P2 2 2 3 [—4=ps(-1)
Ty = -1 0 -2 4
iz 2 -4 -7 = B
Ty — —1 0 -2
Po 2 6 =M
o = -1 0
2 = tD
Hieraus ergibt sich die Taylorentwicklung um zy = —1:

p3(x) = —4+T7(@+1)—6(x+1)>+2(x+1)>.
2.) (a) Mit der Methode von Lagrange bekommt man:
La(z) = yo Lao(x) + 1 L21(x) + Y2 Lo ()

mit den Basispolynomen:

(x —z1)(x — 29) 1,
L = =—z°— = 1
2,0(7) (o —x1) (o —22) 3 3 r+L
(x — z0)(x — 29) 1, 3
L = - b
271('%) (ill'l — 370)(33'1 — 1'2) 2 T 2 T
(x — xo)(x — 1) 1, 1
L = = —
2’2(23) (l’g — .Z‘o)(.’L’Q - l’l) 6 . 6 v
Ausmultiplizieren ergibt:
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(b) Die zur Darstellung des Interpolationspolynoms in der Form von Newton
benotigten dividierten Differenzen entnimmt man dem Schema:
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Es ergibt sich damit:
No(z) = ylzo] + ylzo, z1] (x — o) + y[xo, 21, 2] (¥ — 20) (x — 21)
= 4—4x+;$($—1)
= gxz - % r+4.

) (0)

3.) Die Normalgleichungen zur Bestimmung der Ausgleichsgerade c(()o +

lauten:
N N N
(30t) 0 () = 2ot
=0 7=0 =0
N N N
(St v (o) 0= 2o
1=0 =0 1=0

Im Sonderfall N = 0 ergibt sich das System:

0 0
I8Cé)+xéC§)=yox8,
vy + a3t = yo g,

mit den Losungen:
cgo) = A, céo) = -0 +y, AER.

4.) Der exakte Wert lautet:

h h
(v —h)° o 8 3
f(x)de = [ (x — h)*de = ——~ =—-h".

Mit a = —h und b = h nimmt die Simpson-Regel folgende Gestalt an:

Qulf) = b_a(ﬂ@+4f(“;b)+fw0

6
_ % (f(=h) +4 f(0) + f(h))
_ g((—zh)2 +4(=h)*+0%) = §h3~
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Die Simpson-Regel integriert Polynome bis zum Grad 3 exakt.

5.) Es gilt fiir z € [0, 1]:

und
)] = |-

Also bildet ¢ das Intervall [0, 1] in sich ab und erfiillt eine Lipschitz-Bedingung
mit der Konstanten L. = %. Es gibt genau einen Fixpunkt. Die a priori-Fehlerabschétzung

ergibt:
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