KLAUSUR
Mathematik IV (E)
15.9.2010
(W. Strampp)

Name: Vorname: Matr—Nr.:

Bitte lassen Sie gentigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 12 Punkte erreicht wer-
den.
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Punkte: Note:




b

1. Die summierte Trapezregel fiir das Integral / f(z) dx lautet:

b—a
N

Qin(f) = (%fo+fl+-~+fN-1+%fN>

b—a

mit h = und fy = f(a+kh),k =0,1,..., N. Berechnen Sie das

2
Integral / 2? dz exakt und mit der summierten Trapezregel fir N = 6.

0
Welche Aussage iiber den Quadraturfehler bekommt man mit der Fehler-
formel:

(b—a)’
12 N2

/ f(2)de = Qua(f) - 1) ?

(4P)

2. (a) Berechnen Sie das Interpolationspolynom vom Grad 2 zu den folgenden
Stiitzstellen xog = 0, 1 = 1, 9 = 2 und Stiitzwerten mit der Methode von
Lagrange: yo = 1, y1 = 2, yo = 5.

(b) Welche Polynome /(z) vom Grad 2 minimieren die Summe der Fehler-
quadrate:

(¥(0) = 1)* + ((1) = 2)* 7
Wie grof} ist das Minimum? (6P)
3. Seia > O0und ¢(z) = a+ 0.1 cos(z).
Zeigen Sie, dass ¢ genau einen Fixpunkt besitzt. Wie muss man n wihlen,

damit beim Startwert z(*) = 0 die n-te Fixpunktiterierte (™) hochstens um
0.0001 vom Fixpunkt abweicht? (6P)

4. Das Euler-Cauchy-Verfahren mit der Schrittweite h, x; = x( + ¢ h, fiir das
Anfangswertproblem ¢’ = g(z,y) , y(zo) = yo lautet:

Yt =yl +hg(znyl) . ve=.

Was ergibt sich fiir ¢/ im Fall der Differenzialgleichung v = vy, y(z0) = yo?
Wie lautet die exakte Losung y(x)? Was ergibt sich fiir y(z;)? (8P)



Losungen:

1.) Wir integrieren die Funktion

fla) =a®

tiber das Intervall [a,b] = [0,2]. Mit N = 6 ergibt die summierte Trapezregel
folgenden Niherungswert fiir das Integral:

1 /1 1 4 16 25 1 73
= (2 0414+ =4+ -] =2 =270...
Quolf) 3(2 L R R ) 27

Der exakte Wert des Integrals lautet:

Jrow-2]

und die Differenz zum Niherungswert betrigt:

8
= — = 2.66...
3

/Qf(l“) dr — Qi6(f) = =55

Mit der Fehlerdarstellung

3 " 23 1
- _ 9 — _
el W="1He 27

/f )dr — Qi6(f) = —

ergibt sich derselbe Quadraturfehler.
2a.) Mit der Methode von Lagrange ergibt sich:

(x —21) (& — x9) (x — x0) (& — x2) (x — z9) (x — x7)
(zo — 21) (20 — T2) (z1 — x0) (21 — T2) (22 — wo) (v2 — 1)

2b)Mit N =1,n=2,N <n.xg=0,21 =1,y = 1,y; = 2, stellen wir die
Normalgleichungen auf. Die Gramsche Matrix und die rechte Seite lauten:

=2241.

pa(z) =

L 2 11 L 3
i=0 5,k=0,1,2 1 11 1=0 j=0,1,2 2

3



Die Losung der Normalgleichungen ist nicht eindeutig:
O=1, M=1-x =),
also:
Pa)=cO +cVar+c@Pa?=a4+14+N0@%—2), N£0.

Das Minimum der Fehlerquadrate ist Null. Wéhlt man A = 1, so bekommt man
das Interpolationspolynom aus (a).

3.) Die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes sind im Intervall I = {z | |z| < a +
0.1} gegeben.

1) |o(x) <a+0.1, zeR,

2)|¢'(x)] =0.1sin(z)| <0.1=L, zeR.

Damit gibt es genau einen Fixpunkt £ € [. Fiir einen weiteren Fixpunkt mit
|Z| > a + 0.1 bekdmen wir den Widerspruch |Z| = |[¢(Z)| < a + 0.1. A-priori-

Abschitzung: |2 — z| < &5 (a+0.1) < 0.0001 also 0.1" < _O&Tg‘olg_

Fixpunkt von ¢(x) = 14 0.1 cos(z)

4.) Das Euler-Cauchy-Verfahren lautet:

yroo =yl hyl =yl (1+h), Y =uyo.

Wir bekommen:

v =Y, Yi=vo(l+h), w=yp@+hn?. ..,
Yl =y (1+h)".
Die exakte Losung des AWP’s ist:

zo

y(x) = yoe”

Wir bekommen: A
y(z:) = yo .



