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Aufgabe 1 (8 Punkte): Gegeben seien die vier Punkte
Pr= (-1 -1), ,=(0]0), Ps=(1]|2), Py=(2]1).
a) Berechnen Sie das Interpolationspolynom vom Grad 3 durch P, ..., Pj.

b) Berechnen Sie die Regressionsgerade (Methode der kleinsten Quadrate)
zu den Punkten Py, ..., Py.

c¢) Approximieren Sie die Punkte P, ..., Py durch eine quadratische Funk-
tion der Form ax? + b + 0,6 mit der Methode der kleinsten Quadrate.

Aufgabe 2 (4 Punkte): Betrachten Sie das Anfangswertproblem
y' = cos(z + y) mit y(0) =1.

Bestimmen Sie mit dem Euler-Cauchy-Verfahren eine Néherungslosung fiir
y(z) an den Stellen x = 0,15 0,2; 0,3 und 0, 4.

Aufgabe 3 (8 Punkte): Wie man aus einer Skizze sehen kann, gibt es eine

reelle Zahl z im Intervall (2, 3) mit z = 3 - sin(z).

a) Geben Sie einen Algorithmus an, bei dem Sie lediglich die vier Grundre-

chenarten benutzen, um dieses x nédherungsweise zu berechnen.

b) Nehmen Sie an, Sie kénnten die vier Grundrechenarten beliebig genau
durchfiihren. Geben Sie eine Anzahl von Schritten Ihres Algorithmus an, bei
der Sie sicher sein kénnen, dass Sie sich dem gesuchten x bis auf eine Ab-

weichung von 107°° genihert haben. Begriinden Sie Ihre Antwort sorgfltig!



c) Fiithren Sie 4 Schritte Thres Algorithmus explizit durch.

Aufgabe 4 (6 Punkte): Losen Sie das lineare Gleichungssystem

1 -1 0 1
A= —1 2 -1 und b = 1
0 -1 2 1

mit dem Cholesky-Verfahren.

Losungen:

Aufgabe 1: a) Wir berechnen das Interpolationspolynom nach Lagrange:
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b) Wir setzen y = mx + b und 16sen nach m und b auf
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Eingesetzt ergibt dies
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mit der Losung b = % und m = % .

¢) Wir minimieren Y (az? + bx; + 0,6 — y;)? und erhalten fiir a und b
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Eingesetzt ergibt dies

18 8 <a> 5-0,6-6 1,4
5-0,6-2 3,8

8 6 )\
mit der Lésung a = —0,5und b=1,3.

Aufgabe 2: Wir losen 3y’ = cos(xz + y), y(0) = 1 mit dem Euler-Cauchy-
Verfahren. Die Rekursion lautet y; = y;—1 + 0,1 - cos(zj—1 + y;j—1). Wir

erhalten folgende Losungstabelle

z0=0 x21=0,1 o =0,2 z3=20,3 x4:0’4
Yo=0 y1=1,0540 yo—1,0045 y5—1,1218 yq—1,1366

Aufgabe 3: Wir schwichen die Aufgabenstellung ab, indem wir annehmen,
dass wir zusétzlich die trigonometrischen Funktionen ebenfalls beliebig ge-
nau berechnen koénnen. In dieser Version wurde die Aufgabe bewertet. Wer
die Originalaufgabenstellung 16ste, indem z.B. die trigonometrischen Funk-
tionen durch Polynome (Taylorreihe) approximiert wurden, erhielt Zusatz-

punkte.

Betrachte f(z) = x — 3sin(x) im Intervall (2,3) und suche davon eine Null-
stelle mit dem Newton-Verfahren. Wir rechnen f’(x) = 1 — 3cos(z) und
f"(x) = 3sin(x). Wir sehen, dass f(2) < 0, f(3) > 0 und f"’(z) > 0
auf (2,3). Somit gibt es eine Nullstelle z in (2,3). Wir sehen auflerdem
|f"(z)] <2,73 und |f'(x)| > 2,24, deshalb gilt fiir die Rekursion

Xy — 3sin(xy,)

Tl =TT 3 cos(zy,)

die Abschétzung |zp4+1 — x| < 0,61 - |z, — x|, was schlieflich zu |z, — z| <
0,612" 1. |2o—z| fithrt. Wir wihlen 29 = 3. Um |z, —z| < 107° zu erreichen
ist n > 9 hinreichend.

Fiir die ersten Werte erhalten wir x¢g = 3, z1 = 2,350968, x5 = 2, 280686,
r3 = 2,278863 und x4 = 2,278862.



Aufgabe 4: Das Cholesky-Verfahren liefert

v = Yan =1,
1 -1
vy = —(ag —0)=— =-1
21 v11 ((121 ) 1 )
Voo — GQQ—U%1:\/2—1:1,
0
V11 1
1
V3g = 7(&32—1131"U21):—1—0'(—1):—1,
V22

U3z = a33—v§1—v§2:\/2—0—1:1.

Somit erhalten wir

1 0 O
V= -1 1 0
0 -1 1

und A =V - VT, Wir 16sen deshalb V -4y = b und y = V7 - 2 und erhalten
als Ergebnis



