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Bitte lassen Sie gentigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 12 Punkte erreicht wer-
den.
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1. Gegeben sei die Differenzialgleichung:

ox y(’?y_

0.
Geben Sie ein erstes Integral an, und 16sen Sie das Anfangswertproblem
u(s, 1) = s°.

(8P)

2. Losen Sie das Anfangsrandwertproblem fiir die eindimensionale Wellen-
gleichung

2 2
%_8%, rEeR,0<1,
u(0,t) = u(m, t) =0, wu(x,0)=sin(x), %(aj,O) =sin(2z),

mit der Fouriermethode (Superposition) und mit der Methode von d’ Alembert.
(8P)

3. Losen Sie das Dirichlet-Problem durch Separation und Superposition fiir
eine ebene Kreisscheibe D = {x € R? | 2% + 22 < R?}:

Au(z) =0, ze€D, u(lR,o)=sin(2¢), ¢el0,27].

(8P)



Losungen

1.) Die charakteristische Gleichung:

dy _y

de x
besitzt die allgemeine Losung:

y=cx.

Die Integrationskonstante liefert ein erstes Integral:

_ Y
c=—.
T

Das Anfangswertproblem
u(s,1) =

16sen wir durch Anpassen der Funktion f(c)

u(z,y) = flc(x,y) = f (%>

und bekommen: | .
f (—) =5 bzw. f(c)= = .

-G

als Losung des Anfangswertproblems.
2.) Nach der Fouriermethode bekommen wir folgende Losung:

Insgesamt ergibt sich

Z (C,, cos(ent) + D, sin(e¢nt)) sin(nz),
n=1

Die Anfangsbedingung verlangt, dass wir die Anfangsfunktionen in eine Sinus-
reihe entwickeln:

f(x = ZC’ sin(n x
n=1
g(x) :ZD cn sin(nx)
n=1



Hieraus folgt
1
01:1, Dyc2=1<= Dy=—.
2c
Alle anderen Fourierkoeffizienten verschwinden.

Nach der Methode von d’ Alembert ergibt sich die Losung:

x+ct
u(z,t) = % (sin(z + ct) +sin(x — ct)) + QLC / sin(2 &) d¢

= % (sin(z + ct) +sin(x — ct)) — i (cos(2(x + ct)) — cos(2 (z — ct))) .

3.) Separation und Superposition ergibt folgende Fourier-Entwicklung der Losung
des Dirichlet-Problems:

u(r,p) = Ag + Z r" (A, cos(np) + By, sin(ny)).

n=1

Die Koeffizienten werden aus den Fourier-Koeffizienten der Randfunktion be-
stimmt:
27

2
1 1
Ao—ﬂ/f(w)dw, An—m/f(w) cos(n ) dy,
0

0

27
1
Bu= g [ £() sintn ).
0

Nur der Koeffizient B, ist von null verschieden:

27

1

~ 2
By = o /sm(?cp) dp = T
0




