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Bitte lassen Sie gentigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 12 Punkte erreicht wer-
den.
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Punkte:

Note:




1. Geben Sie eine Koordinatentransformation an, welche die Gleichung

0%u 0%u 0%u
— 2 2 =0
0x? * 0x Oy * 0y?

in die folgende hyperbolische Normalform tiberfiihrt:
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oiop

(8P)
2. Losen Sie das folgende Anfangsrandwertproblem

Pu  Pu  O*u

o o T ogr
u(z,y,t)=0 fir xr=0,r=1y=0,y=1,
ou

u(x,y,O):(), a(m,y,O)zxy(x—l)(y—l),

fir0<z<1,0<y<1,0<0.
Die Fourierkoeffizienten miissen nicht explizit angegeben werden.
(8P)

3. Losen Sie das folgende Problem:

0%u N 0%u N Pu 0
ox2 oy 022

u(0,0,2) =g(2), z2>0,

mit dem Ansatz:
u(r, 9, p) = Z Cy 1" Py(cos(V)) .
n=0

Dabeisind 0 < r,0 <9 < 7,0 < ¢ < 27 Kugelkoordinaten
x =1 sin(¥) cos(p),y = r sin(I) sin(p) , z = r cos(V),

und P, die Legendre-Polynome, P, (1) = 1.
(8P)



Losungen

2 2 2

1.) Die Differenzialgleichung: a(z, ) g 5 T 20(z,y) 888 + c(x,y) g Y 0ist

hyperbolisch, wenn: b(z, y)*—a(x,y) c(x,y) > 0. Funktlonen ¢(z,y)und P(z,y)
liefern die gesuchten Koordinatentransformationen, wenn sie die Gleichungen

l6sen:
99 . — bz, y)? —alz,y)c cz,y) 06 _
8x (.r,y) oy
und
o ba,y) + /bl y)? —alz,y) cle,y) 00 _
Ox a(x,y) Jy '
Es gilt:

a(x7y) =-1 ,b(ﬁ,y) =1 7C($7y) = 2a
(b(l’, y))2 - G(JZ, y) C(,I‘, y) =3 )
und wir haben eine hyperbolische Gleichung. Wir bestimmen die Koordinaten-
transformation aus

) B 1)

Die charakteristischen Glelchungen lauten:

d d
Yo 143 ud Y =13
dx dx

Hieraus ergibt sich:

ol y)=y+(1—v3)z, und ¥(z,y)=y+(1+V3)z

2) Die Losung erhilt man durch Superposition:

u(x,y,t ZZ 'mn COS(Amn t) + Dy sin( A t)) sin (mzz) sin(nwy) .

m=1n=1

Die Anfangsauslenkung und die Anfangsgeschwindigkeit entwickeln wir in eine
zweifache Fourierreihe:

o0 oo
= ZZ i SIN (M x) sin (n7y)

m=1 n=1



und

oo o0

g(x,y) = ZZDW” Amn Sin(m7z) sin(nmy), Apn =7 Vm2+n2.

m=1 n=1

Die Fourierkoeffizienten ergeben sich durch zweifache Integration:

Con = //fa:y sin(mmaz) sin(nmy)drdy =0,

a

b
Dy = //g(x,y) sin(mmz) sin(nmwy) dedy.
00

Fir die Koeffizienten

Dy = g(z,y)sin(mmx) sin(nmy)drdy

11
7r\/m2+n2 0/0/

bekommt man:

1
4 :
Doms1ons1 = m /33 (x —1) sin((2m + 1) 7 z) dw

1

/y(y— 1) sin((2n+1)7y)dy

4 4 4
CrVm? +n? (_(2m+1)37r3) (_(2n+1)37r3)
1 1 64

avm2+nZ (2m+1)22n+1)3
Alle anderen Koeffizienten ergeben Null.
3) Die Funktion:

u(r, 9, p) = ZCTPCOS (1))

stellt eine Losung der Potenzmlglelchung in Kugelkoordinaten dar. Auf der posi-
tiven z-Achse ist z = r und ¥ = 0, und wir schreiben:

u(r,0,p) =g(r).
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vor. Wir suchen eine Losung der Potenzialgleichung Au = 0 mit u = g auf der
positiven z-Achse. Die Randbedingung bedeutet:

i Cnr" Py(1) = i Cnr™ =g(r).
n=0 n=0

Wir miissen also die Funktion g in eine Taylorreihe entwickeln und bekommen:

1 d"g
c,=——=
n! drm

(0).



