s<Anwendungen“ und Anwendungen — Zentrales Abitur
und vergebene Chancen fur den Unterricht in Stochastik

MANFRED BOROVCNIK, KLAGENFURT

Zusammenfassung. In Nordrhein-Westfalen wurde
die ,Nowitzki-Aufgabe® in ,unlésbarer’ Form ge-
stellt. Das hat zu einem erheblichen Aufruhr und ei-
ner erbitterten Diskussion um das Zentralabitur ge-
fiihrt. Natiirlich ist es mehr als peinlich, wenn solch
ein Fehler unterliuft. Allerdings kann die gedufserte
Kritik nicht in allen Teilen einer ndiheren Inspektion
standhalten. Wie genau man auch formuliert, fast
jede Aufgabe kann man mehrdeutig auffassen. Das
hat fiir zentral gestellte Aufgaben weitreichende
Folgen, mehr als fiir lokale. Dariiber hinaus wurde
aber kaum in die Diskussion eingebracht, dass die
verwendete Modellierung iiberhaupt nicht angemes-
sen ist und damit die gestellten Fragen nicht sinnvoll
beantworten ldsst.

Vorausblick

Die Nowitzki-Aufgabe wurde an vielen Stellen kriti-
siert. In diesem Aufsatz geben wir den Kern der Kri-
tik von Davies (2009) wieder. Es soll klar werden,
dass die Kritik nicht in allen Punkten einer Kritik
standhélt. Dabei wird auf eine fundamentale Eigen-
schaft des verwendeten Modells einer Bernoulli-Ket-
te eingegangen.

Das Modell einer Bernoulli-Kette birgt weiters in sich
Eigenschaften, die es fiir eine Anwendung im Sport
als vollig ungeeignet erscheinen lassen. Das Verhilt-
nis zwischen Modell und der damit modellierten rea-
len Situation muss geeignet reflektiert werden. Solche
Aspekte aus dem Abitur ginzlich wegzulassen bedeu-
tet, wesentliche Chancen eines anwendungsorientier-
ten Stochastikunterrichts zu vergeben.

Eine zentral gestellte Abiturauf-
gabe, die Staub aufgewirbelt hat

Der deutsche Basketball-Profi Dirk Nowitzki spielt
in der amerikanischen Profiliga [...]. In der Saison
2006/2007 erzielte er bei Freiwiirfen eine Treffer-
quote von 90,4 %.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er
(1) genau 8 Treffer bei 10 Versuchen erzielt,
(2) hochstens 8 Treffer bei 10 Versuchen erzielt,

(3) hochstens viermal nacheinander bei Frei-
wiirfen erfolgreich ist.

b) Bei Heimspielen hatte er eine Freiwurfbilanz
von 267 Treffern bei 288 Versuchen, bei Aus-
wartsspielen lag die Quote bei 231 : 263.

Ein Sportreporter [...] Nowitzki auswirts eine
deutlich schwichere Freiwurfquote habe. Unter-
suchen Sie auf einem Signifikanzniveau von 5 %,
ob die Trefferanzahl bei Auswirtsspielen

(1) signifikant unter dem Erwartungswert fiir
Heim- und Auswirtsspiele liegt;

(2) signifikant unter dem Erwartungswert fiir
Heimspiele liegt.

Worum es geht

Wahrscheinlichkeiten und Schatzwerte

Davies schreibt: ,,Wirft man eine 1-€-Miinze, be-
trigt die Wahrscheinlichkeit fiir einen Zahlwurf
1/2. Wirfelt man mit einem normalen Waiirfel,
betragt [...] fiir eine bestimmte Augenzahl 1/6.
Beim Lotto betrdgt [...] 1/49.

Diese Wahrscheinlichkeiten werden durch Sym-
metrieliberlegungen ermittelt. [...], wo es keine
Symmetrieargumente gibt, z. B. die Erfolgswahr-
scheinlichkeit bei Freiwiirfen im Basketball, greift
man auf empirische Ergebnisse zuriick und die Wahr-
scheinlichkeit wird geschdtzt.*

Davies fiihrt dazu die Maddchenquoten in drei Kran-
kenhdusern an: ,,Die drei Zahlen konnen nicht alle
die Wahrscheinlichkeit fiir ein Méddchen sein, sonst
hinge diese Wahrscheinlichkeit vom Krankenhaus
ab. Will man ein Madchen, dann Krankenhaus C, will
man einen Jungen, dann Krankenhaus B.*

Krankenhaus Geburten Maidchenquote
A 514 0,492
B 358 0,450
C 0,508

Anm. 1: Natiirlich konnten die drei Krankenhduser
echt verschiedene Madchenquoten haben. Es lassen
sich durchaus Storfaktoren denken, wie etwa ein
Privatarzt mit Vertrag mit dem Haus C betreue nur
Maidchen-Schwangerschaften.

,.In der mathematischen Statistik unterscheidet man
zwischen einer wahren Wahrscheinlichkeit und einer

Stochastik in der Schule 29 (2009) 3, S. 9—18



geschatzten Wahrscheinlichkeit. Diese begriffliche
Unterscheidung ist von grundlegender Bedeutung
und unerldsslich. [...] die beiden Begriffe vermischt

L]

Anm. 2: Mein akademischer Lehrer Walther Eberl
wiirde auch entgegnen: ,Es gibt keinen wahren Wert,
der hingt vom Messverfahren ab.* Positivisten haben
mit der Gleichsetzung von Wirklichkeit und Modell
durchaus Schwierigkeiten; die Gleichsetzung von
,wahrem‘ Wert und Schitzwert wird — zu Recht —
kritisiert; dagegen wird ,iibersehen‘, dass ein wahrer
Wert von der Betrachtungsweise, also von Hypothe-
sen, d. h. von der genauen Festlegung des Modells,
abhingen kann.

So etwa kann man fragen, ob die Trefferquote fiir
Heimspiele mit jener fiir Auswértsspiele liberein-
stimmt, oder ob es da Unterschiede gibt. In der beur-
teilenden Statistik fragt man oft, ob die verfiigbaren
Daten mit einem aus Hypothesen abgeleiteten Wert
eines Parameters vereinbar sind. Die Sprechweise
,wahrer Wert” engt dieses Denken in unterstellten
Werten unnétig ein. Damit man die Nowitzki-Aufga-
be 16sen kann, muss man fiir die Trefferquote Annah-
men unterstellen, konkrete Werte aus Daten schitzen
oder aus Hypothesen einsetzen etc.

Davies setzt fort: ,,Somit ist die Aufgabe schlecht ge-
stellt und die Lésung des Ministeriums falsch.*

Anm. 3: Die Aufgabe an sich hat mit der von Davies
angesprochenen fehlenden begrifflichen Unterschei-
dung nichts zu tun; daher ist die Feststellung, sie sei
»schlecht gestellt”, vorschnell. Gegen die Aufgabe
selbst richtet sich die angesprochene Kritik im Wei-
teren auch — leider — nicht, sicht man von der als feh-
lend bemingelten Angabe in (3) von Teil a) einmal
ab.

Modellierung

Bei der Aufgabe handelt es sich um eine Anwendung
der Binomialverteilung; mit dieser modelliert man
Vorginge,

e bei denen eine feste Anzahl n von Versuchen
durchgefiihrt wird,

* beijedem Versuch gibt es nur zwei Moglichkeiten
(Erfolg, Misserfolg).

,,Es wird davon ausgegangen, dass [wie tiblich]

» die Erfolgswahrscheinlichkeit p fiir alle Versuche
dieselbe ist und

» dass sich die einzelnen Versuche nicht gegenseitig
beeinflussen.*

Die Voraussetzung fiir diese Art von ,Stichproben’
nennt man Bernoulli-Kette. Ergebnisse der einzelnen
Versuche werden durch Zufallsgrofien X, ..., X
bezeichnet:

X,; =1 (Erfolg) bzw. X; =0 (Misserfolg).

n

,Bei einer Textaufgabe muss die Modellierung ent-
weder angegeben werden, oder sie muss aus der Be-
schreibung der Situation eindeutig hervorgehen.

Wenn die Modellierung feststeht, wird die Aufgabe
innerhalb des Modells weiter bearbeitet. D. h., es
wird angenommen, dass das Modell stimmt. Es ist
nicht die Aufgabe des Abiturienten, die Angemes-
senheit der Modellierung zu hinterfragen.

Anm. 4: Auch unter dem Aspekt einer fair gestellten
Priifung wird man ein gewisses Mal3 an Modellkritik
von einem Abiturienten erwarten kdnnen.

Bei der Binomialverteilung ist die Anzahl »n von Ver-
suchen bekannt. Bei der Erfolgswahrscheinlichkeit p
gibt es zwei Moglichkeiten:

» p ist bekannt oder

* p ist nicht bekannt und man will p aus der Ver-
suchsreihe schétzen.

,,In der letzteren Situation muss klar zwischen dem
wahren Wert p und einem Schitzwert p, unter-
schieden werden. [...] Die klare Unterscheidung
zwischen einem wahren Parameterwert und einem
Schatzwert hierfiir ist fundamental: Die ganze schlie-
Bende Statistik basiert darauf.*

p bekannt

Woher kennt man nun p? Bei einer normalen Miinze
scheint 1/2 aus Symmetriegriinden plausibel, denn
,»es gibt im Normalfall keinen Grund, die eine oder
die andere Seite der Miinze vorzuziehen. [...] Um
ganz eindeutig zu sein, [...|] ,fairen‘ oder ,unver-
falschten® Miinze sprechen.*

Davies schreibt weiter:

* ,Die Wahrscheinlichkeit p ist [bei Miinzen,
Wiirfeln etc.] durch Symmetrietiberlegungen be-
stimmt.*

e ,In den meisten Anwendungsféllen ist aber eine
Symmetrie nicht vorhanden und [...] p muss an-

ders ermittelt werden.*

Man kann schreiben
,»Aus langjahriger Erfahrung [...] Méadchen [...]
0,481 [...]“

* ,bei einem gefalschten Wiirfel [...] fiir die Augen-
zahl Sechs 0,183
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,Es ist nicht Aufgabe des Abiturenten, nachzufragen,
wie die Werte 0,481 oder 0,183 ermittelt wurden, er
hat sie lediglich bei den weiteren Berechnungen ein-
zusetzen. [...] Auf jeden Fall gibt es bei bekanntem p
eine klare Sprachregelung, die einzuhalten ist [...].

Anm. 5: Oft ist die Annahme einer Gleichwahr-
scheinlichkeit mehr eine Sprechweise, um ein Mo-
dell zu benennen. Mangels genauerer Daten iiber
diese Miinze und diese Art des Werfens ist das ein
brauchbares Modell. Man rechnet in der Praxis héiu-
fig mit fiktiven Werten fir Parameter, ganz einfach,
um die Konsequenzen daraus zu bestimmen. Wahr-
scheinlichkeiten werden hierbei mehr auf der Basis
von Szenarien (was wére, wenn ...7) verwendet als
auf der Basis von Modellen, die ziemlich genau auf
die reale Situation passen sollten.

Die Annahmen einer Bernoulli-Kette passen denn
auch nicht fir Anwendungen im Sport. Dennoch
konnte man eine Bernoulli-Kette einfach als Sze-
nario auffassen, dessen Folgerungen einer theoreti-
schen Analyse unterworfen werden. Dann muss man
allerdings auch noch Situationen finden, fiir die die-
ses Szenario relevante Ergebnisse liefern kann (siche
Anmerkung 8).

p unbekannt

In diesem Fall muss man die unbekannte Wahr-
scheinlichkeit aus einer Stichprobe schétzen, mit all
den Voraussetzungen, die man an eine Stichprobe
stellen muss (und die in der Praxis eigentlich nicht
erfilllbar sind): dieselbe Erfolgswahrscheinlichkeit
bei jeder Messung, Unabhingigkeit der Versuche un-
tereinander. Davies beschreibt die Situation so:

»Will man die Wahrscheinlichkeit fir eine Mad-
chengeburt bestimmen, so muss man so viele un-
verfdlschte Daten wie moglich, die tiber Zeit und
Raum homogen sind, bekommen, und daraus die re-
lative Haufigkeit von Mddchengeburten bestimmen.

Die Ungenauigkeit von Schiatzwerten beurteilt man
normalerweise aufgrund von Konfidenzintervallen;
das illustriert Davies anhand von unterschiedlichen
Stichprobenumfangen.

Anm. 6: Natlirlich spricht Davies davon, dass man
auch nach 1 Mio. Daten nur einen ,,Schiatzwert™ und
nicht die genaue Wahrscheinlichkeit kennt. Viel wich-
tiger als so viele Daten zu haben ist die Qualitét der
erhaltenen Daten: Diese sinkt meist mit der absoluten
Zahl der Daten rapide, sodass daraus berechnete Konfi-
denzintervalle wenig aussagen. Die Datenbasis zu hin-
terfragen ist Haupttatigkeit des praktischen Statistikers,
die Intervalle berechnet man bequem mit Software.

Teil a) der Aufgabe

Teile (1) und (2)

»HInterpretiert man 90,4 % als eine Wahrscheinlich-
keit von 0,904, so handelt es sich eindeutig um ei-
nen Schitzwert [...] und nicht um die wahre unbe-
kannte Wahrscheinlichkeit p. [Dagegen] wird die
Quote 0,904 vom Ministerium als die wahre Wahr-
scheinlichkeit betrachtet:

,Die Zufallsvariable X fiir die Anzahl der Treffer bei
10 Versuchen ist B(10; 0,904)-verteilt.

[...] Es liegt also eine Begriffsverwirrung vor, weil
nicht unterschieden wird zwischen der wahren Wahr-
scheinlichkeit p und einem Schitzwert X, fiir diese
Wahrscheinlichkeit.

[...] In Teil b der Aufgabe [...] erzielte Nowitzki 498
Treffer bei 551 Versuchen. Berechnet man hierfiir ein
95%-Konfidenzintervall fiir die wahre Wahrschein-
lichkeit p, so bekommt man

[0,8792, 0,9284].

Damit ist die einzig plausible Losung zu (1) [...], dass
die gesuchte Wahrscheinlichkeit zwischen [diesen
beiden Werten] liegt.*

Anm. 7: Die Saison 2006/2007 ist gelaufen. Man
kennt alle Daten. Es wird nicht mehr davon geben.
Eine neue Saison wird unwiederbringlich andere
Konstellationen haben. Die Erfolgsrate in dieser Sai-
son betrdgt (als Faktum) 0,904. Man konnte noch
hinterfragen, ob es einen Sinn macht, diese Zahl als
Wahrscheinlichkeit zu interpretieren, weil das ja vor-
aussetzt, dass in jedem Freiwurf fiir Nowitzki genau
dieselben Bedingungen geherrscht haben, unabhéngig
voneinander und unabhéngig vom Spielverlauf, Spiel-
stand etc. So gewendet kdnnte man fragen, ob die
Daten tatsdchlich mit den Voraussetzungen einer Ber-
noulli-Kette vertriglich sind. Man konnte also fragen,
ob die Zahl der ,Runs‘ (der Erfolge oder der Misser-
folge hintereinander) iiber oder unter dem erwarteten
MaB fiir eine Bernoulli-Kette liegt oder nicht.

»Wenn der Stichprobenumfang, auf dem der Schétz-
wert basiert, hinreichend groB ist, ist die Differenz
klein, und gerade diese Tatsache rechtfertigt Formu-
lierungen wie ,aufgrund langjdhriger Erfahrung weil3
man, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit 0,9 betragt’.
Eine solche Formulierung wurde nicht gewéhlt, im
Gegenteil, der Hinweis auf die Saison 2006/2007 ver-
deutlicht, dass der Stichprobenumfang eher klein war.*

Anm. 8: Der Umfang der Stichprobe hilft hier gar
nichts, denn mit dem Mischen von Saisonen wird
eine Erfolgswahrscheinlichkeit immer fragwiirdiger.
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Je ldnger die Serien, desto weniger werden die Vor-
aussetzungen einer Bernoulli-Kette plausibel.

Wenn relative Haufigkeiten als Schétzwerte fiir zu-
grunde liegende Wahrscheinlichkeiten herangezogen
werden sollen, miissen die Bedingungen einer Ber-
noulli-Kette fiir die Entstehung der Daten gelten. Erst
dann werden Schitzwerte aus groferen Stichproben
auch genauer.

Allerdings muss man fiir Nowitzkis Treffer die Vor-
aussetzungen ziemlich ,strecken‘: Nehmen wir den
Wert 0,904 als Schitzwert fiir die gegenwartige
Kompetenz — formalisiert als Wahrscheinlichkeit p
— einen Freiwurf zu verwandeln. Dahinter steckt die
unrealistische Annahme einer ,Homogenisierung*:
Nowitzkis Fahigkeit war die ganze Saison konstant
und unabhéngig von allen begleitenden Umstdnden.

Fiir die Gesamtheit der Freiwiirfe mag die Homoge-
nisierung eine brauchbare Annahme sein: Vielleicht
mitteln sich die Abweichungen von den Annahmen
in einer langeren Serie irgendwie aus. Die Ergebnisse
jedoch fiir irgendwelche 10 Wiirfe anzuwenden und
die Wahrscheinlichkeit, hochstens 8 Treffer bei 10
Versuchen daraus zu berechnen, macht wenig Sinn.
Schon gar nicht, wenn es die letzten 10 eines ent-
scheidenden Spiels sind.

Wir miissten wohl merkwiirdige Szenarien wie das
folgende heranziehen, damit die Ergebnisse der Bi-
nomialverteilung umsetzbar werden: Alle Freiwiirfe
der gesamten Saison werden per Videokamera auf-
gezeichnet. Jetzt wiahlen wir 10 Aufzeichnungen per
Zufall aus: Wie oft hat Nowitzki getroffen?

Teil (3)
»|-.-] 14sst mehrere Interpretationen zu.*

e Nimmt man an, dass 10 Versuche durchgefiihrt
wurden, ist die Aufgabe nun wohl gestellt, aber
die Berechnung der Losung ist duBerst langwie-
rig. Von den 2'° = 1024 moglichen Versuchsreihen
muss man die Anzahl [...] bestimmen, in denen die
Eins hochstens viermal nacheinander vorkommt.
[...] Es ist klar, [...] Schwierigkeitsgrad und [...]
Zeitaufwand [...] nicht angemessen sind. “

Davies rechtfertigt diese Variante — wohl aus der
Sicht der zu Priifenden — so: ,,Da aber die Anzahl 10
in (1) und (2) angegeben wird, liegt es nahe, auch 10
in (3) anzunehmen.*

Anm. 9: In den hier ausgelassenen kombinatorischen
Uberlegungen konnte man durch strukturiertes Ab-
zahlen der Fille den Aufwand erheblich verkiirzen.
Letztlich muss man aber die Ansicht von Davies
teilen, wenngleich die Begriindung fiir 10 Versuche

trotz einer gewissen , Verbreitung‘ einer inneren Lo-
gik entbehrt.

,,Wir nehmen nun an, dass die Anzahl der Versu-
che n =5 ist.

Das Einzige, das fiir diese Interpretation spricht,
ist, dass die Losung mit der Losung des Ministe-
riums tibereinstimmt. Zu der Losung schreibt das
Ministerium:

,Man betrachtet das Gegenereignis, dass er fiinf
Treffer hintereinander schaftt ...

Das Gegenereignis von ,hochstens vier® ist nicht
Jfinf*, sondern ,mindestens finf*. Es ist nur
dann fiinf, wenn er genau fiinfmal wirft*.

Davies schreibt,
,,es gibt keinen Grund, dies anzunehmen.*

Anm. 10: Ja, es gibt keinen Grund anzunehmen, dass
es fiinf Versuche gibt, wieso auch!

e ,[...] stellen wir uns vor, dass beim Training fol-
gendes Spiel zwischen zwei Spielern [...] Einer
fangt an [...] und macht Freiwiirfe bis zum ersten
Fehlwurf. Der zweite Spieler ist nun an der Reihe
[...] bis zum ersten Fehlwurf usw. Nowitzki spielt
dieses Spiel gegen einen Teamkameraden und
fangt an. [...], dass er bei seinem ersten Versuch
hochstens viermal erfolgreich war.*

Die moglichen Versuchsfolgen sind
0 10 110 1110 11110

,»Man stellt fest, dass [die Losung 0,3963] mit der
Losung des Ministeriums iibereinstimmt. Die Be-
griilndung ist aber eine ganz andere. Die Interpreta-
tion ist die einzige, bei der die Anzahl der Wiirfe
nicht von vornherein festgelegt ist. Ein sehr guter
Schiiler [...]

Anm. 11: Der Versuch, die Aufgabe zu retten, ohne
die ,fehlende® Angabe — durch Raten etwa — zu ergén-
zen, bringt tatsdchlich die Losung. Allerdings ist die
dargestellte Situation kiinstlich und unnétig kompli-
ziert. Tatsdchlich ist die Aufgabe o/ine die Anzahl der
Freiwiirfe 16sbar, auch ohne auf ein solches Szenario
ausweichen zu miissen; man muss nur grundsétzliche
Eigenschaften einer Bernoulli-Kette ausniitzen. Wir
werden die Losung weiter unten darstellen und diese
wichtige Eigenschaft von Bernoulli-Ketten wieder-
holen oder vielleicht erst ins rechte Licht riicken.

Teil b) der Aufgabe

,Fuhrt man n Versuche durch mit einer konstanten
Erfolgswahrscheinlichkeit, so ist der Erwartungswert
der Trefferanzahl
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T,=X,+..+X,: E(T,)=np.
[...] Dabei ist p der wahre unbekannte Wert fiir die
Wahrscheinlichkeit.*

Ein , Tippfehler®: Trefferzahl statt
Trefferquote

,,|dass wir] zwischen Heim- und Auswértsspielen un-
terscheiden miissen.*

Erfolgswahrscheinlichkeit fiir
Heimspiele: p — Auswirtsspiele: p 4.
Dann ist der Erwartungswert der Trefferanzahl

Heimspiele: E(TH, )=ny-py
Auswirtsspiele: E(T4, )=n,-py.

»Nun, die wahren Werte [fiir die Trefferwahr-
scheinlichkeiten| kennen wir nicht. Das Ministerium
ersetzt sie einfach durch die Schatzwerte [...]

,Es sei X B(263; 0,904)-verteilt",

woraus die Verwechslung eines Schitzwertes mit
dem wahren Parameterwert sichtbar ist.

Damit ist der ,Erwartungswert* fiir Heim- und Aus-
wartsspiele nun nichts anderes als

TH, +T4,

Die Trefferanzahl bei Auswirtsspielen ist 74, und
wir miissen nun testen, ob [diese Zahl] signifikant
kleiner ist als 7TH, +TA4, .

Dies ist nun ja immer der Fall [...].
So schlieit Davies diesen Punkt ab und setzt fort:

,Setzt man die Daten ein, miissen wir testen, ob
231 <267 + 231, was ja stimmt.*

Jetzt erklart Davies den ,offensichtlichen® Fehler so:

»|...] vermutlich ein Tippfehler vor: [...] nicht die
, Trefferanzahl‘, sondern [...] Trefferquote.*

Anm. 12: Man kann nicht einfach zwei ,Zahlen® sta-
tistisch miteinander vergleichen, also fragen, ob 231
signifikant kleiner als 267 + 231 ist. Man hat den em-
pirisch beobachteten Wert einer Zufallsvariable mit
einer hypothetisch angenommenen Verteilung fiir
diese Zufallsvariable zu vergleichen.

Natiirlich ist die gestellte Frage mit Trefferanzah-
len 16sbar — Trefferanzahlen und Trefferquoten sind
ja bis auf Normierung gleichwertig; ist das Problem
also mit Trefferquoten l6sbar, so auch mit Trefferan-
zahlen. Wir zeigen die Losung im Detail, weil sie die
Denkweise der Umsetzung von Sachfragen in statis-
tische Hypothesen und deren statistische Uberprii-
fung aufzeigt.

Losung von Teil (1)

Betrachten wir die drei Bernoulli-Ketten von Heim-
und Auswirtsspielen sowie allen Spielen. Nach Ende
der Saison ,gibt® es faktisch die Wahrscheinlichkei-
ten fir den Erfolg sowie alle Trefferzahlen.

Treffer  Versuche Ws. faktisch

heim

auswarts

alle

Man betrachtet nun alle Auswértsspiele und fragt,
ob die Trefferzahl signifikant iiber der fiir Heim- und
Auswirtsspiele liegt. Gibt man alle Spiele in einen
Topf, so erhélt man p, =0,904. Man vergleicht, ob
in den n, =263 Auswirtsversuchen die Zahl der
beobachteten Treffer mit 74 =231 signifikant unter
der einer Bernoulli-Kette mit Erfolgswahrscheinlich-
keit 0,904 zu liegen kommt. Erwartungswert dieser
Kette von Spielen ist nicht 267 + 231, wie Davies
angibt, sondern

263 - 0,904 = 237,7.

Die Fragestellung ,Ist Nowitzki in Auswirtsspielen
bei seinen Freiwlirfen schlechter als in allen Spielen
der Saison?‘ setzt man also wie folgt formal in ein
Testproblem um:

Wahl des statistischen Modells
T4, ~B(ny,x),

d. h., die Trefferzahl in Auswartsspielen ist binomial
verteilt mit unbekanntem Parameter wt. (Wir wollen
die Voraussetzungen der Bernoulli-Kette jetzt nicht
noch einmal hinterfragen.)

Wahl der Hypothesen

Als Nullhypothese wéhlen wir

=Ty
wobei 7, die Trefferstirke in allen Spielen darstellt.
Als Alternativhypothese konnten wir die einseitige
Hypothese

T<Tgy
wihlen (im Sport allgemein macht der Heimvor-
teil etwas aus). Es macht einen Sinn, 7, durch den
Schiatzwert 0,904 zu ersetzen; andere Information
iiber alle Spiele haben wir nicht. (Wir kénnten auch
mit ,unglinstigsten‘ Werten fiir alle Spiele der Saison
arbeiten, um zu beriicksichtigen, dass wir nur tiber
einen Schitzwert verfiigen; das tut man in aller Regel
nicht, wenngleich es manches Mal angezeigt wiére,
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weil die vorhandene Information sehr ungenau ist.
Im vorliegenden Beispiel ist sie relativ prazise.)

Bestimmung des Ablehnbereichs

Jetzt bestimmen wir die kritische Grenze fiir ei-
nen Test mit 5 % Fehler 1. Art mit c5, = 229. Das
bedeutet, die Nullhypothese ist abzulehnen, falls
T4, <229 ist.

Entscheidung aufgrund der beobachteten Daten

Weil TA,,A =231 beobachtet wurde, kann man die
Nullhypothese nicht ablehnen. Fazit: Es kann statis-
tisch (auf dem Signifikanzniveau 5 %) nicht nach-
gewiesen werden, dass Nowitzki in Auswértsspielen
schlechter ist als in der gesamten Saison.

Tatséchlich ist der p-Wert (p value, hat nichts mit
dem Parameter p zu tun) der Beobachtung 231
gleich 0,1001. D. h., eine solche Beobachtung (ein-
seitig getestet) und noch kleinere Erfolgszahlen hat
immerhin eine Wahrscheinlichkeit von knapp mehr
als 10 % — daher ist keine signifikante Abweichung
der Trefferzahl bei Auswiértsspielen im Vergleich zu
allen Spielen festzustellen.

Anm. 13: In der Beurteilung, ob Nowitzki in Aus-
wartsspielen schlechter ist als in Heimspielen, ist das
Szenario einer Bernoulli-Kette viel aussagekriftiger
als bei der Berechnung von einzelnen Wahrschein-
lichkeiten. Tatsdchlich werden ganze Blocke von
Spielen gegeneinander verglichen und es geht nicht
um die Frage nach Wahrscheinlichkeiten fiir be-
stimmte Anzahlen in einzelnen Unterabschnitten,
sondern um die Frage, ob es Unterschiede zwischen
den Blocken im Gesamten gibt.

Dabei wird die angesprochene Homogenisierung,
das ist ein Ausgleich von irgendwelchen Abhéngig-
keiten zwischen einzelnen Versuchen oder von unter-
schiedlichen Trefferquoten tliber einzelne Phasen ei-
ner Saison hinweg, eher wirksam. Dieser Ausgleich
von Effekten iiber einzelne Elemente hinweg auf die
Gesamtheit ist ein grundlegender Bestandteil statisti-
scher Betrachtungsweise.

Fiir die statistische Beurteilung der anstehenden
Sachfrage kann daher das Szenario einer Bernoulli-
Kette, obwohl es nicht wirklich besonders gut passt,
relevante Ergebnisse ermoglichen — dies in Abgren-
zung zum Wahrscheinlichkeitsteil der Aufgabe, wo
wir uns vergeblich bemiiht haben, Situationen auf-
zuzeigen, in denen dieses Szenario anwendbar sein
konnte.

Anm. 14: Die Frage (1) von Aufgabenteil b) ist un-
geschickt gestellt, denn alle Spiele beinhalten auch
die Auswirtsspiele; die kleinere Erfolgsrate auswérts

senkt ja auch die aller Spiele. Man hat eigentlich Aus-
wirts- gegen Heimspiele zu vergleichen, wie das in
(2) angestrebt ist. Die Vorgangsweise bei der Losung
wird im Folgenden knapp wiedergegeben.

Losung von Teil (2)

Hier sind die Auswérts- mit den Heimspielen hin-
sichtlich der Trefferzahl zu vergleichen. Fiir Heim-
spiele hat man eine Erfolgswahrscheinlichkeit von
Py =0,927. Man fragt, ob die beobachtete Anzahl
von 74 =231 in Auswiértsspielen fiir eine Bernoulli-
Kette der Lange n =263 mit 0,927 signifikant zu
klein ist. Hier wiren 243,8 Erfolge zu erwarten; der
p-Wert der Beobachtung liegt nun bei 0,0032! Aus-
wirtsspiele unterscheiden sich demnach hochsignifi-
kant von Heimspielen.

Anm. 15: Ohne Schitzung der Erfolgswahrschein-
lichkeiten bei Heim- und Auswirtsspielen konn-
te man die Frage nach den Unterschieden mit dem
X2-Unabhédngigkeitstest beantworten. Es ergibt sich
X2 = 3,76 bei einem p-Wert von 0,0525.

Treffer- beobachtet erwartet bei
zahlen Unabhingigkeit
Treffer Niete  Versuche Treffer Niete Versuche
heim 267 21 288 260,3 27,7 288
auswarts 231 32 263 237,7 253 263
alle 498 53 551 498 53 551

X2 = 13,76, p-Wert = 0,0525

Weniger Information verschenkt man, wenn man auf
den exakten Test von Fisher zuriickgreift. Dabei fragt
man — im obigen Tableau — geméal der Sachfrage Fol-
gendes:

Alle 551 Versuche sind als Kugeln in einer Urne re-
prasentiert; 498 weille Kugeln stellen die Treffer, 53
schwarze Kugeln die Nieten dar. Man hat nun fiir die
Versuche in Auswiértsspielen 263 Kugeln gezogen
und dabei ,nur‘ 231 weille erhalten.

Wie wahrscheinlich sind 231 oder gar weniger
weille Kugeln?

Die Antwort erhélt man aus der hypergeometrischen
Verteilung. Die Beobachtung von 231 hat einen p-
Wert von 3,6 %. Es ist daher auf dem 5 %-Signifi-
kanzniveau statistisch gesichert, dass Nowitzki aus-
wirts schwiécher ist als daheim.

Man beachte: Es wurden hierbei weder die Spielstér-
ken in Heim- oder Auswartsspielen noch bei allen
Spielen geschitzt. Die Losung kommt ohne solche
Schitzwerte aus und beantwortet die Sachfrage, ob
man davon ausgehen kann, dass Nowitzki auswirts
schwicher ist als daheim.
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Jetzt mit der Trefferquote

Fiir die mittlere Trefferquote fiir Heimspiele sei statt
der Bezeichnung in Davies folgende Notation ver-
wendet: TH n,; entsprechend fiir Auswirtsspiele:
TAp . Fiir die Erwartungswerte der Trefferquoten fiir
Heim- bzw. Auswirtsspiele hat man

E(THpu,)=py und E(TAs,)=p,
Davies fiihrt aus: ,,Der Erwartungswert der Treffer-
quote fiir Heim- und Auswértsspiele betragt
"g PH *1y Py

Ny +ny

[pg =]
und wir sollen nun anhand der Daten testen, ob

Py < [ p g ]
Da aber die wahren py und p 4 nicht bekannt sind,
hat das Ministerium sie [...] einfach durch [deren
Schatzwerte] ersetzt und tat so, als ob sie die wah-
ren Werte sind [...]. Gleichzeitig wird aber in der L6-
sung des Ministeriums [die beobachtete Erfolgsrate
in Auswiértsspielen] als Schitzwert fiir p , behandelt.
[...] wird manchmal als der wahre Wert betrachtet
und manchmal als ein Schétzer hierfiir und noch dazu
im selben Satz. Die Begriffsverwirrung ist komplett.*

Anm. 16: Die Uberlegungen zur Trefferzahl sind
auch hier anwendbar. Es ist dabei egal, ob man nach
der Saison die verfiigbaren Daten als Einheit sieht
(und p,= 0,904 bestimmt) oder ob man eine fikti-
ve groflere Gesamtheit ,aller® Spiele annimmt (und
f?g = 0,904 schitzt, aber mit diesem Schéitzwert ein
Modell fiir die Bernoulli-Kette spezifiziert — in die-
sem Fall miisste man allenfalls noch mit besten und
schlechtesten Werten, die man aus einem Konfidenz-
intervall erhélt, die Genauigkeit des Ergebnisses eva-
luieren; das unterbleibt in der Praxis — leider — meis-
tens).

Man fragt wieder, ob die empirischen Daten fiir die
Erfolgsrate fiir Auswirtsspiele (die zwar numerisch
identisch mit der Schitzung oder dem ,wahren® Wert
P 4 aber nicht als Schitzwert dafiir verwendet wird)
mit dem unterstellten Modellwert

p=pg =0904

vereinbar ist oder ob man die Abweichungen als sig-
nifikant einstufen kann.

Jeder Wert kann unter verschiedenen Gesichts-
punkten einmal als Schétzwert fiir eine unbekannte
Wahrscheinlichkeit oder als Realisierung einer Zu-
fallsvariablen betrachtet werden. Man muss nur im-
mer wissen, was wann erfolgt.

Anm. 17: Das Beispiel hat auch einen Vorzug: Die
Umsetzung von der Fragestellung in statistische

Hypothesen ist wirklich zu leisten. Die ,Ableitung’
der Formulierung statistischer Hypothesen aus dem
Kontext, also die Umsetzung von Fragestellungen
aus dem Sachkontext in die Sprache der Statistik,
ist meist vorweggenommen. Es wird einfach hin-
gestellt, dass zu testen ist, ob der Parameter etwa
mt = 0,5 oder irgendein anderer Wert ist. Uber die
Festlegung von Parametern, Wahl der Testgrof3e oder
Alternativen gibt es keinerlei Zweifel. Diese sind
vorgegeben. Im Sinne von Modellierung stellen tibli-
che Beispiele keinerlei Anforderungen.

Anm. 18: Man kann das Beispiel auch mit einem
Test fir die Differenz von zwei Anteilen 16sen. Da-
bei werden beide Anteile, sowohl die fiir Heim- als
auch fiir Auswirtsspiele, geschitzt und mit der be-
obachteten Differenz dieser Anteile wird dann getes-
tet, ob 7, — 7, =0 oder ob 7, — 7y <0 ist. Wenn
man die Frage statistisch so umsetzt, muss man die
Verteilung der Differenz von Anteilen kennen und
wissen, wann diese durch eine Normalverteilung
approximiert werden kann. Wenn man statt Anteilen
Mittelwerte auf Differenz priift, landet man beim so-
genannten Welch-Test.

Beide Situationen sind selbst fiir die einfiihrende
Vorlesung an Universititen zu hoch gegriffen, wenn-
gleich Anwender mit solchen Fragestellungen oft
konfrontiert sind. Fiir die Darstellung der Vorgehens-
weise und die ndtigen Approximationen der Testver-
teilung sei auf die gut lesbaren Biicher von Mosler &
Schmid (2006) oder Lorenz (1996) verwiesen. Die
Ausfithrungen in diesem Aufsatz zeigen, dass die
Sachfrage ohne diese alternative Modellierung zu-
friedenstellend geldst werden kann und haufig auch
so gelost werden soll.

Umgehen mit den Voraussetzungen

Bernoulli-Ketten als Modell im Sport

Wer auch nur ein bisschen Ahnung von Sport hat,
wird die Voraussetzungen einer Bernoulli-Kette weit
von sich weisen:

* Bei jeder Durchfilhrung hat man dieselbe Er-
folgswahrscheinlichkeit.

» Die Wahrscheinlichkeit fiir Erfolg beim i-ten Ver-
such ist unabhéngig von vorherigen Ergebnissen.

Erfolgswahrscheinlichkeiten im Sport sind ndmlich

» wihrend einer Saison starken Schwankungen un-
terworfen; Heim- und Auswartsspiele sind nur ein
weiterer Faktor;

» stark vom Verlauf des Spielgeschehens abhiingig
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— und natiirlich auch von den vorherigen Ergeb-
nissen. Man spricht von einem ,Lauf® oder auch
von einer ,Pechserie’.

Damit wird die Aufgabe zu einer entarteten ,,An-
wendung: Wir setzen apodiktisch fest, dass die Vor-
aussetzungen zu gelten haben. Dann rechnen wir ein-
fach damit.

Losung von (3) in a) mit Bernoulli-Ketten

Wenn man sich aber auf den Standpunkt stellt, dass
die Voraussetzungen ,gegeben‘ und nicht zu hinter-
fragen sind, dann zerfillt die von Davies vorgetra-
gene Kritik an der Losung des Ministeriums gegen
Teil (3) der Aufgabe a):

Wenn sich die Bedingungen IMMER gleich dar-
stellen, dann ist es vollig egal, wann man mit dem
Datensammeln beginnt.

Dies ist eine fundamentale Eigenschaft von Bernoul-
li-Ketten im Besonderen und von (echten) Stichpro-
ben im Allgemeinen. Man kdénnte auch — durch Zu-
fall bestimmt — einige Daten eliminieren. Statistiker
sprechen von iid-Bedingungen (independent = unab-
hangige, identically = identisch distributed = verteil-
te Situationen).

Wieder: Im Sport ist das wahrlich nicht der Fall, aber
wir wollen vorderhand das nicht noch einmal hinter-
fragen.

Wenn es egal ist, dann gehen wir einfach hin zu ei-
nem Spiel und warten auf die néchsten Freiwiirfe von
Nowitzki. Wir wollen sehen, ob er

* nicht mehr als viermal hintereinander trifft — Er-
eignis A4,

» oder ob er mehr als viermal hintereinander trifft —
Ereignis 4

Klar: P(4)=p> - 1und P(4)=1- p°.

Man braucht den fiktiven Gegner und die kiinstliche
Spielsituation, wie Davies sie schildert, gar nicht.
Genauso wenig benétigt man die Angabe der Zahl
der Beobachtungen. Man niitzt lediglich eine funda-
mentale Eigenschaft von Bernoulli-Ketten.

Wenn man die Zahl der beobachteten Frei-
wirfe vorgibt, verdndert sich die Losung!

Wenn man die Zahl n der Versuche vorgibt, so an-
dert sich die Wahrscheinlichkeit. Beobachtet man
nur bis hdchstens vier Versuche, so gilt: P(4)=1.Je
langer man beobachtet, desto eher erhilt der Spieler
die Chance, doch mehr als viermal hintereinander zu
treffen; das bedeutet:

P(A|n)—0, n— .

Einfluss der Vorgabe der Dauer der Beobachtung auf die
Wahrscheinlichkeit, nicht mehr als viermal hintereinander zu
treffen - Simulationsstudie

0,4

0,2 -

0,0 ; :
5 10 15 20
Wenn man einfach hinkommt und beobachtet, ob
Nowitzki es ,schafft’, mehr als viermal hinter-
einander zu treffen, so ist alles iiber die 5. Beob-
achtung hinaus tiberfliissig; die Losung stimmt daher

mit der Vorgabe n =5 liberein.

Zur Verwirrung von festen, bekannten
Modellwerten und ungenauen Schatzwerten

Auch die Kritik von Aufgabe b) von Davies kann
man erschiittern. Die Wahrscheinlichkeit, einen Frei-
wurf zu realisieren, giiltig fiir die ganze Saison,

e kann man natiirlich nach der Saison als bekannt
ansehen

» und nicht, wie Davies es tut, als Schiatzwert — ei-
ner fiktiven ldngeren Serie — einstufen.

Die Frage in b) kann man dann so umformulieren:

Vorausgesetzt man kennt diese Wahrscheinlichkeit,
ist es dann moglich, die Auswirtsspiele als

* unabhingige Wiederholung desselben Bernoulli-
Experiments

* mit eben dieser Wahrscheinlichkeit (fiir alle Spie-
le bzw. noch besser fiir Heimspiele)

zu modellieren? Weichen die beobachteten Treffer-
zahlen (oder Trefferquoten, das ist gleichwertig) sig-
nifikant davon ab oder nicht? — das ist die Frage.

Dabei taucht die Erfolgswahrscheinlichkeit fiir die
Bezugsverteilung (am besten die Heimspiele) als
feste Grofle auf, fiir die man nach der Saison einen
bekannten Wert hat. Die beobachtete Erfolgsrate oder
Erfolgsanzahl fiir die Auswirtsspiele ist eine empiri-
sche Grofie, deren beobachteter Wert mit dieser Be-
zugsverteilung verglichen wird.

Zentral gestellte Aufgaben

Folgerungen aus der Kritik an der Kritik

* Die Kritik hélt einer Kritik fast weniger Stand als
die kritisierte Aufgabe selbst.
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Viel schlimmer ist aber die Konsequenz auf die

Zukunft von zentral gestellten Aufgaben:

* Die Modellierung muss ,wasserdicht® sein und
darf/kann vom Abiturienten keinesfalls hinter-
fragt werden (eine zentrale Forderung auch von
Davies). Sie muss iiberdies von allen gleicher-
mafen klar verstanden werden kénnen.

» Die Textgestaltung ufert zu einer juristischen Auf-
gabe aus.

*  Mehr als Basiskompetenzen wird man so nicht
abfragen konnen.

Maogliche Konsequenzen auf den Unterricht:
* Hinterfragen, warum und ob Ergebnisse relevant
sein konnten, hat kaum mehr Platz.

+ Ubrig bleibt schematisches ,Anwenden* statisti-
scher Methoden, die mit Basiskompetenzen ge-
16st werden.

Teilzentral anstatt zentral organisiertes
Abitur

In Osterreich wurde erst jiingst fiir die Zukunft eine
im schriftlichen Teil vollzentrale Matura (Abitur)
beschlossen. Die Didaktikkommission der Oster-
reichischen Mathematischen Gesellschaft hat sich,
unter vielen anderen Vereinigungen, mit einer Re-
solution dagegen an die Offentlichkeit gewendet
— ohne sichtlichen Erfolg (OMG 2009). Kritische
Stimmen sind auch aus der Schweiz zu vernehmen
(VSG 2009). Sollte eine Matura in Osterreich kei-
ne ,lokalen‘ Anteile enthalten, so ist absehbar, dass
sich der Unterricht auf die Vermittlung von Basis-
kompetenzen konzentrieren wird. Unser Vorschlag
daher:

+ Zentral gestellte Aufgaben: zur Uberpriifung ge-
meinsamer Sprache und Basiskompetenzen.

* Lokal gestellte Aufgaben: zum sinnvollen An-
wenden und Hinterfragen von Ergebnissen.

Fiir die Uberpriifung von Basiskompetenzen und ei-
ner gemeinsamen Sprache ist es viel einfacher, klare,
einfache und gegen Missverstiandnisse halbwegs ab-
gesicherte Aufgaben zentral zu erstellen. Dafiir sind
sie wohl auch gut und geeignet.

Falls sich im lokalen Teil doch Fehler eingeschlichen
haben, lassen sich diese viel eher ausmerzen, etwa
durch Riickfragen beim Klassenlehrer wiahrend der
Priifungsarbeit. Bei zentral gestellten Aufgaben ist
,online* ein Mut zur Klarstellung von Seiten der Leh-
rerschaft nicht zu erwarten — wer {ibernimmt schon
das Risiko, eine zentral gestellte Aufgabe moglicher-
weise falsch zu interpretieren.

Der Modellierungsaspekt

Weder die Aufgabenstellung an sich noch die fol-
gende Diskussion haben sich daran gestoflen, dass
die gewéhlte Modellierung die anstehenden Fragen —
auch wenn die ,fehlenden‘ Angaben ergénzt werden
— kaum sinnvoll beantworten ldsst. Natiirlich wollen
wir die Lernenden nicht tiberfordern, wie in der von
Davies geduflerten Kritik festgehalten wird:

»Wenn die Modellierung feststeht, wird die Aufgabe
innerhalb des Modells weiter bearbeitet. D. h., es wird
angenommen, dass das Modell stimmt. Es ist nicht
die Aufgabe des Abiturienten, die Angemessenheit
der Modellierung zu hinterfragen.*

Unter Modellkritik fallen auch Fragen wie: Unter
welchen Annahmen lésst sich die Zahl von Nowitzkis
Treffern denn eigentlich als Bernoulli-Kette model-
lieren? Schnell sicht man ein, dass zwischen Modell
und Realitdt eine Kluft herrscht. Hier hitte das Mi-
nisterium die Priiflinge explizit dazu auffordern sol-
len, die Modellannahmen kritisch zu wiirdigen und
zu kommentieren, warum es damit Probleme gibt.
Dies ist nicht erfolgt, was das eigentliche Versdumnis
der Aufgabenstellung ausmacht.

Vermutlich sind aber gerade solche Fragestellungen
in einer zentral gestellten Priifung besonders hei-
kel. Wenn diese aber im Abitur nicht gestellt werden
(konnen), ist abzusehen, dass sie auch aus dem Un-
terricht ,verschwinden‘ werden.

Fragen der kritischen Einschitzung der verwendeten
Modelle im Unterricht auszuklammern bedeutet aber,
Anwendungen auf ,,Anwendungen‘ zu reduzieren und
sich wesentlicher Chancen eines Unterrichts in Sto-
chastik zu begeben. Gerade die interessanten Modellie-
rungsaspekte, einschlieBlich des Hinterfragens, warum
und ob die Ergebnisse denn auch relevant sein konnten,
kennzeichnen einen guten Unterricht in Stochastik.
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