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Aufgabe 1

a) Sei F eine Garbe und F ′ ⊆ F eine Teilgarbe. Zeige, dass

0→ F ′ → F → F/F ′ → 0

eine exakte Sequenz ist.

b) Sei 0 → F → G → H → 0 eine exakte Sequenz. Zeige, dass eine Teilgarbe G′ ⊆ G
existiert mit F ∼= G′ und H ∼= G/G′.

Aufgabe 2

Sei ϕ : F → G ein Garbenmorphismus auf einem topologischen Raum X.

a) Zeige, dass folgende Aussagen äquivalent sind:

(i) ϕ injektiv.

(ii) ϕx : Fx → Gx ist injektiv für alle x ∈ X.

(iii) ϕU : F(U)→ G(U) ist injektiv für alle offenen Teilmengen U ⊆ X.

b) Zeige, dass folgende Aussagen äquivalent sind:

(i) ϕ surjektiv.

(ii) ϕx : Fx → Gx ist surjektiv für alle x ∈ X.

(iii) Zu jeder offenen Menge U ⊆ X und für jedes g ∈ G(U) existiert eine Überde-
ckung {Ui}i∈I von U und Elemente fi ∈ F(Ui), so dass gilt:

ϕU (fi)g|Ui
∀ i

Definition 1
Eine Garbe F auf einem topologischen Raum X heißt welk, wenn die Restriktionsabbil-
dung ρUV : F(U)→ F(V ) für alle offenen Teilmengen V ⊆ U surjektiv sind.

Aufgabe 3

Sei 0 → F ϕ−→ G ψ−→ H → 0 eine exakte Sequenz von Garben und U ⊆ X eine offene

Teilmenge. Zeige, dass die Sequenz 0→ F(U)
ϕU−→ G(U)

ψU−→ H(U)→ 0 exakt ist, wenn
F welk ist.
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Definition 2
Sei X ein topologischer Raum, U ⊆ X eine offene Menge und F eine Garbe auf U .
Bezeichnet j : U → X die kanonische Inklusion, so ist j!F die zu folgender Prägarbe

V 7→

{
F(V ) falls V ⊇ U
0 sonst

assoziierte Garbe.

Aufgabe 4

Sei X = R, U = R \ {0, 1} und Z = {0, 1}. Weiterhin sei ZU = j!(Z|U ) mit j : U ↪→ X
und ZZ = i∗(Z|Z ) mit i : Z ↪→ X, wobei Z die konstante Garbe auf X sei (vgl. Beispiel
2.5 (iii), beachte aber, dass X zusammenhängend ist). Zeige folgende Aussagen:

1. Die Sequenz 0→ ZU → Z→ ZZ → 0 ist exakt.

2. Die Sequenz 0→ ZU (X)→ Z(X)→ ZZ(X)→ 0 ist nicht exakt.

Aufgabe 5

Sei f : F → G ein Morphismus von Garben. Sei H ⊆ ker f eine Teilgarbe von F . Zeige,
dass ein eindeutig bestimmter Morphismus f von Garben existiert, so dass

F f
//

π

!!

G

F/H
f

==

kommutiert. Zeige, dass f genau dann injektiv ist, wenn H = ker f gilt und f ist genau
dann surjektiv ist, wenn f surjektiv ist.
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