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Numerik I

Aufgabenblatt 5

Aufgabe 1
Das Gleichungssystem

() ()= ()

soll mit dem Jacobi- und Gauf3-Seidel-Verfahren gelost werden. Wieviele Iterationen sind
jeweils ungeféhr erforderlich, um den Fehler ||, — |2 um den Faktor 107° zu reduzie-

ren? (4 P)

Aufgabe 2

Definition: Eine Matrix A € R™*" heifit M -Matrix, falls
a) az; >0,1=1,...,n
b) Qi SO, Z,]: 1,...,71, 27&]
¢) A ist regulir mit A~ >0
gilt.
(1) Geben Sie ein Beispiel fiir eine M -Matrix an, die keine Diagonalmatrix darstellt
und die nicht die Matrix aus Aufgabe 3 ist.
(2) Zeigen Sie fiir eine M -Matrix A € R™*":

a) Sei Az =b und Az’ =b', dann folgt aus b < b auch = < x'.
b) Fiir die zu A gehorige Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens gilt

M; >0

und

p(MJ) < 1.

Bemerkungen:

Die Relationen A > 0 respektive & > 0 sind stets komponentenweise zu verstehen.
Nutzen Sie die Aussage, dal fir A > 0 stets zu A = p(A) ein Eigenvektor > 0
gehort. (4 P)

Aufgabe 3
Gegeben seien die Funktion f(z) = sin(27z) und die eindimensionale Poisson-Gleichung
mit sogenannten Dirichlet-Randbedingungen:

—Au(z) = —uz(x) = f(x), z € [0,1],

1



uw(0) =uy =1, u(l) =ur = 1.

Diese Gleichung soll numerisch ndherungsweise gelost werden. Vierteln Sie dazu zunéchst
das Intervall [0,1] in Teilintervalle der Lange h = 1/4. Die Losung u(x) soll an den
Stellen, wo zwei Teilintervalle aufeinandertreffen (den sogenannten Gitterpunkten) ap-
proximiert werden. Nummerieren Sie die Gitterpunkte durch von Null bis Vier. Die Ap-
proximationen nennen wir u; ~ u(z;). Dann wird die zweite Ableitung mittels eines
Differenzenquotienten angenéhert:

Ui—1 — 2U; + Ujqy

h2

Uz ()

a) Stellen Sie fiir die Unbekannten wu; ein lineares Gleichungssystem auf.
b) Beweisen Sie: die zum Gleichungssystem gehorige Matrix ist eine M-Matrix.

c) Beweisen Sie: die Matrix ist symmetrisch und positiv definit.
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