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Sammlung interessanter Aufgaben

Aufgabe 1:

(a) Bestimmen Sie die maximale Losung (d.h. maximales Existenzintervall + Losungs-
funktion) des Anfangswertproblems

u'(t) = —tu(t)?, w(2) =1

(b) Fiir welche Anfangsdaten ty, ug € R existiert die maximale Losung des AWPS
u'(t) = —tu(t)?,  ulto) = uo

fir alle t € R?

Aufgabe 2: Bestimmen Sie den Typ der folgenden DGL und l6sen Sie das Anfangswert-
problem
u'(t) = e 'u(t) +u(t) — e, u(0)=5.

Hinweis: Die DGL besitzt eine partikuldre Losung der Form u(t) = e* mit geeignetem
ac R

Aufgabe 3: Sei D C R? offen und einfach zusammenhingend und seien g, h € C*(D,R).

(a) Zeigen Sie: héngt
Ouh(t,u) — Og(t, u)

a(t,u) =

nur von tu ab, d.h. a(t,u) = a(tu), so ist (mit irgendeinem a € R) die Funktion
M(t,u) = exp( f a(o)do) ein integrierender Faktor fiir die DGL

g(t, u(t))u'(t) + h(t, u(t)) = 0.
(b) Losen Sie die folgende DGL (eine Stammfunktion geniigt):

3tu(t) + 46%u(t)? + (2% + 3tu(t))u/(t) = 0.

(bitte wenden)



Aufgabe 4: Sei f € C(R x R;R) linear beschréankt und lokal Lipschitz-stetig in der
zweiten Variablen. Ferner existiere R > 0, so dass fiir alle ¢t € R gilt:

fit,R) <0 und f(t,—R) > 0.
Sei up € R mit |up| < R und u € CH(R;R) sei die Losung des AWPs
u'(t) = f(t,ut), u(0) = uo.
Zeigen Sie
(a) Fir alle t > 0 ist |u(t)| < R.
(b) Ist |u(t.)| = R fiir wenigstens ein ¢, > 0 moglich? Begriinden Sie Thre Antwort!

Hinweis: eventuell hilft eine Skizze des Richtungsfeldes lings der beiden Geraden (),
t € R, weiter.

Aufgabe 5:
Fiir n € N betrachte die skalaren Differentialgleichungen
14 u(t)
"ty = —= 0) = 1
W) = T U0 = 1)
1+ v,(t 1.
v (t) = 1++U—Un<<t>)2 + = sin(ton (), a(0) = v (2n)

(a) Zeigen Sie: (1) bzw. (2n) besitzen fiir alle n € N jeweils eine eindeutige globale
Losung.

(b) Es gelte lim,, ;o v° = ug. Sei T' > 0 beliebig. Zeigen Sie: fiir n — oo konvergiert die

Losungsfolge (vp)nen von (2n) gleichméBig auf [0,77] gegen die Losung u von (1).
Geben Sie dazu eine Abschétzung fiir [|u — vallco(o 7y gy an-

(Hinweis: Es ist nicht verlangt, dass Sie (2n) explizit l6sen!)

(bitte wenden)



Aufgabe 6:

Fir ¢t > 0 seien . )
1 31
0= (2 ). w=(%):

(a) Zeigen Sie, dass das homogene System u'(t) = A(t)u(t) eine Losung der Form

)= ()

besitzt mit einem o € R und einer Funktion ¢ € C'((0,00); R).

(b) Bestimmen Sie eine Fundamentalmatrix des Systems u’'(t) = A(t)u(t).

(c) Losen Sie das Anfangswertproblem u/(t) = Au(t) + b(t), u(1) = (0, 1),

Aufgabe T7:

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von reellen Losungen des Systems
ui (t) us (t)
ub(t) | = 2uy(t) — 3us(t)
ub(t) uy (t) + 3ua(t) + 2us(t)

Aufgabe 8: Es seien fiirt € R

- 8). -

(a) Berechnen Sie die globale Losung des Anfangswertproblems u'(t) = Au(t) + b(t),
u(0) = (0,4)T.

(b) Fiir welche Anfangsdaten vy € R? fiir das homogene AWP u/(t) = Au(t), u(0) = ug
erfiillt die globale Losung folgendes: limy o |u(t)| =0 ?

Aufgabe 9:
Es seien a,b : R — R stetig und fiir alle ¢t € R gelte:

a(—t) = a(t), b(—t) = —b(1).
Zeigen Sie, dass fiir jede Losung v : R — R der DGL
u"(t) + b(t)u' (t) + a(t)u(t) =0

gilt:
u(—t) = u(t) fiir alle t € R = u'(0) = 0.
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