Skript zur Vorlesung
Analysis |

Wintersemester 2020/21

Robert Haller-Dintelmann, Karoline Disser

19. Mai 2021






Inhaltsverzeichnis

I.  Grundlegende Begritfe|

1. Mengen

[2. Logische Symbole|

2.1. Negation|. . . . . . . . . . . . ...
2.2. Quantoren| . . . . . . ... ...
2.3. Implikation und Aquivalenz] . . . . . . .. ... .. ... .. ...

(3. Abbildungen|

Il. Zahlen

4. Reelle Zahlenl
[4.1. Korperaxiome| . . . . . . . . ..o
[4.2. Anordnungl . . . .. . .. ..
[4.3. Vollstandigkeit| . . . . ... ... ... ... o000
4.4. Betragstunktion| . . . . . . ... ..o

b. Natiirliche Zahlen|
[5.1. Induktionsmengen und Definition der natiirlichen Zahlen| . . . . .
[>.2. Induktionsbeweise und Folgerungen| . . . . . . . . . ... ... ..

6. Rationale Zahlen|
[6.1. Wie verhalt sich Qzu RY[. . . . ... ... ... ... ... ....
[6.2. Wurzeln und rationale Exponenten| . . . . . . .. ... ...

lll. Konvergenz

[7.1. Konvergenz von reellen Folgen| . . . . . . . ... .. ... ... ..

[(.2. Grenzwertsatzel . . . . . . . . . ..

[7.3. Bestimmte Divergenz{ . . . . . . . . . ... ... ... ...

© 0o~ 1~

11

15

17
17
19
21
23

25
25
28

33
33
35

39

41
41
44
20



Inhaltsverzeichnis

[7.4. Monotonie von Folgenl . . . . . .. ... .. ... ... ...
[7.5. Teiltolgen und Hautungswerte| . . . . . . . . ... ... ... ...
[7.6. Beschrankte Folgen| . . . . . . . ... ... ... ...
[7.7. Cauchy-Folgen|. . . . . . . .. ... ... ... ... ...

[8._Reihenl

[8.1. Konvergenzkriterien tiir Reithen| . . . . . . . ... ... ... ...
[8.2. Absolute Konvergenz und der Riemannsche Umordnungssatz| . . .
[8.3. Kriterien fiir absolute Konvergenz| . . . . . . . .. ... ... ...
[8.4. Das Cauchyprodukt|. . . . .. ... ... .. ... .. .. .....
8.5, Potenzreihen|. . . . . . . . . ..o

9.

*Komplexe Zahlen|

V. Reelle Funktionen
[M10.Stetigkeit]

[10.1. Definition von Stetigkeit| . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
[10.2. Grenzwerte bei Funktionenl . . . . . . . . ... ... ... ...

[10.4. Eigenschatten stetiger Funktionen| . . . . . . . . . . ... ... ..
(10.5. Funktionentolgen| . . . . . . . . . ... ...
[10.6. Gleichmafiige Stetigkeit|. . . . . . . . . . .. ... .. ... ...

11.Differenzierbarkeit
[L1.1. Rechenregeln tiir Ableitungenl . . . . . . . . ... ... ... ...

[11.2. Eigenschaften differenzierbarer Funktionen| . . . . . . . . . . . ..
[11.3. Die Ableitung von Potenzreihen| . . . . . . . . .. .. .. ... ..
(11.4. Trigonometrische Funktionen| . . . . . . . . ... ... ... ...
[11.5. Hohere Ableitungenl . . . . . . . . . ... ... 0.
[11.6. Der Satz von Taylorf . . . .. ... ... .. ... ... ... ..

(12.Integration|

[12.1. Das Riemann-Integrall . . . . . .. ... .. ... ... ... ...
[12.2. Welche Funktionen sind Riemann-integrierbar?|. . . . . . . . . ..
[12.3. Eigenschatten integrierbarer Funktionen| . . . . . . . . . ... ..
[12.4. Wie bestimme ich ein Integral?l . . . . . . . ... ... ... ...
[12.5. Uneigentliche Integrale, . . . . . . .. ... ... ... ... ....
[12.6. Vermischtes zum Riemann-Integrall . . . . . .. ... .. ... ..

[Tabelle der griechischen Buchstaben|

(Index]

i

105

107
107
111
117
118
127
133

137
139
143
149
152
164
168

175
175
184
192
199
203
211

219
219



Teil 1.

Grundlegende Begriffe






1. Mengen

Bevor wir mit der Analysis anfangen, brauchen wir ein paar Grundbegriffe, um
Mathematik sauber aufzuschreiben. Die in diesem Abschnitt eingefithrten Kon-
zepte haben also nicht primér etwas mit Analysis zu tun, sondern bilden das
Grundvokabular, in dem eigentlich jeder mathematische Text geschrieben ist.
Wir beginnen mit folgender Ubereinkunft zur Verwendung des Gleichheitszei-
chens:

e Das Zeichen ,,:=“ bedeutet , per Definition gleich*.

e Das Zeichen ,=“ steht in der Gleichheits-Aussage.

Den Begriff der Menge definieren wir hier nicht, sondern legen ihn naiv zu Grun-
de. Wir stellen uns damit auf den Standpunkt der naiven (und nicht der axio-
matischen) Mengenlehre. Dazu dient die folgende, von Georg Cantor gegebene,
Definition: ,,Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Den-
kens (welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.“
Wenn wir Mengen bilden, ist unser Ausgangspunkt immer eine gegebene, unter
Umsténden sehr groffe Grundmenge G, aus der Elemente ausgesondert und zu
neuen Mengen zusammengefasst werden.
Mengen kann man, solange sie klein genug sind, einfach durch das Aufzdhlen ihrer
Elemente angeben, z. B.

M, :={1,2,3,4,5}.

Es ist jedoch héufig angenehmer, sie durch die Angabe einer definierenden Ei-
genschaft, die genau fiir die Elemente der Menge, und nur fiir diese, wahr ist, zu
beschreiben. Fiir unsere Menge M, konnte das so aussehen:

Mi={x€Z:1<x<6} oder My={ze€Z:z(x—6)<0}.
Allgemein schreibt man
M={xeG:E(x)}.

Dabei ist G die Grundmenge, aus der die Elemente der Menge M ausgesondert
werden sollen und E(z) ist eine Aussageform, die durch Einsetzen eines Elements
aus G zu einer Aussage wird, d. h. zu einem Satz, der entweder wahr oder falsch
ist. M enthélt dann genau die Elemente, fiir die F(z) eine wahre Aussage ist.
Betrachtet man das weitere Beispiel

My :={n € N : n ist gerade},



1. Mengen

so sieht man schnell den Vorteil dieser Methode gegeniiber der reinen Aufzéhlung.
Fiir die weiteren Betrachtungen in diesem Abschnitt ist stets eine Grundmenge
G als gegeben anzunehmen.

Definition 1.1. Es seien M und N Mengen. Dann verwenden wir die folgenden
Notationen:

(a) a € M: a ist in M enthalten;
a & M: a gehort nicht zu M.

(b) N C M: N ist eine Teilmenge von M, d. h. jedes Element von N ist auch
i M enthalten. Fine solche Teilmengenbeziehung nennt man auch eine
Inklusion.

(¢c) N2 M: N ist Obermenge von M, d. h. M ist eine Teilmenge von N.
(d) N = M: Beide Mengen enthalten genau die gleichen Elemente.

(e) O: Dieses Symbol bezeichnet die leere Menge, d. h. eine Menge, die kein
Element enthdlt.

Bemerkung 1.2. Man beachte, dass zwei Mengen M und N gleich sind, wenn
sowohl M C N als auch M O N gilt.

Definition 1.3. Es seien M und N Mengen. Dann heifst
(a) MUN :={x € G:x€ M oder x € N} die Vereinigung von M und N.

(b)) MNN:={xe€G:xe€ Mundx € N} der Durchschnitt oder auch nur
Schnitt der Mengen M und N.

(¢) M¢:={zx € G:x ¢ M} das Komplement von M (in G).
(d) M\ N :={x € M :x¢ N} die Mengendifferenz von M und N .

(e) M x N :={(m,n) : m € Mundn € N} das kartesische Produkt von M
und N.

Mit diesen Begriffen kénnen wir nun schon etwas Mathematik betreiben. Wir
sammeln die wichtigsten Regeln fiir obige Mengenoperationen in folgendem Satz.

Satz 1.4. Es seien A, B und C Mengen. Dann gelten
(a) AUB=BUA und AN B = BNA (Kommutativgesetze),
(b) (AUB)UC = AU(BUC) und (ANB)NC = AN(BNC) (Assoziativgesetze),

(¢c) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) und AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
(Distributivgesetze),



(d) (AUB)*=A°N B und (AN B)¢ = A°U B° (Regeln von De Morgan).

Beweis. Wir behandeln hier das erste Distributivgesetz und die erste Regel von
De Morgan, die weiteren verbleiben als Ubungsaufgabe. Fiir das Distributivgesetz
zeigen wir zuerst (vgl. Bemerkung [1.2)

AU(BNC)C(AUB)N(AUCQC),

und zwar folgendermaBen: Sei x € AU (B N (). Dann ist also x € A oder
x € BN C. Betrachten wir zunéchst den Fall z € A. Dann gilt auch x € AU B
und z € AU C, denn diese Mengen enthalten A. Also ist z € (AU B) N (AUC)
und wir sind fertig. Betrachten wir also den Fall x € BN C. Dann ist x € B und
x € C, also gilt wieder x € AU B und z € AU C, dieses Mal, weil x sowohl in
B als auch in C liegt. Daraus folgt wieder z € (AU B) N (AU C) und wir haben
AUu(BNC)C(AUB)N(AUC) gezeigt.

Um die im ersten Distributivgesetz behauptete Gleichheit zu zeigen, miissen wir
nun noch die umgekehrte Inklusion

AU(BNC)D2 (AUuB)N(AUCQ)

zeigen. Dazu sei x € (AU B) N (AU C). Dann ist « sowohl in AU B als auch in
AUC. Wir betrachten die beiden Fille x € A und z ¢ A. Man beachte, dass wir
dann alle moglichen Félle berticksichtigt haben! Ist x € A, so haben wir sofort
auch z € AU(BNC), was unser Ziel war. Es bleibt also der Fall x ¢ A. Da dann
x in AU B ist, ohne in A zu sein, muss x zwangsldufig in B sein, denn wie sollte
es sonst da hineinkommen? Genauso folgt x € C' aus x € AU C. Also ist x in
BN C und damit auch x € AU (BN C) und wir haben auch die zweite Inklusion
und damit die Gleichheit

(AUB)N(AUC)=AU(BNC)

gezeigt.

Fiir die erste Regel von De Morgan zeigen wir wieder zuerst
(AUB)° C A°N B-.

Sei dazu x € (AUB)®. Dann ist x ¢ AUDB, d. h. z ist nicht in der Vereinigung von
A und B enthalten. Damit kann x weder in A noch in B sein, denn sonst wiirde
es ja in dieser Vereinigung liegen. Es ist also © € A und = € B, d. h. x € A° und
x € B¢, was schliellich x € A° N B¢ nach sich zieht.

Die zweite Inklusion

(AUB)® D A°N B

zeigt man folgendermaflen: Es sei € A°N B€. Dann ist © € A° und x € B°. Also
ist x nicht in A und nicht in B, es ist also auch nicht in der Vereinigung von A
und B, was genau z € (AU B)¢ bedeutet. O



1. Mengen

Definition 1.5. Ist I eine Menge (Man nennt I in diesem Zusammenhang In-
dexmenge) und ist fiir jedes i € I eine Menge M; gegeben, so ist

UMi ={re€G: esgibteinjecl mitee M} und

i€l

mMi::{xEG:xEMjﬂirallejEI}.

iel
Ist I =N, so schreibt man auch oft |,y M, bzw. (", M, statt |J,, oy My und
nnEN Mn



2. Logische Symbole

Fiir die mathematischen Aussagen hier in der Vorlesung gilt, dass sie entweder
wahr oder falsch sind. Ein Zwischending oder eine andere Moglichkeit gibt es
nicht (auBer das wird explizit dazugesagt). In diesem Kapitel geht es einerseits
um vereinfachende Schreibweisen fiir Ausdriicke, die in Aussagen oft vorkommen
(zum Beispiel Quantoren) und andererseits um logische Operationen, mit denen
wir gegebene Aussagen zu neuen Aussagen verkniipfen konnen (Beispiel: Impli-
kation).

2.1. Negation

Jede mathematische Aussage A kann auch verneint werden. Man schreibt dann
= A und spricht “nicht A”. Die Aussage —A heifit die Negation der Aussage A.
Dann gilt natiirlich: ist A wahr, dann ist = A falsch. Ist A falsch, dann ist = A
wahr.

Beispiel: Die Aussage ,,5 = 2 + 3“ ist wahr und ihre Negation ,—(5 = 2 4 3)“ ist
falsch. Man kann in diesem Fall fiir die Verneinung auch schreiben: |5 # 2 + 3.

2.2. Quantoren

Oft werden in mathematischen Texten die folgenden Symbole verwendet:

e Der Allquantor V bedeutet ,fiir alle®.

Beispiel: ,Vn € N : 2n ist eine gerade Zahl® ist eine wahre Aussage.

e Der Existenzquantor 3 steht fiir ,,es existiert*.
Beispiel: ,3z € R : 22 = —1¢ ist eine falsche Aussage.
Beispiel 2.1. Fiir ein Beispiel, das die beiden Quantoren kombiniert, definieren

wir S als die Menge aller Stddte und W als die Menge aller Wege auf der Erde
und betrachten die bekannte Aussage

ds € SVw € W : w fithrt nach s. (2.1)

Ubersetzung: Es gibt eine Stadt (meist Rom genannt), zu der alle Wege hinfiihren.
Gesucht ist jetzt die Verneinung dieser Aussage, die also genau dann wahr ist,
wenn (2.1)) falsch ist und genau dann falsch ist, wenn (2.1]) wahr ist.



2. Logische Symbole

Es gilt die folgende Regel zum Verneinen von Aussagen mit Quantoren:
Jedes 3 wird ein ¥, jedes V¥ ein 3 und die Bedingung am Ende wird verneint.

Im obigen Beispiel also

Vs € S Jw € W : w fithrt nicht nach s,

d. h. fiir jede Stadt gibt es einen Weg, der nicht zu ihr fiihrt. Fiir den Spezialfall
Rom ergibt sich: Es gibt einen Weg, der nicht nach Rom fiihrt.

2.3. Implikation und Aquivalenz

Sind A und B zwei Aussagen, so bezeichnet man mit

e A — B“ die Aussage ,Aus A folgt B“ oder ,,A impliziert B“ (Implikati-
on).

e A <= B* die Aussage ,A gilt genau dann, wenn B gilt* oder ,A ist
dquivalent zu B* (Aquivalenz).

Die Wahrheitswerte solcher zusammengesetzter Aussagen kann man durch eine
Wahrheitstafel angeben. Fiir den Wahrheitsgehalt der Aussagen A und B gibt
es vier verschiedene Félle (beide wahr, A wahr und B falsch, A falsch und B
wahr sowie beide falsch). Eine Wahrheitstafel gibt nun in jedem dieser Félle
den Wahrheitsgehalt der zusammengesetzten Aussage an. Fiir Implikation und
Aquivalenz ergibt das:

’A\BHA:>B\A<:>B‘
w | w w w
w | T f f
f|w w f
f|f W A4

Oft hat man in Beweisen die Aquivalenz zweier Aussagen A und B nachzuweisen.
Dazu ist es meist von Vorteil, diese Aufgabe in die beiden Teilprobleme , A =—> B“
und , B = A* aufzuteilen und diese beiden Implikationen getrennt zu beweisen.

Ubungsaufgabe 2.2. Machen Sie sich anhand einer Wahrheitstafel klar, dass
die beiden Aussagen ,A <= B“ sowie ,,A = B und B = A" tatséchlich die
gleichen Wahrheitswerte haben.

Hat man sogar ,A < B <— (C < D < ... <= Q" zu beweisen, so
hilft das Prinzip des Ringschlusses: Man zeigt ,A=— B, B—=—=C, ..., P = Q
und Q = A“. Machen Sie sich auch hier klar, dass damit wirklich die obige
Aussage gezeigt ist!



2.4. Und und Oder

Warnung 2.3. Hiiten Sie sich vor dem Umkehrschluss: Wenn die Aussage ,,A =
B* wahr ist, kann man daraus nicht folgern, dass auch ,B = A* stimmt. Dieser
Fehlschluss wird auch oft in folgender Version gemacht: Aus ,A = B“ wird
gefolgert, dass, wenn A falsch ist, auch B falsch sein muss. Ein Blick in obige
Wahrheitstafel zeigt sofort, dass das nicht stimmt. Trotzdem passiert es immer
wieder.

Bemerkung 2.4. Eine zur Implikation ,A = B“ dquivalente Aussage ist da-
gegen die Kontraposition ,nicht B = nicht As“, wie man der folgenden Wahr-
heitstafel entnehmen kann:

| A| B|| A= B | nicht B | nicht A || nicht B = nicht 4 |

w | w W f f A\

—h| —h| =

f f f f
w w A% A%
f W W W

|| =

Im sogenannten Beweis durch Kontraposition wird dieser Zusammenhang ge-
nutzt.

2.4. Und und Oder

Weitere Moglichkeiten, aus bestehenden mathematischen Aussagen A, B neue
Aussagen zu machen, sind die

e Kongunktion AN B (A ,und “ B), und die
e Disjunktion AV B (A ,oder “ B).

Das funktioniert auf ganz natiirliche Weise: A A B ist genau dann wahr, wenn
die Aussage A und die Aussage B wahr sind. A V B ist genau dann wahr, wenn
mindestens eine der beiden Aussagen A oder B wahr ist. Zu beachten ist hier
also nur, dass die Disjunktion nicht exklusiv ist: A V B ist auch wahr, wenn
sowohl A als auch B wahr sind. Das entspricht nicht unbedingt dem alltdglichen
Sprachgebrauch.

Ubungsaufgabe 2.5. Stellen Sie die Wahrheitstafeln fiir Konjunktion, Disjunk-
tion, und die Ausdriicke (—A)V B, =(AAB) und =(AV B) auf. Wozu ist (=A)V B
dquivalent?






3. Abbildungen

Wir betrachten nun den fiir alle Teilbereiche der Mathematik wichtigen Begriff
der Abbildung (oder auch Funktion).

Definition 3.1. Es seien D und Z Mengen und es sei jedem Element d aus D
genau ein Element f(d) in Z zugeordnet. Diese Zuordnung nennt man dann eine
Abbildung oder auch Funktion f und schreibt

D—Z

f:D—Z dw— f(d) oder f{dr—>f(d)

Dabei heifit D die Definitionsmenge und Z die Zielmenge von f.

Weiter nennt man ein Element d € D auch Argument von f, f(d) das Bild von
d unter f und ist z € Z, so heifst jedes d € D mit f(d) = z ein Urbild von z.
Schlieflich ist fiir jedes A C D das Bild, auch Bildmenge genannt, von A unter
f gegeben durch

f(A) :={f(a):a e A}
und fiir jede Teilmenge B von Z ist
f'(B):={deD: f(d) € B}
das Urbild bzw. die Urbildmenge der Menge B.

Beispiel 3.2. Im weiteren Verlauf werden wir es vor allem mit Funktionen zu
tun haben, die zwischen Mengen von Zahlen definiert sind. Beispiele wéren hier
das Potenzieren mit zwei in den reellen Zahlen{l]

f:R=>R, z~— 22
oder die Wurzelfunktion
vV o i{reR:2>0} >R, 2 1.

Im Folgenden definieren wir die Verkettung, d. h. die Nacheinanderausfiithrung
von Abbildungen.

'Rein formal betrachtet kénnen wir diese Beispiele hier noch nicht betrachten, da wir die
reellen Zahlen noch nicht eingefithrt haben. Es sei also voriibergehend an Thr Schulwissen
appeliert.

11



3. Abbildungen

Definition 3.3. Es seien A, B und C Mengen und f : A — B sowie g: B — C
Funktionen. Dann heifit die Funktion go f (lies ,g nach f“), gegeben durch

gof:A=C, am(gof)a):=g(f(a)),
die Verkettung oder auch Komposition von g mit f.

Wir wollen einigen besonders schonen Eigenschaften von Funktionen einen Namen
geben.

Definition 3.4. FEs seten D und Z Mengen sowie f : D — Z eine Funktion.
Dann heifst f

(a) surjektiv, wenn f(D) = Z gilt.
(b) injektiv, wenn fir alle x,y € D mit f(x) = f(y) stets x =y gilt.
(c) bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Bijektive Abbildungen sind deshalb besonders wichtig, weil sie sich riickgdngig
machen lassen. Das konkretisieren wir im folgenden Satz.

Satz 3.5. Es seien D, Z Mengen und f : D — Z eine Funktion. Dann ist
f genau dann bijektiv, wenn es fiir jedes b € Z genau ein a € D gibt, sodass
f(a) = b gilt. In diesem Fall existiert eine Abbildung f~ : Z — D mit

f(fa)=a firaleac D wund f(f (b)) =0>b firallebc Z.

Beweis. 1. Schritt: Wir zeigen: f bijektiv = fiir alle b € Z existiert genau ein
a € D mit f(a) =0.

Da f surjektiv ist, gibt es zu jedem b € Z mindestens ein @ € D mit f(a) = b.
Sind a1, as € D mit f(a;) = b = f(az) gegeben, so folgt aus der Injektivitét von
f sofort a; = a9, es kann also nur genau ein solches a € D geben.

2. Schritt: Wir zeigen: Fiir alle b € Z existiert genau ein a € D mit f(a) =
b = [ bijektiv.

Nach Voraussetzung sind alle b € Z in f(D) enthalten, also ist f surjektiv. Seien
nun ay,as € D mit f(ay) = f(as) gegeben. Da jedes b € Z nur genau ein Urbild
hat, muss dann a; = ay sein, d. h. f ist auch injektiv.

3. Schritt: Wir zeigen: f bijektiv => es existiert f~' : Z — D mit f~(f(a)) = a
fiir alle a € D und f(f~'(b)) = b fiir alle b € Z.

Fiir jedes b € Z definieren wir f~1(b) := a, wobei a € D das nach dem ersten
Schritt eindeutig bestimmte Element mit f(a) = b ist. Dann ist f~!(f(a)) das
Element von D, das in f eingesetzt f(a) ergibt, also f~1(f(a)) = a fiir alle a € D.
Sei nun b € Z. Dann ist f~!(b) das Element von D mit f(f~'(b)) = b und wir
sind fertig. O

12



Definition 3.6. Es seien D, Z zwei Mengen und f : D — Z bijektiv. Dann heifst
die Abbildung f~': Z — D aus Satz[3.5 Umkehrfunktion von f.

Beispiel 3.7. Betrachten wir noch einmal die beiden Abbildungen aus Bei-
spiel [3.2] so ist die erste Funktion

f:R—=R, z~a°

weder injektiv (denn f(1) = f(—1), aber 1 # —1) noch surjektiv (denn —1 &
f(R)). Betrachten wir dagegen

f:R—%{xER:sz}, T — a2

so ist diese nun surjektiv, denn jede positive reelle Zahl ist das Quadrat einer
reellen Zahl, aber weiterhin nicht injektiv, denn das Problem mit f ( )= f (—1)
bleibt bestehen. Das konnen wir 16sen, indem wir nun noch den Definitionsbereich
einschrianken, d. h. wir betrachten

fi{zeR:z2>0 > {zecR: x>0}, =z 2’

Nun ist f tatséchlich bijektiv und die oben erwidhnte Wurzelfunktion ist die
Umkehrabbildung.

Wie in obigem Beispiel will man oft eine gegebene Funktion nur auf einem Teil
ihres Definitionsbereiches untersuchen. Dazu vereinbaren wir die folgende Nota-
tion.

Definition 3.8. Seien D,Z Mengen, f : D — Z eine Funktion und M C D.
Dann ist f|p die Einschrankung von f auf M, d. h. f|y : M — Z ist gegeben
durch f|y(x) = f(x) firx € M.

13
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4. Reelle Zahlen

Die Grundmenge der Analysis ist die Menge der reellen Zahlen, geschrieben R.
Diese fithren wir aziomatisch ein, d.h. wir postulieren eine gewisse Anzahl von
Grundannahmen, genannt Axiome, deren Giiltigkeit wir ohne Beweis zu Grunde
legen. Aus diesen Axiomen fiir die reellen Zahlen kénnen wir dann den gesam-
ten weiteren Stoff der Vorlesung herleiten (eventuell von wenigen Ausnahmen
abgesehen). In spéteren Vorlesungen oder Seminaren werden Sie vielleicht die
Konstruktion der reellen Zahlen sehen: die Herleitung der Existenz einer Menge,
die die Eigenschaften (A1) — (A15) erfiillt, basierend auf noch grundlegenderen
Axiomen.

Die Axiome fiir die reellen Zahlen teilen sich in drei Typen, die in den folgenden
Abschnitten eingefiihrt werden:

1) die Kérperaziome, oder wie man mit ,+“ und ,,-“ rechnet, (A1) — (A9),
2) die Anordnungsaxiome, oder wie man mit ,<“ umgeht, (A10) — (A14), und

3) das Vollstindigkeitsaxiom, oder warum R erstmal alle Zahlen enthélt, die
wir benotigen (A15).

4.1. Korperaxiome

In R sind zwei Abbildungen (,, Verkniipfungen®“) + : RxR — Rund - : RxR — R

gegeben, genannt Addition und Multiplikation, die jedem Paar von Elementen
a,b € Rein a+b € R, bzw. ein a - b € R zuordnen. Dabei sollen die folgenden
Axiome gelten.

(A1) a+ (b+¢) = (a+b) + c fiir alle a,b, c € R (Assoziativgesetz der Addition).
(A2) Es gibt ein Element 0 € R, sodass a+0 = a fiir alle a € R ist (Nullelement).

(A3) Fiir jedes a € R gibt es ein —a € R, sodass a + (—a) = 0 gilt (additives
inverses Element).

(A4) a+b="0b+a fir alle a,b € R (Kommutativgesetz der Addition).
(A5) a-(b-c) = (a-b)-cfir alle a,b,c € R (Assoziativgesetz der Multiplikation).

(A6) Es gibt ein Element 1 € R mit 1 # 0, sodass a - 1 = a fiir alle @ € R ist
(Einselement).
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4. Reelle Zahlen

(A7) Fiir jedes a € R\ {0} gibt es ein a™! € R, sodass a-a~' = 1 gilt (multipli-
katives inverses Element).

(A8) a-b=10b-a fir alle a,b € R (Kommutativgesetz der Multiplikation).
(A9) a-(b+c¢)=a-b+a-cfuralle a,b,c € R (Distributivgesetz).

Bemerkung 4.1. Allgemeiner heifit jede Menge, auf der zwei Verkniipfungen
definiert sind, die die Eigenschaften (A1) — (A9) haben, ein Kdrper. Insbesondere
ist das Tripel (R,+,-) also ein Korper. Eine Menge, auf der eine Verkniipfung
definiert ist, die (A1) — (A4) erfiillt, heiBt Abel’sche Gruppe. Das Paar (R, +)
bildet also eine Abel’sche Gruppe, und das Paar (R \ {0},-) ebenfalls (Ubung:

warum?).

Bemerkung 4.2. Alle bekannten Rechenregeln fiir ,,4+* und ,,-“ lassen sich aus
(A1) - (A9) ableiten.

Wir betrachten die folgenden Aussagen als Beispiele:

Satz 4.3. (a) Es gibt genau ein Nullelement in R.
(b) a-0=0 fir alle a € R.
(¢c) Gilt a-b=0 fir zwei reelle Zahlen a,b, so ist a =0 oder b= 0.

Beweis. (a) Sei 0 € R ein weiteres Nullelement, d. h. fiir alle a € R gilt a +0 =
a. Insbesondere gilt also fiir a = 0 damit 0 + 0 = 0. Mit (A2) fir a = 0
haben wir auflerdem 0+ 0 = 0. Also kénnen wir mit Hilfe von (A4) folgern:

0=0+0=0+0=0.

(b) Nach (A2) gilt 0+ 0 = 0. also ist auch fiir jedes a € R unter Zuhilfenahme
von (A9)
a-0=a-(04+0)=a-0+a-0.
Daraus folgt nun

0% 4. 04 (=(a-0)) = (a-0+a-0)+ (—(a-0))

a0+ (0 0+ (=@0)) Pa-0+0% a0,
alsoa-0=0.

(c) Esseien a,b € R mit a-b= 0. Im Falle a = 0 sind wir fertig, wir betrachten

also den Fall a # 0. Dann gibt es nach (A7) ein Element a=! € R mit
a-a~' =1. Also ist in diesem Fall

(A6)

b p1=b (a-a ) &

(b-a)-a? @ (a-b)-a* :O-a_l@(),
d. h. b = 0. Damit folgt die Behauptung. O]
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4.2. Anordnung

Definition 4.4. (a) Den ,-“ fir die Multiplikation lassen wir meist weg und
schreiben einfach ,ab* statt ,a-b“.

(b) Wir setzen a — b :=a+ (=b) fir a,b € R (Subtraktion).

(¢) Sind a,b e R und gilt b # 0, so schreiben wir ¢ :== a-b~" (Division).

4.2. Anordnung

Auf R ist eine Relation < gegeben durch mit den folgenden Eigenschaften gege-
ben.

(A10) Fiir jede Wahl von a,b € R gilt stets a < b oder b < a (Totalitdt).

(A11) Gelten fiir zwei Zahlen a,b € R die beiden Aussagen a < b und b < a, so
ist a = b (Antisymmetrie).

(A12) Wenn fiir drei Zahlen a,b,c¢ € R sowohl a < b als auch b < ¢ gilt, so ist
auch a < ¢ (Transitivitdt).

(A13) Sind a,b,c € R und gilt a < b, so ist auch a + ¢ < b+ c.
(A14) Sind a,b,c € R und gilt a < b und 0 < ¢, so ist auch ac < be.

Bemerkung 4.5. Allgemeiner heifit eine Menge, auf der es eine Relation gibt,
die (A10) — (A12) erfiillt, total geordnet und die Relation heifit dann Ordnungs-
relation. Die Axiome (A13) und (A14) sagen hier etwas iiber die Vertréiglichkeit
von Addition und Multiplikation mit <.

Definition 4.6. Seien a,b € R. Wir setzen
(a) a>b, wenn b < a ist,
(b) a <b, wenn a < b und a # b ist,
(¢c) a>b, wenn b < a ist.
Definition 4.7. Eine reelle Zahl a heifst
(a) positiv, falls a > 0 und strikt positiv, wenn a > 0 gilt.
(b) negativ, falls a < 0 und strikt negativ, wenn a < 0 gilt.

Bemerkung 4.8. Alle Regeln fiir Ungleichungen lassen sich aus den Axiomen
(A1) — (A14) ableiten.

Wir betrachten wieder einige Beispiele.
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4. Reelle Zahlen

Satz 4.9. Seien a,b,c € R. Dann gilt
(a) Ist a < b, so gilt —a > —b.

(b) Sind a < b und c <0, so folgt ac > be.

(¢) 1>0.
Beweis.  (a) Nach (A13) mit ¢ := —a bekommen wir aus a < b die Ungleichung
0=a+(—a) < b+(—a). Wenden wir auf diese Ungleichung dasselbe Axiom
mit ¢ := —b an, erhalten wir

—b<b+(—a)+(-b) =—a
und sind fertig.
(b) Nach Teil|(a)|gilt —c > —0 = 0, also liefert (A14)
—ac=a-(—c) <b-(—c) = —be.
Eine erneute Anwendung von Teil @ ergibt dann

ac = —(—ac) > —(—=bc) = be.

(¢) Die Annahme 1 < 0 fithrt nach Teil [(b)] mit @ := ¢ := 1 und b := 0 sofort
auf den Widerspruch 1 = ac > bc = 0. O

Wir verwenden die Anordnung von R, um Intervalle von reellen Zahlen zu defi-
nieren.

Definition 4.10. Es seien zwei Zahlen a,b € R mit a < b gegeben. Dann heiflen
o (a,b) :={z € R:a <z < b} offenes Intervall,
e [a,b] :=={z € R:a <z <b} abgeschlossenes Intervall,
o (a,b):={reR:a<z<b} und
e [a,0) :={z € R:a <z < b} halboffene Intervalle.
Um auch die Fdlle von Halbstrahlen abzudecken, definieren wir weiter:

e [a,00) :={xeR:a<z},

o (a,00):={r €R:a<uz},
o (—o0,a]l:={zeR:x<a},
o (—o0,a):={reR:z<a},
o (—00,00) :=R.
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4.3. Vollstdndigkeit

4.3. Volistindigkeit

Als Vorbereitung fiir das 15. Axiom fiithren wir einige Schreibweisen und Begriffe
ein, die bei der Untersuchung von Teilmengen von R niitzlich sind.

Definition 4.11. Es sei M eine nicht-leere Teilmenge von R.
(a) M heifit nach oben beschrankt, wenn ein C' € R ezistiert, sodass x < C
fiir alle x € M gult.
In diesem Fall heifit C' eine obere Schranke von M.
(b) M heifit nach unten beschrankt, wenn ein C' € R existiert, sodass v > C
fiir alle x € M gilt.
In diesem Fall heifst C' eine untere Schranke von M.

(¢) M heifst beschréankt, wenn M nach oben und nach unten beschrinkt ist.

(d) Ist C eine obere Schranke von M und fir jede weitere obere Schranke C
von M gilt C' < C, so heifit C Supremum von M. Wir bezeichnen es mit
sup M.

(e) Ist C eine untere Schranke von M und fiir jede weitere untere Schranke

C von M gilt C' > 6’, so heifst C' Infimum von M. Wir bezeichnen es mit
inf M.

Wir iiberlegen uns kurz, dass das Supremum und das Infimum einer Menge, wenn
es denn existiert, eindeutig bestimmt ist.

Satz 4.12. Fine Teilmenge von R hat hdchstens ein Supremum und héchstens
ein Infimum.

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fiir das Supremum, das Argument fiir das
Infimum geht analog.

Es sei M ein Teilmenge von R mit zwei Suprema C; und C5. Dann sind sowohl
C1 als auch Cy obere Schranken von M. Da also ' ein Supremum und Cs eine
obere Schranke von M ist, gilt nach der Definition des Supremums C; < Cs.
Umgekehrt ist aber auch C5 ein Supremum und C] eine obere Schranke von M.
Also gilt Cy < C4. Damit ist Cy = (. O

Das ermoglicht die nachstehende Definition.
Definition 4.13. Es sei M C R und M # ().

(a) Existiert sup M und gilt sup M € M, so heifst sup M das Maximum von
M. Wir bezeichnen es mit max M.
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4. Reelle Zahlen

(b) Ezistiert inf M und gilt inf M € M, so heifit inf M das Minimum von M.
Wair bezeichnen es mit min M.

Beispiel 4.14. (a) Wir betrachten M = (0,1]. Dann ist M nach oben und
nach unten beschrénkt, also beschrinkt. Eine obere Schranke ist 17, eine
untere ist 0. Weiter gilt sup M = max M = 1 und inf M = 0. M hat aber
kein Minimum, denn 0 ¢ M!

(b) Nun sei M = (—oo,—1). Dann ist M nach oben aber nicht nach unten
beschrankt. Weiter gilt sup M = —1, aber M hat kein Maximum. Da M
kein Infimum hat, eriibrigt sich die Suche nach einem Minimum.

Wir kommen nun zum letzten Axiom der reellen Zahlen.

(A15) Jede Teilmenge M von R mit M # (), die nach oben beschrénkt ist, besitzt
ein Supremum.

Wir konnen damit die entsprechende Aussage iiber das Infimum beweisen.
Satz 4.15. Ist M C R, M # () und M nach unten beschrinkt, so existiert inf M.

Beweis. Wir setzen M := {—2 : x € M}. Nach Voraussetzung existiert eine
untere Schranke C, von M. Fiir diese gilt also C, < z fiir alle x € M. Damit
ist —r < —C; fiir alle ¥ € M, also ist —C, eine obere Schranke von M. Nach
Axiom (A15) existiert also s := sup M. Weiter gilt —z < s fiir alle x € M, also
ist —s < x fiir alle diese x. Das bedeutet, dass —s eine untere Schranke von M
ist. Wir miissen noch zeigen, dass —s die grofite untere Schranke von M ist. Sei
also o eine weitere untere Schranke von M. Dann ist wie oben —o eine obere
Schranke von M. Da s das Supremum von M ist, muss also s < —o, und damit
o < —s gelten. Also ist —s = inf M. O]

Wir sammeln einige elementare Eigenschaften von Supremum und Infimum.
Satz 4.16. (a) Ist M C R nicht-leer und beschrinkt, so gilt inf M < sup M.

(b) Ist M C R nach oben (bzw. unten) beschrinkt und N C M nicht-leer, so
ist auch N nach oben (bzw. unten) beschrinkt und es gilt sup N < sup M
(bzw. inf N > inf M ).

Beweis. Zum Beweis von @ sei © € M beliebig gewéhlt. Man beachte dazu,
dass M # () vorausgesetzt ist. Nun gilt > inf M und z < sup M. Also ist
inf M <x <supM.

Wir wenden uns dem Beweis von @ zu. Fiir jedes x € N gilt z € M und damit
x <supM (bzw. x > inf M). Also ist N nach oben (bzw. unten) beschrankt und
sup M (bzw. inf M) ist eine obere (bzw. untere) Schranke von N. Das impliziert
sup N < sup M (bzw. inf N > inf M). O
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4.4. Betragsfunktion

Zum Abschluss dieses Kapitels beweisen wir noch einen Satz, der es oft ermog-
licht, die Qualitét, dass eine Zahl ein Supremum (oder Infimum) ist, in einem
Beweis gewinnbringend umzuformulieren.

Satz 4.17. Ist M C R nicht-leer und C' eine obere (bzw. untere) Schranke von
M, so ist C = supM (bzw. C' = inf M) genau dann, wenn fir jedes € > 0 ein
x € M ezistiert, fir das x > C —¢ (bzw. v < C +¢) gilt.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage nur fiir den ,sup“-Fall.

»=" Sei C' =sup M und € > 0. Dann ist C' — ¢ kleiner als das Supremum von
M, also keine obere Schranke von M. Damit existiert ein x € M, sodass
x> C —¢ist.

n<<" Wir miissen zeigen, dass fiir jede andere obere Schranke C von M gilt
C<C. Sei also C' eine weitere solche Schranke und wir nehmen an, es
gelte C' > C. Dann ist ¢ := C — C > 0. Nach Voraussetzung existiert zu
diesem € nun ein x € M, sodass z > C — ¢ ist. Wir haben aber C' — ¢ =
C—(C—C) =C,alsoz > C. Dann kann aber C keine obere Schranke von
M sein. Widerspruch. O

4.4. Betragsfunktion

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels iiber die reellen Zahlen definieren wir nun
die Betragsfunktion, ein fundamentales Hilfsmittel in der gesamten Analysis.

Definition 4.18. Sei a € R. Dann ist der Betrag von a, symbolisiert durch |al,
gegeben durch

a, falls a > 0,
la| ==

—a, falls a < 0.

Wir zeigen jetzt einige Eigenschaften der Betragsfunktion, die wir aus den Axio-
men (Al) — (A15) ableiten kénnen.

Satz 4.19. Fiir alle a,b € R gilt

(a) lal 2 0

(b) la| = |=al,
(¢) +a < |al,

(d) |ab] = |al - 0],

(e) |a| =0 genau dann, wenn a =0,
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4. Reelle Zahlen

(f) la+b| < la| + |b| (Dreiecksungleichung),
(9) |a—b] > ||a| — |b|| (umgekehrte Dreiecksungleichung).
Beweis. Die Teile @ bis @ verbleiben als Ubungsaufgabe.

Zu zeigen ist: |a| = 0 <= a = 0. Die Implikation ,<="* folgt direkt aus
der Definition des Betrages. Fiir die umgekehrte Implikation beobachten
wir, dass fiir alle a > 0 auch |a| = a > 0 ist und dass fiir alle a < 0 genauso
la| = —a > 0 ist. Also gilt |a| = 0 nur fiir a = 0.

Wir betrachten zunéchst den Fall a + b > 0. Dann gilt nach Definition des
Betrags |a + b| = a + b und mit Hilfe von [(c)]ist |a + b] = a + b < |a| + |b].

Ist dagegen a + b < 0, so gilt |a +b] = —(a + b) = —a + (—b), woraus mit
[(c)] wieder |a + b] < |a| + |b] folgt.

Mit Hilfe von |(f)| gilt |a| = |a — b+ b|] < |a — b| + |b| und damit haben wir
la| — |b] < |a — b|]. Analog erhidlt man durch Vertauschen der Rollen von a
und b die Ungleichung |b| — |a| < |b—a| = |a—b|. Da [b| — |a| = —(|a| — |b])
ist, sehen wir damit |a| — |b] < |a — b] und —(|a| — |b]) < |a — b|, woraus
nach der Definition des Betrages die Behauptung folgt. m

Ubungsaufgabe 4.20. Beweisen Sie die folgende Aussage: Eine Teilmenge M
von R mit M # () ist genau dann beschrinkt, wenn es ein C' > 0 gibt, sodass
|z| < C fiir alle x € M gilt.
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5. Naturliche Zahlen

In diesem Kapitel wird die Menge der natiirlichen Zahlen N definiert und mit
deren Hilfe auch die Menge der ganzen Zahlen Z. Wir nutzen dabei aus, dass wir
die reellen Zahlen R schon haben. Die Definition der natiirlichen Zahlen ist so
gewahlt, dass wir das wichtige Beweisverfahren der vollstéandigen Induktion leicht
daraus ableiten konnen. Als Hilfskonstrukt definieren wir zunéchst den Begriff der
Induktionsmenge.

5.1. Induktionsmengen und Definition der
natiirlichen Zahlen

Definition 5.1. Eine Menge A C R heifst Induktionsmenge, falls gilt
(a) 1 € A und
(b) ist x € A, so ist auch stets v + 1 € A.

Beispiel 5.2. Beispiele von Induktionsmengen sind R oder {1} U [2, 00).

Satz 5.3. Ist I eine Indexmenge und ist fiir jedes i € I eine Induktionsmenge
A; € R gegeben, so ist auch deren Durchschnitt A := (,c; A; eine Induktions-
menge.

Beweis. Da die Eins in jeder Induktionsmenge liegt, muss sie in jedem A; lie-
gen und damit auch in deren Durchschnitt A. Damit ist Bedingung aus der
Definition einer Induktionsmenge gezeigt.

Fiir den Nachweis der zweiten Bedingung sei © € A. Nach Definition von A gilt
dann x € A; fiir jedes ¢ € I. Da die Mengen A; alle Induktionsmengen sind, muss
dann aber fiir jedes ¢ € I auch z + 1 € A; gelten. Damit erhalten wir schlielich
x+1 € A und sind fertig. O

Definition 5.4. Den Durchschnitt aller Induktionsmengen bezeichnen wir mit
N. Das ist die Menge der natiirlichen Zahlen.
Weiter setzen wir

No:=NU{0} und
Z:=NyU{—n:n e N} (ganze Zahlen).
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Wir sammeln ein paar grundlegende Eigenschaften von N.
Satz 5.5. (a) N ist eine Induktionsmenge.

(b) Ist A eine Induktionsmenge und A C N, so ist A = N (Prinzip der voll-
stdndigen Induktion).

(¢) N ist nicht nach oben beschrdnkt (Satz von Archimedes).

(d) Fiir alle x € R gibt es einn € N mit x < n.

(e) Fiir alle v € R mit x > 0 gibt es ein n € N, sodass \/n < x ist.
Beweis.  (a) Das folgt sofort aus Satz

(b) Sei A C N eine Induktionsmenge. Da N der Schnitt aller Induktionsmengen
ist, gilt N C A. Zusammen mit der Voraussetzung A C N gilt also A = N.

(c) Wir nehmen an, N wére nach oben beschrinkt. Nach dem Vollstandig-
keitsaxiom existiert also das Supremum s := supN in R. Dann liefert

Satz ein n € Nmit n > s — 1. (Wéhle dort ¢ = 1.) Wir haben damit
n+ 1> s und da N nach @ eine Induktionsmenge ist, gilt n + 1 € N. Das
heifit wiederum, dass n + 1 < supN = s gelten muss, sodass wir bei einem
Widerspruch enden.

(d) Wir nehmen an, es gibe ein € R mit = > n fiir alle n € N. Dann wére z
eine obere Schranke von N, was im Widerspruch zu steht.

(e) Sei z > 0. Dann gibt es nach [(d)] ein n € N mit /= < n. Fiir dieses n gilt
1/n <. O

Dieses Wissen konnen wir nun nutzen, um zu zeigen, dass die so definierte Menge
N mit unserer Vorstellung der natiirlichen Zahlen iibereinstimmt.

Satz 5.6. (a) Fir allen € N gilt n > 1.

(b) Fiir jedes n € N ist die Menge A, := (NN [1,n])U[n+ 1,00) eine Indukti-
onsmenge.

(c) Es seienn € N und x € R mit n <x <n-+1 gegeben. Dann gilt © ¢ N.

Beweis. (a) Wir setzen A := {n € N : n > 1}. Dann gilt 1 € A und wenn
n € A ist, so gilt wegen n > 1 auch n+1 > 1+ 1 > 1, also ist auch
n—+1 € A und damit A eine Induktionsmenge. Wegen A C N gilt wegen

Satz @ sofort A = N.
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5.1. Induktionsmengen und Definition der natiirlichen Zahlen

(b) Wir setzen A := {n € N : A, ist eine Induktionsmenge}. Der Beweis
verlauft nun in drei Schritten:

Induktionsanfang (1 ist in A): Nach Beispiel [5.2]ist A; = {1} U [2,00) eine
Induktionsmenge. Also ist 1 € A.

Induktionsvoraussetzung: Es sei n € A, d. h. wir wéhlen ein n € N, sodass
A, eine Induktionsmenge ist.

Induktionsschritt (zeige, dass auch n+1 € A gilt): Esist A, 41 = (NO[1, n+
1)U[n+2,00). Alsoist 1 € A,11. Sei nun x € A,,41. Es kénnen dann zwei
Fille auftreten. Im ersten Fall ist x > n+2. Dann gilt z+1 > n+3 > n+2,
also haben wir sofort x +1 € A,.1.

Im zweiten Fall ist z € N mit 1 <z < n+1. Dann machen wir uns zunutze,
dass A,, eine Induktionsmenge ist (Induktionsvoraussetzung!) und deshalb
N C A, gilt. Das liefert uns, dass = € A,, ist. Damit ist entweder 1 <z <n
oder x > n—+1, d. h. entweder wir haben 2 < x+1 < n-+1oder x+1 > n+2.
Alsoist t+1 € A,4q.

Wir haben also gezeigt, dass A auch eine Induktionsmenge ist, also N C A.
Per Definition ist auch A C N, also zusammen A = N. Die Behauptung
iiber A,, gilt also fiir alle n € N.

(¢) Wir nehmen an, es wire doch = € N. Da nach @ N C A, gilt, hiatten wir
dann z € A,,. Das impliziert aber < n oder x > n + 1. Widerspruch.

]

Im né&chsten Satz zeigen wir, dass N eine sogenannte wohlgeordnete Menge ist,
d. h. jede nicht-leere Teilmenge besitzt ein Minimum.

Satz 5.7 (Wohlordnungsprinzip). Ist M # () eine Teilmenge von N, so existiert
min M.

Beweis. Nach Satz @ ist eins eine untere Schranke von N und damit auch
von M. Also ist

1 € A:={v € N: v ist untere Schranke von M}.

und diese Menge damit nicht leer. Andererseits ist A durch jedes Element von M
(beachte M # ()) nach oben beschréinkt, also ist A nach Satz eine echte
Teilmenge von N und damit insbesondere keine Induktionsmenge. Da 1 € A gilt,
bedeutet dies, dass es ein vy € A geben muss, fiir das vy + 1 ¢ A gilt. Nach der
Definition von A sind vy und damit auch vg+ 1 in N, 14 ist eine untere Schranke
von M, aber vy + 1 ist keine. Es gibt also ein ng € M mit vy < ng < 1y + 1.
Da aber alle drei beteiligten Zahlen in dieser Ungleichungskette in N liegen, gilt
nach Satz sogar ng = 1. Damit ist ng = vy eine untere Schranke von M,
die in M liegt, also das Minimum von M. [
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5.2. Induktionsbeweise und Folgerungen

Die Menge A wird iiblicherweise bei einem Induktionsbeweis nicht mehr erwahnt,
da die Methode immer die gleiche ist. Wir wollen uns das an einem weiteren, sehr
typischen Beispiel fiir einen Induktionsbeweis anschauen.

Satz 5.8. Fiir allen € N gilt

1
1+2+3+~--+n:”(”T+).

Beweis.
Induktionsanfang: Es gilt 1 = 1-(+1)/2 also ist die Aussage fiir n = 1 richtig.
Induktionsvoraussetzung: Die Aussage des Satzes sei fiir ein bestimmtes n € N

richtig.
Induktionsschritt: Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung gilt
n(n+1 nn+1)+2(n+1
1+2—|—---+n+(n+1):—(2 )+n+1: ( >2 ( )
(n+1)(n+2) m+1)(n+1)+1)
B 2 B 2 '

Also stimmt die Aussage auch fiir n + 1.

Wir haben also gezeigt, dass die Menge aller n, fiir die die Aussage richtig ist,
eine Induktionsmenge ist. Daraus folgt, dass die Aussage insbesondere fiir alle
n € N richtig ist, weil N ja in jeder Induktionsmenge enthalten ist. O]

Bemerkung 5.9. (a) Die Piinktchen-Schreibweise im obigen Beweis fiir die
Summation von n Zahlen ist reichlich schwerfallig und fiihrt oft zu unprézi-
sen Formulierungen. Deshalb hat sich dafiir eine sehr praktische Schreibwei-
se eingebiirgert. Sind n, N € Z mit n < N und reelle Zahlen a,,, a1 1,...,ay
gegeben, so schreiben wir

N

§ ag ‘= Qp + Qpi1+ - -+ an_1 +an
k=n

mit dem sogenannten Summenzeichen. Die Aussage von Satz 5.8| ldsst sich
damit z. B. so hinschreiben:

“~ n(n+1)
)
k=1

(b) Analog verwendet man das Produktzeichen

N
]‘_[(11C =0ap - Qpy1 ... AN—_1 AN
k=n

mit n, N € Z und ay,, Gyi1,...,any € R wie oben.
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5.2. Induktionsbeweise und Folgerungen

Zum Abschluss dieses Kapitels fithren wir noch ein paar wichtige Schreibweisen
und Rechenoperationen, wie z. B. das Potenzieren mit ganzzahligen Exponenten,
ein und beweisen einige wichtige Ungleichungen und Identitaten.

Definition 5.10. (a) Fira € R und n € N schreiben wir fir die Potenzen

a”::a'wa-...-a:Ha.

n Faktoren k=1

Weiter setzen wir a® := 1.

Ist auferdem a # 0, so schreiben wir

(b) Firmn € N definieren wir die Fakultit von n als

k

1

n
nl:=1.2-3....-n=

k=
und wir vereinbaren 0 := 1.

(c) Schlieflich ist fiir k,n € Ny mit 0 < k < n der Binomialkoeffizient gegeben

durch
n\ n!
<k> T kl(n —k)!

Satz 5.11. (a) Ist z > —1 und n € N so gilt

(14+2)">1+nx (Bernoullische Ungleichung).

(b) Fir die Binomialkoeffizienten gelten fir alle n € N und alle k € N mit
1 < k <n die folgenden Identitditen:

@)==0) G 2) =00

(¢) Fiir alle a,b € R und alle n € Ny gilt

an—i—l o bn+1 _ (a . b) Zan—kbk‘
k=0
(d) Fiir alle a,b € R und alle n € N gilt die Binomialformel

oo =3 (2o

k=0
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5. Natiirliche Zahlen

Beweis.  (a) Wir fithren einen Induktionsbeweis.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 lautet die behauptete Ungleichung 1 + z >

1 + z und ist offensichtlich wahr.

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte (1 + z)" > 1 + nx fiir alle

x> —1.

Induktionsschritt: Fiir x > —1 gilt 1 +x > 0, also kénnen wir mit Hilfe der

Induktionsvoraussetzung folgern

(1+2)"=1+2)1+2)" > (1+2)(1+ n).

Multiplizieren wir nun aus und lassen den (positiven!) Term mit z? weg, so

erhalten wir
I+ >14z+nz+na®>=1+n+Dr+n®>1+(n+ 1z

und sind fertig.

n n! n! n n! n!
b) Es gilt = = =1 und = = =1
(b) Es i (0) Ol(n—0)! 1-nl o (n) nl(n—n)l  n!-1

sowie
n (" B n! N n!
k k—1) kl(n—Fk)! (k—1D!(n—k+1)
~nln—k+1) N nlk ~ nl(n+1)
Ein—k+1)!  Kn—k+1D!  k(n+1-—Ek)
(1) n+1
Ckln+1-k) O\ k)
(c) Es gilt
(a —b) Z a" M =a Z a”Fyh — bz a”Fu*
k=0 k=0 k=0

n n
— § ankarlbk _ E anfkkarl'
k=0 k=0
Schreibt man beide Summen aus:

=a""t Fa"b+a" e AP 4 ab”
— (a"b+a" 0 4 4 @?0 T ab” + 0,
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5.2. Induktionsbeweise und Folgerungen

so erkennt man, dass sich die meisten Summanden wegheben. Das kann
man auch mit dem Summenzeichen herausarbeiten. Dazu schreiben wir

(a . b) Z av Rk — Z a Rk Z avRpktl
k=0 k=0 k=0
n n—1
SCHAED DD DE A R AUNCE)
k=1 k=0

Wir machen nun einen sogenannten Indexshift. In der ersten Summe erset-
zen wir £ :=k — 1. Wenn k von 1 bis n gezahlt wird, lauft also ¢ von 0 bis
n — 1 und wir bekommen

n—1 n—1

_ an+1 + Zan—in—I—I . Z an—kbk—l-l . bn+1 (52)
=0 k=0

— an+1 o bn—i—l‘

(Eine solche Summe, bei der sich jeweils aufeinanderfolgende Summanden
so wegheben, dass nur am Anfang und am Ende etwas iibrigbleibt, nennt
man Teleskopsumme.)

Wir verwenden wieder vollstdndige Induktion.

Induktionsanfang (n = 1):
~ (1
>, (k) A =a+b=(a+b)"
k=0
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte
(a+b)" = i (n) a"kpk
I :
k=0
Induktionsschritt: Es gilt

(a+b)"" = (a+b)(a+b)"

N (g 4 b) Xn: (Z) "Rk

k=0

(Z) an—l—l—kbk + i <Z) an—kbk—H
k=0 k=0
n n—1
Y\ ni N\ ntl-kpk N\ pkpkel UATT S|
e 3 (a3 (et (M)
<O) — k k n

k=0

—

n
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5. Natiirliche Zahlen

Erneut machen wir einen Indexshift. Dieses Mal ersetzen wir in der zweiten
Summe ¢ := k + 1. Das liefert

o n n+1 - n n+l-kik - n n+1—£1/4 n n-+1
—(O)a +;<k)a b —l—;(g_Ja b+(n)b :

Nun konnen wir die Zahlvariable in der zweiten Summe auch wieder k
nennen und erhalten

— n n+1 - n n+1—kbk - n n+1—kbk n n+1
(O)a +;<k)a +’;(k_1)a +(n)b .

Damit konnen wir die beiden Summen zu einer zusammenfassen und mit
Hilfe der Formeln aus @ folgt

o n n+1 - n n n+l—k1k n n+1
= (0) 2 (() + (= ()
~(n+1 “n+1+i nE D ey (7F D e
N 0 k n+1

k=1
n+1
_ Z n+1 gt i—kpk
i )
k=0
Das ist genau die behauptete Formel fiir n 4 1 statt n. O]

Satz 5.12 (Geometrische Summenformel). Es sei g € R\ {1}. Dann gilt fiir alle
neN

Beweis. Es gilt fiir alle n € Nund g # 1

n n n n n—1
(1_q)zqkzzqk_zqk+1:q0+zqk_zqk+1_qn+1
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0
:1_qn+1+zqk_zqk:1_qn+l.
k=1 k=1
Da q # 1 ist, liefert Division durch 1 — ¢ die Behauptung. n
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6. Rationale Zahlen

Nun, da wir die natiirlichen Zahlen im Griff haben, kénnen wir ohne weitere Um-
schweife die rationalen Zahlen definieren. Wir diskutieren, wie sich die rationalen
Zahlen zu den reellen Zahlen verhalten. Ein weiteres Thema dieses Abschnitts
wird dann sein, das Potenzieren auf rationale Exponenten auszuweiten, d. h.
Wurzeln einzufiihren.

Definition 6.1. Wir definieren die rationalen Zahlen Q als die Teilmenge der
reellen Zahlen mit

Q::{TER:mEZ, nEN}.
n

Bemerkung 6.2. Jede rationale Zahlen ldsst sich auf viele unterschiedliche Wei-
sen als Bruch darstellen. Es ist ja zum Beispiel % = % = g = .... Dass diese
Briiche tatséchlich alle die gleiche Zahl sind, ist in Definition dadurch ko-
diert, dass Q eine Teilmenge von R ist, wo wir schon wissen, dass Erweitern und

Kiirzen den Wert nicht verandert.

6.1. Wie verhilt sich Q zu R?

Per Definition ist Q eine Teilmenge von R. Dariiber hinaus lésst sich aber auch
noch Einiges sagen. Wir werden dieses Thema hier nicht erschopfend behandeln,
aber einige wichtige Punkte herausarbeiten bzw. diskutieren:

e Die Menge Q erfiillt zusammen mit den Verkniipfungen + und - ebenfalls
die Axiome (Al) — (Al4) aus dem letzten Kapitel. Um das plausibel zu
machen, kénnen Sie als Ubungsaufgabe priifen, dass man beim Addieren
und Multiplizieren von rationalen Zahlen immer wieder eine rationale Zahl
herausbekommt.

e Insbesondere ist Q eine echte Teilmenge von R, oder: es gibt irrationale
Zahlen. Das war schon in der Antike bekannt. Wir geben mit Satz
den Euklidischen Beweis dafiir, dass v/2 irrational ist. Weitere wichtige
irrationale Zahlen wie m und e lernen wir im Verlauf der Vorlesung noch
néher kennen.

e Wir wollen dann natiirlich zeigen, dass diese irrationalen Zahlen, also ins-
besondere /2, in R enthalten sind. Das gelingt mit Hilfe des Vollsténdig-
keitsaxioms (A15). Wir verallgemeinern diese Uberlegung dann gleich und
definieren das Potenzieren mit rationalen Exponenten in Abschnitt [6.2]
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6. Rationale Zahlen

e Auch wenn R tatséchlich viel mehr Elemente hat als Q, liegt Q noch dicht
in R. Das bedeutet, dass jede reelle Zahl durch rationale Zahlen beliebig
gut approximiert werden kann. Diese niitzliche Eigenschaft beweisen wir in
Satz Es ist damit dann auch einfach, zu zeigen, dass Q das Vollsténdig-
keitsaxiom (A15) nicht erfiillt, s. Bemerkung[6.9]

e Die Dezimaldarstellungen der Zahlen in Q sind genau die, die entweder ab-
brechen, oder irgendwann periodisch werden (wobei ,, Abbrechen* der Dezi-
maldarstellung ja ein Spezialfall von , periodisch werden“ ist). Die Men-
ge der reellen Zahlen R enthélt dagegen auch alle irrationalen Zahlen,
deren Dezimaldarstellung nie periodisch wird. Das folgt auch sofort aus
dem Vollstéandigkeitsaxiom. Hier im Skript wird die Notation dazu erst viel
spéiter eingefiihrt, aber im Video zu diesem Abschnitt wird das Thema dis-
kutiert.

Wir starten mit einem ersten Beweis, dass irrationale Zahlen keine ,irrationale*
Erfindung sind — sie tauchen in ganz natiirlicher Weise auf.

Satz 6.3. Es gibt keine rationale Zahl ¢ € Q mit ¢* = 2.

Beweis. (Euklid) Wir nehmen an, es giibe ein ¢ € Q mit ¢*> = 2. Dann wire auch
(—¢)? = 2 und wir kénnen deshalb auch ¢ > 0 annehmen. Aus Definition [6.1] und
q > 0 folgt, dass es natiirliche Zahlen m,n € N gibt, sodass ¢ = “* gilt und m,n
teilerfremd sind. Dann folgt auch

2
2=q" = %, also 2n* = m?,
n
also ist m? eine gerade Zahl. Dann ist aber auch m selbst gerade, da 2 ein Faktor
in seiner Primfaktorzerlegung sein muss. Es gibt also ein £ € N mit m = 2k und

daraus folgt
L 2 2

)
n2

und damit, dass auch n gerade ist. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass m,n
als teilerfremd vorausgesetzt waren. Wir haben aus der Annahme ¢ € Q mit
¢*> = 2 also eine falsche Aussage abgeleitet und konnen folgern, dass es keine

rationale Zahl gibt, die die Wurzel aus 2 ist. O

In Abschnitt unten zeigen wir, dass v/2 € R existiert. Tatsichlich gibt es viel
mehr irrationale Zahlen als rationale Zahlen, aber natiirlich von beiden unend-
lich viele. Genauer gesagt kann man zeigen, dass es keine surjektive Funktion
von Q nach R\ Q gibt. Trotzdem kommen wir mit Hilfe der rationalen Zahlen
beliebig nah an die irrationalen Zahlen dran. Das wollen wir im folgenden Satz
herausarbeiten.

Satz 6.4. Fiir jedes v € R und jedes ¢ > 0 existiert ein ¢ € Q mit |x —q| < e.
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6.2. Wurzeln und rationale Exponenten

Beweis. 1. Fall x > 0: Nach dem Satz von Archimedes @ gibt es ein m € N
mit 0 < Y/m < e. Weiter hat dank des Wohlordnungsprinzips aus Satz die
Menge M :={k € N : k¥/m > z} ein Minimum n := min M. Wegen n € M haben
wir ?/m > x und, da n — 1 nicht mehr zu M gehort, gilt »—1/m < z. Das liefert

n—1 n n—1 1
—5<0§x—— — = = —<g,
m m m m

wir kénnen also ¢ := 7~1/m setzen und erhalten |z — ¢| < e.
2. Fall 2 < 0: Da |z| > 0 ist, gibt es nach den Uberlegungen im 1. Fall ein ¢ € Q
mit 0 < |z| — ¢ < e. Nun gilt fir § = —¢g € Q

Diese Eigenschaft bekommt auch einen eigenen Namen.

Definition 6.5. Eine Menge M C R heifit dicht in R, wenn fiir jedes x € R und
jedes € >0 einy € M existiert mit |z —y| < e.

Q ist also dicht in R.

6.2. Wurzeln und rationale Exponenten
Zur Definition von Wurzeln benétigen wir zunéchst den folgenden Hilfssatz.

Lemma 6.6. Sind x,y > 0 und n € N, so gilt © <y genau dann, wenn x"™ < y"
15t.

Beweis. Fir alle n € N haben wir nach Satz

" — Exnlkk

=0

3
H

o

Da z,y > 0 sind, ist die Summe auf der rechten Seite positiv, also gilt
r<y <<= r—y<0 <= 2" —y" <0 <= 2" <y". O

Wir beweisen nun zuerst die Existenz und Eindeutigkeit einer positiven n-ten
Wurzel von positiven reellen Zahlen.

Satz 6.7. Es sei a > 0 und n € N. Dann gibt es genau ein x € [0,00), sodass
" =a gilt.
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6. Rationale Zahlen

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit. Seien also x,y > 0 gegeben, so-
dass " = a = y" gilt. Dann gilt insbesondere z"” < y™ und y" < 2" und mit
Lemma [6.6] folgt dann z < y und y < x, also © = .

Fiir die Existenz stellen wir zunéchst fest, dass die Sache fiir a = 0 durch x = 0
gelost wird. Sei also a > 0. Wir betrachten die Menge

M, :={z €[0,00) : 2" < a}.

Dann ist in jedem Fall 0 € M, also M, # (). Dan € Nist, gilt a < na < 14+na und
daher mit der Bernoullischen Ungleichung, vgl. Satz @, auch a < (1+a)".
Damit folgern wir nun fiir alle z € M, die Abschétzung 2" < a < (14 a)”, aus
der mit Lemma sofort x < 1 + a folgt. Also ist M, nach oben beschrankt.
Nach dem Vollstandigkeitsaxiom existiert damit s := sup M,. Wir nehmen an, es
wire s" # a und unterscheiden zwei Fille.

1. Fall s" < a: Fiir jedes m € N gilt mit der Binomialformel aus Satz [5.11][(d)]

1I\" <« 1 = 1
() =2 ()= ()

k=0

1 v~ /n 1
< N n—k — n ) )
<s +—m E (k)s s +—m7" (6.1)

k=1

Man beachte, dass das so definierte r in jedem Fall grofer null ist, wegen Lemma
0.6l

Nach dem Satz von Archimedes (Satz und da nach Annahme a —s™ > 0
gilt, existiert ein my € N mit 1/my < a=s"/r. Dann gilt s" + 7/mo < a, also ist mit
Hilfe von , wobei wir m = mg wahlen,

1 \" n 1
<s+—> <s'"+—r<a.
mo myo

Das liefert uns s + /m, € M,, und da s das Supremum dieser Menge war, gilt
s+ Ymy < s, d. h. /me < 0. Widerspruch!

2. Fall s" > a: Wir rechnen fiir jedes m € N (man beachte, dass s # 0 sein muss,
da sonst s" = 0 < a wire)

(=) =[O =)

Nach dem Satz von Archimedes kénnen wir ein m € N mit I/m < s finden.
Dann gilt —1/ms > —1, wir konnen folglich die Bernoullische Ungleichung aus

Satz [(a)] anwenden und erhalten

> (1 - 1) (6.2)

ms
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6.2. Wurzeln und rationale Exponenten

Wir machen nun bei Bedarf unser m noch einmal grofier, damit !/m < s und
1/m < s(s"=a)/pen gilt. Da nach Annahme s —a > 0 ist, haben wir fiir ein solches
m

1 s(s" —a ns" ns" n
—<Qj—<s”—a:>a<s"——:s"<l——>
m nsm ms ms

und nehmen wir dies mit (6.2)) zusammen, so folgt

1\n n
(s——) 23"(1——>>a.
m ms

Da s das Supremum von M, ist, gibt es nach Satz ein g € M, mit zo >
s — 1/m. Nach Lemma [6.6| gilt dann auch

1\
Ty > (s - —) > a,
was im Widerspruch zu zq € M, steht. O

Definition 6.8. Zu gegebenen a > 0 und n € N bezeichnen wir die nach obigem
Satz eindeutig existierende Zahl x, fir die x" = a gilt, als n-te Wurzel von a und

schreiben
1
Va:=a =g,

Ist n = 2, so sagt man einfach Wurzel von a und schreibt kurz \/a.
Auferdem setzen wir fiir a > 0 wieder

“Yn ._
a =
a

Bemerkung 6.9. Als kleinen Einschub kénnen wir nun sofort beschriankte Teil-

mengen von Q angeben, die kein Supremum in Q haben: zur Zahl v2 € R\ Q
betrachten wir zum Beispiel die Menge

My :={qeQ:q¢ <2}

Dann ist M5 nach oben beschrankt, besitzt aber kein Supremum in Q (Ubung!).
Die Menge Q erfiillt das Axiom (A15) also nicht.

Die Grundidee dieses Approximationsverfahrens verallgemeinern wir jetzt weiter
fiir die Definition von Potenzen mit rationalen Exponenten.

Wir wissen fiir a > 0, was a™ und a*/" ist. Fiir ¢ = ™/n mit m,n € N ist
die naheliegende Definition a? := (/a)™. Damit das wohldefiniert ist, muss aber
zunéchst gekldrt werden, dass dieser Wert nicht von der speziellen Darstellung
von ¢ als Bruch abhéngt.
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6. Rationale Zahlen

Seien also m,n, p,r € N, sodass ¢ = ™/n = »/r ist. Dann gilt mr = np und es folgt
fiir jedes a > 0

(Yay™)" = (Y™ = (ay» = (V)" = und

(ay) = (Way" = (7)) ="
Also ist dank der Eindeutigkeit der Wurzel ({/a)™ = (y/a)P. Damit ist die fol-
gende Definition gerechtfertigt.

Definition 6.10. Es seia >0, ¢ € Q mit ¢ > 0 und ¢ = ™/n (m,n € N). Dann

setzen wir
a? ;= (a)™.

Falls a > 0 gilt, definieren wir fir g € Q mit g <0,

a? = —.
a1
Ubungsaufgabe 6.11. Es gelten die bekannten Rechenregeln fiir rationale Ex-
ponenten, d. h. fiir alle a,b > 0 und alle p,q € Q gilt

p —
e aPad = qPta o L =t

o aPb? = (ab)? ° Z_Z — (%)p

e (ap)q — qP4
Ubungsaufgabe 6.12. Uberlegen Sie, wie die Exponenten a* fiir allgemeine
x € R definiert werden kénnten (passiert spéter in der Vorlesung).
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Konvergenz
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7. Folgen

Der Begriff der Folge ist fiir das Folgende fundamental.

Definition 7.1. Ser X eine nicht-leere Menge. Eine Funktion a : N — X heifst
eine Folge in X.

Bei Folgen schreibt man traditionell a,, statt a(n), n € N, fir das n-te Folgenglied.
Die gesamte Folge wird iiblicherweise mit (ay,), oder manchmal mit (a,)S%, oder
(an)nen oder (an)n>1 oder (ai,ag, as,...) bezeichnet.

Beispiel 7.2. (a) Ist X = R, so spricht man von einer reellen Folge. Ein Bei-

spiel einer solchen Folge ist gegeben durch die Vorschrift

1
an:=—, VneN,

o= (2),= (35).
)

(b) Fiir X = {0, 1} sind (a,), = (1,0,1,0,1,0,...) oder (b,), = (1,1,1,1,1,...)
Beispiele fiir Folgen in {0, 1}. Dabei kénnen wir (a,), und (b,), natiirlich
auch als reelle Folgen auffassen (warum?).

bzw.

7.1. Konvergenz von reellen Folgen

Wir wollen uns nun dem zentralen Thema der Analysis zuwenden, der mathe-
matisch exakten Behandlung des unendlich Kleinen und unendlich Grofien. Dazu
fithren wir den fiir alles Weitere zentralen Begriff der Konvergenz ein. Insbeson-
dere kann dadurch die Approzimation von reellen Werten mathematisch exakt
gefasst werden.

Definition 7.3. FEine Folge (a,), in R heifit konvergent gegen a € R, wenn fiir
alle € > 0 ein ng = no(e) € N existiert mit

la, — a| < e fir alle n > ny.
In diesem Fall heifft a Grenzwert oder Limes der Folge (a,,),. Man schreibt dafiir

a= lim a, oder a,—a (n— 00).
n—oo

Ist eine Folge nicht konvergent, so heifit sie divergent.
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7. Folgen

Fiir eine Umformulierung dieser Definition benotigen wir die folgenden Begriffe.

Definition 7.4. (a) Seien zo € R und ¢ > 0 gegeben. Dann heifst die Menge
Uc(g) ={x €R: |z — x| <&} = (x0g—&,20 + €)
e-Umgebung von x.

(b) Es sei A(n) eine fir jedes n € N definierte Aussage. Wir sagen, A(n) gilt
fir fast alle n € N, wenn es ein m € N gibt, sodass A(n) fir alle n > m
richtig ist.

Damit kénnen wir nun sagen, dass lim,, . a,, = a ist, genau dann wenn
Ve >0 3dng € NVn > ngla, —a| <e,
oder, genauso gut,
Ve >0 3dng € NVn > nga, € Ua),
bzw. in Worte gefasst:
Fiir alle € > 0 gilt a,, € U.(a) fiir fast alle n € N.

Aus der letzten Formulierung ist gut ersichtlich, dass es fiir die Konvergenz einer
Folge auf endlich viele Folgenglieder nicht ankommt. Das formalisieren wir in der
folgenden Bemerkung.

Bemerkung 7.5. (a) Sind (ay), und (b,), reelle Folgen mit a, = b, fir fast
alle n € N, dann ist (ay,), konvergent genau dann, wenn (b, ), konvergiert,
und in diesem Fall gilt lim,, ,,o a,, = lim,, .o, by,.

(b) Eine konvergente Folge mit Grenzwert null wird auch oft kurz eine Nullfolge
genannt.

Beispiel 7.6. (a) Sei a,, := /n, fiir alle n € N.
Behauptung: (a,,), ist konvergent und es gilt lim,, ,,, a,, = 0.

Beweis. Sei € > 0. Nach dem Satz von Archimedes (Satz gibt es
ein ng € N mit 1/ny < . Damit ist fiir alle n > ng

1
N

la, —al =la, — 0| = |a,| = - < — <e. O

SRS

(b) Sei ay, := 1"/, fiir alle n € N.

Behauptung: (a,), ist konvergent und lim,,_,, a, = 0.
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7.1. Konvergenz von reellen Folgen

Beweis. Es gilt |a, — 0] = |=D"/n| = 1/n. Wir koénnen also ab jetzt den

Beweis aus [(a)] iibernehmen. ]
2n? — 5

Sei a,, := w, fiir alle n € N.

n?+1

Behauptung: (a,,), konvergiert und lim,, ., a, = 2.

Beweis. Es gilt fiir alle n € N

2 _9n2 _ —
0, — 2| = 2 —n+5—2n"—2 :|3 n|<|3 n|<n+37 (71)

n?+1 n2+1~— n2 — n?

wobei wir bei der letzten Abschéitzung die Dreiecksungleichung angewendet
haben. Nun verwenden wir noch, dass fiir allen € N gilt n+3 < n+3n = 4n

und erhalten damit

dn 4
o |_n2 n (7:2)

Sei nun € > 0. Nach dem Satz von Archimedes existiert ein ng € N, sodass
1/ny < ¢/4 gilt. Dann haben wir nach obiger Abschétzung fiir alle n > ng

44
lan—2/< - <~ <4.
No

=e. O

W

3

Sei a,, := (—1)", fiir alle n € N.

Behauptung: Die Folge (a,,), divergiert.

Beweis. Wir nehmen an, es géibe ein a € R mit a,, — a (n — o0). Dann gibt
eszu e = 1 ein ng € N, sodass fiir jedes n > ng die Ungleichung |a, —a| < 1
gilt. Fiir n > ng gilt dann aber mit Hilfe der Dreiecksungleichung

2=lan — apy1| = lan —a+a—aps1| <la, —al+]a—apq| <1+1=2.

Also folgt 2 < 2, ein Widerspruch. O]

Satz 7.7. Jede Folge in R hat hochstens einen Grenzwert.

Beweis. Wir nehmen an, es gibe eine Folge (a,), in R und a,b € R mit a # b,
sodass (a,), sowohl gegen a als auch gegen b konvergiert. Wir setzen jetzt € :=
la=bl/2 > 0, sodass insbesondere U.(a) N U.(b) = 0 gilt. Nach der Definition des
Grenzwertes existiert aber ein ng € N, sodass a, € U.(a) fiir alle n > ny gilt.
Also gilt a,, € U.(b) nur fiir hochstens endlich viele n € N. Damit kann (a,),
nicht gegen b konvergieren. [
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7. Folgen

Definition 7.8. Eine reelle Folge (ay), heifst beschrénkt, wenn die Menge der
Folgenglieder {a, € R : n € N} = {ay,as,as,...} beschrinkt ist. Diese Menge
besitzt dann ein Infimum und ein Supremum. Wir schreiben dafiir

sup a,, := sup{a, € R:n € N},
neN

inlg a, :=inf{a, € R:n € N},
ne

Beachten Sie, dass eine Folge (ay), genau dann beschréinkt ist, wenn ein C' > 0
existiert, sodass |a,| < C fiir alle n € N gilt, vgl. Ubungsaufgabe [4.20|

Satz 7.9. Jede konvergente Folge in R ist beschrdankt.

Beweis. Es sei (ay), eine konvergente Folge in R und a := lim, , a,. Nach
Definition der Konvergenz existiert zu ¢ = 1 ein ng € N, sodass |a,, — a| < 1 fiir
alle n > ng gilt. Wir setzen

C = max{|a1|, |az|, |as], ..., |an,—1],1 + |a|}.

Dann gilt zum einen fiir alle n < ng sofort |a,| < C' und zum anderen auch fiir
alle n > ng, denn fiir diese Indizes gilt

lan| = lan —a+a| <la, —a|+]a| <1+ |a| <C. (7.3)
Zusammengenommen gilt |a,| < C fir alle n € N und somit die Behauptung. [J

Warnung 7.10. Die Umkehrung von Satz ist falsch! Es gibt durchaus be-
schriankte Folgen, die nicht konvergieren, beispielsweise die Folge ((—1)"), aus

Beispiel @

7.2. Grenzwertsatze

In diesem Abschnitt wollen wir die Berechnung von komplizierteren Grenzwer-
ten angehen. Dabei werden wir auch einige wichtige Beispiele von konvergenten
Folgen sehen, die im weiteren Verlauf immer wieder benétigt werden.

Satz 7.11. Sei (ay,), eine Folge in R.

(a) Die Folge (an), konvergiert gegen a € R genau dann, wenn die Folge (|a,, —
a|)nen gegen null konvergiert.

(b) Ist a € R und (B,), eine Nullfolge mit |a,, — a| < B, fir fast allen € N, so
ist lim,, o0 G, = @.

Beweis.  (a) Der Beweis ist enthalten in Hausaufgabe H 3.3 a)
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7.2. Grenzwertsatze

(b) Nach Voraussetzung gibt es ein m € N, sodass |a,, — a| < 3, fir alle n > m
gilt. Sei nun ¢ > 0. Dann existiert dank der Konvergenz von (f,), ein
ny € Nmit 0 < 3, < ¢ fir alle n > ny. Wir wihlen ngy := max{m,n;}.
Dann gilt fiir alle n > ng die Abschitzung |a, — a| < 5, < e. O

Die folgenden sogenannten Grenzwertsitze enthalten duflerst wichtige Rechen-
regeln fiir Grenzwerte von Folgen. Mit ihnen ist es oft moglich, die Frage nach
Konvergenz einer komplizierten Folge auf die Untersuchung von mehreren, aber
dafiir einfacheren Folgen zuriickzufiihren.

Satz 7.12 (Grenzwertsitze). Es seien (ay), und (b,), konvergente Folgen mit
a = lim, _,s ap, und b :=lim,_, b,. Dann gilt:

(a) lim, o |a,| = |al.

(b) lim,_,oo(a, +b,) =a-+b.

(c) lim, o (Aa,) = Aa fir alle A € R.

(d) lim,_(ay, - by,) = a-b.

(e) Ist zusditzlich a, # 0 fir allen € N und a # 0, so ist lim,, o Yan = /a.

Beweis. (a) Nach der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt
Han’ - ‘CLH < lan — al =: Ba.

Da (ay), gegen a konvergiert, konvergiert nach Satz die Folge (8,)n
gegen null. Also kénnen wir mit Satz[7.11|[(b)| folgern, dass (|ax|). gegen |a|
konvergiert.

(b)-(d) Ubungsaufgabe

(e) Nach Teil[(a)|konvergiert die Folge (|a,|), gegen |a| und nach Voraussetzung
ist |a] > 0. Also gibt es zu ¢ := lal/2 > 0 ein m € N mit ||a,| — |a|| < lal/2
fiir alle n > m. Damit gilt fiir alle diese n auch

lal _ la]
lan] = lal = (la| = lan]) > la| = [la] = lan|| > |a| = T = T

Also ist Yja,| < 2/jq| fiir alle n > m und wir konnen fiir diese n abschitzen:

1 1 a— ap la, —al _ 2|a, —al 2

an a) ana lan|lal =  |al? a? [an — af =: 8 (7.4)
Nach und Satz [(a)] gilt nun wieder 8, — 0 (n — oo) und damit
folgt mit Hilfe von Satz [(b)] die Behauptung. O
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7. Folgen

Das folgende Beispiel zeigt, wie mit Hilfe dieses Satzes schon ein bisschen kom-
pliziertere Grenzwerte angegangen werden kénnen.

Beispiel 7.13. (a) Seip € N fest gewihlt und a,, := /nr fir n € N. Wir wissen

aus Beispiel [7.6][(a)] dass die Folge (1/n), gegen null konvergiert. Also gilt
mit p-maliger Anwendung von Satz (D)

lim @, = lim - = lim (1)’) _ <1im l)p — 0P = 0.

n—00 n—oo NP n—oo \ 1 n—oo M,

(b) Wir untersuchen

n?+2n+3
a, = ———, neN.
n?+3

Dazu kiirzen wir den Bruch mit der hochsten auftretenden Potenz:

n?+2n+3 1+24 %
n?+3  1+35

Nun gilt lim, . 2/ = 0 nach Beispiel und Satz :7.12 sowie
lim,, o0 3/n? = 0 dank [(a)] mit p = 2 und wieder Satz[7.12][(c)] Das bedeutet

fiir die Folge im Zahler mit Hilfe von Satz [(b)]

Qn

9 3 9 3
lim<1+——|——> Clm 14 lm S+ lim o =14+04+0=1
n—00 n n2 n—00 n—oco N n—oo N2

und genauso fiir die Folge im Nenner lim,,_,o(1 4+ 3/n2) = 1. Damit sind die
Voraussetzungen von Satz [(e])] erfiillt und es gilt

, limyoo(1+2+3) 1
lim a, = — 3 =-=1.
n—00 limy, o0 (1 + 3) 1

Dieses Kiirzen mit der hochsten auftretenden Potenz ist bei allen Grenz-
werten der Form ,,Polynom in n geteilt durch Polynom in n“ Erfolg ver-
sprechend.

Ein weiteres wichtiges Werkzeug fiir Konvergenzuntersuchungen von reellen Fol-
gen ist der folgende Satz, der zeigt, dass sich die Grenzwertbildung gut mit der
Ordnungsrelation auf R vertragt.

Satz 7.14. Es seien (an)n, (bp)n und (c,)n reelle Folgen und (ay), und (by)n
seien konvergent.

(a) Ist a, < b, fir fast alle n € N, so folgt lim,, o0 a,, < lim,,_,, by,.

(b) Ist a, < ¢, < b, fir fast alle n € N und gilt lim,,_,, a, = lim, . b, = a,
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7.2. Grenzwertsétze

Beweis.  (a) Wir nehmen an, es wire lim, .o a, =: @ > b := lim,_, b, und
setzen € := a~b/2 > 0. Dank der Konvergenz von (a,), und (b,), gibt es ein
ny € N, sodass sowohl b, € U.(b) = (b —¢,b + ¢) als auch a, € U.(a) =
(a —¢e,a+ ¢) fir alle n > ng gilt. Da

a—b

a
b =b = —
+é + 5 5
h

=a— =a—c¢

N b
2 2
gilt, haben wir also fiir diese n auch b, < b+¢ = a—¢ < a, im Widerspruch

zur Voraussetzung.

(b) Sei e > 0. Dann gibt es ein ng € N, sodass fiir alle n > ng sowohl a,, < ¢, <
b, als auch |a, — a|] < € und |b, — a| < ¢ gilt. Hieraus folgern wir fiir alle
diese n

a—e<a,<c,<b,<a-+e.

Also ist a — e < ¢, < a+ ¢ oder, anders ausgedriickt, —e < ¢, —a < ¢, d. h.
lc, — a] < e fiir alle n > ng und damit konvergiert die Folge (¢,), gegen
a. O

Satz 7.15. Es sei (a,), eine konvergente reelle Folge mit a,, > 0 fiir alle n € N.

Dann gilt fir alle p € N
i, = ¢l an

Beweis. Sei p € N beliebig und a := lim,,_, a,. Wir betrachten zunéchst den
Fall a = 0. Sei dazu € > 0 gegeben. Dann gilt auch P > 0, also gibt es ein ng € N,
sodass a, < eP fiir alle n > ng gilt. Damit ist nach Lemma fiir diese n auch
a, < g, also |y/a, — 0] < ¢ und wir sind fertig.

Ab jetzt sei also a > 0. Dann gilt fiir alle n € N nach Satz (setze dort
n:=p-—1)

an —al = (/a0 — (Vay| = | (v ~ ¥a) S (g/an ™ (Wa)

0

hS]
—_

B
Il

= [ ¥/ = ¥ Y (e )

Beachten Sie, dass wir bei der Summe die Betrdge weglassen kénnen, da alle
Summanden positiv sind, die Summe also in jedem Fall positiv ist. Da auch
unser Gesamtausdruck dank des Betrages positiv ist, kénnen wir diesen kleiner
machen, indem wir in der Summe alle Summanden bis auf den letzten fiir £ = p—1
weglassen. Das ist zugegebenermaflen eine grobe Abschétzung, aber, wie wir sehen
werden, reicht das aus. Damit erhalten wir

an —al 2 3/~ al(Yay.

47



7. Folgen
Setzen wir ¢ := ({/a)P~!, so haben wir fiir alle n € N

| v/a, — ¥/a| < %|an —al| =: G,. (7.5)

Man beachte, dass ¢ > 0 ist, sodass diese Umformung erlaubt ist.
Die Folge (|a,, —al), konvergiert nach Satz[7.11][(a)| gegen null. Also ist (,), dank

Satz eine Nullfolge. Damit folgt lim,,_,, ¢/a, = ¢/a aus Satz . O

Beispiel 7.16. (a) Wir betrachten
an:=vVn—+1—+/n, neN
Fiir alle n € N gilt mit Hilfe der dritten binomischen Formel

(Vn+1-vn)(Vn+1+n) n+l—n 1

fin NCES NG T Vntltvn Vatitm

Kiirzen mit /n und anschlieBende Anwendung der Grenzwertsétze zusam-
men mit Satz [[.15] liefert
1 1
v n 0
Ap = f = — —
JEE ALy fieier 1
(b) Wir wandeln (a,),, leicht ab und betrachten
by :=vn(vn+1—+n)=+vn-a, neN.

Dann gilt wie oben

vn 1 1

—

bn: pu —_—
vn+1+yn ntl g 1+1

0 (n— o0).

N[ —

Im folgenden Satz betrachten wir Folgen mit n-ten Wurzeln.
Satz 7.17. Es ist lim, .., /n =1 und fiir jedes ¢ > 0 gilt lim,,_,,, /¢ = 1.

Beweis. Fiir alle n € N gilt 1" = 1 < n und damit 1 < {/n nach Lemma .
Also ist /n = 1+ a, mit einer Folge (a,),, fir die a, > 0 fir alle n € N gilt.
Wir untersuchen nun die Folge (a,,), auf Konvergenz und erledigen damit sofort
auch (/n),. Es ist fiir n > 2 mit Hilfe der Binomialformel

n=(Yn)" = (1+a,)" = i <Z) at > (Z) a2 = Zl(n”i 2)!(13 - ”(”2_ D2

k=0
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7.2. Grenzwertsétze

Dabei haben wir alle Summanden, bis auf den mit k£ = 2, weggelassen. Wir formen
um und erhalten a% < 2/p—1 fiir alle n > 2. Damit gilt fiir diese n

0<a, <4/ 2 .
- “Vn-—1

Da lim,, . 2/n—1 = 0 ist, konvergiert nach Satz m mit p = 2 die rechte Seite
obiger Ungleichungskette ebenfalls gegen null. Das Sandwich-Theorem @
liefert damit a,, — 0 (n — oco) und daher /n — 1 (n — o0).

Bei der Betrachtung des zweiten Grenzwertes unterscheiden wir zwei Fille. Ist
¢ > 1, so wihlen wir ein m € N mit m > ¢ (dieses existiert nach dem Satz von

Archimedes . Dann gilt nach Lemma
1< Ye<¥Ym< i

fiir alle n > m. Da wir den Grenzwert von /n oben schon zu 1 bestimmt haben,
liefert das Sandwich-Theorem /¢ — 1 (n — o).
Ist hingegen 0 < ¢ < 1, so ist 1/c > 1, wofiir wir eben

{;E:ﬁ—”(n_)m)

gezeigt haben. Mit Hilfe von Satz ist damit lim,, o, {/c = 1. O

Einen weiteren wichtigen Grenzwert behandelt der folgende Satz.

Satz 7.18. Sei g € R beliebig. Dann ist die Folge (¢™),, genau dann konvergent,
wenn q € (—1,1] ist und es gilt

. n 1, fallsq=1,
lim ¢" =
n—00 0, fallsqe (—1,1).

Beweis. Wir betrachten zunéchst die einfachen Fille ¢ € {—1,0,1}. Ist ¢ = 0, so
ist ¢" = 0 fiir alle n € N, die Folge konvergiert also gegen null. Im Falle ¢ = 1
findet man genauso wegen ¢" = 1 fiir alle n € N Konvergenz gegen eins. Fiir
qg = —1 erhalten wir die schon aus Beispiel @ bekannte divergente Folge

((=1)").
Als Néchstes wollen wir die Divergenz der Folge im Fall |g| > 1 zeigen. Wir setzen
dazu p := |g| — 1 > 0 und schétzen mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung ab:

lg" = lq|" = (1+p)" > 1+np > np.

Damit ist die Folge (¢™),, nicht beschrénkt, denn gébe es ein M > 0 mit |¢"| < M
fiir alle n € N, so wire n < l¢"l/p < M/, fiir alle n € N, also N beschrénkt. Nach
Satz [7.9| kann damit (¢"), nicht konvergieren.
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SchlieBlich zeigen wir Konvergenz fiir 0 < |g| < 1. Dann ist /g > 1, also haben
wir wieder 1/jqf = 1 + p fiir ein p > 0. Die Bernoullische Ungleichung zeigt uns

1 1\
—=<—> =(1+p)" >1+np=>np.
lq"|  \lgl

Also ist |¢"| < 1/np fiir alle n € N und da (}/np),, eine Nullfolge ist, konvergiert
nach Satz [(b)] die Folge (¢"),, gegen null. O

7.3. Bestimmte Divergenz

Man ist zuweilen versucht zu sagen, dass eine Folge ,,gegen unendlich geht*. Das
ist mit unserem bisherigen Konvergenzbegriff aus gutem Grunde nicht moglich.
Wir kénnen aber die folgende Sprechweise einfiihren.

Definition 7.19. Eine reelle Folge (ay)s,

(a) divergiert bestimmt gegen oo, falls fiir jedes C' > 0 ein ng = no(C) € N
existiert, sodass a, > C' fir alle n > ngy gilt.

In diesem Fall schreiben wir analog zum Grenzwert

lim a, =00 oder a,— oo (n — 00).
n—oo

(b) divergiert bestimmt gegen —oo, falls fiir jedes C' > 0 ein ng = no(C) € N
existiert, sodass a, < —C' fir alle n > ngy gilt.

Auch hier schreiben wir

lim a, = —oc0 oder a, — —o0 (n — o0).
n—oo

Ubungsaufgabe 7.20. (a) Zeigen Sie: Ist (a,), eine bestimmt divergente Fol-
ge gegen plus oder minus unendlich, so gilt a, # 0 fiir fast alle n € N.
AuBerdem ist die Folge (Y/a,,), fiir ein geeigenetes k € N eine Nullfolge.

(b) Achtung: ist (b,),, eine Nullfolge mit b,, # 0 fiir alle n € N; so ist (1/b,),, im
Allgemeinen nicht bestimmt divergent. Geben Sie hierzu ein Beispiel an.

(c) Beweisen Sie, dass fiir jede Nullfolge (b,), mit b, # 0 fiir alle n € N die
Folge (Y/b.]), bestimmt gegen oo divergiert.

(d) Untersuchen Sie, ob oder inwiefern sich die Grenzwertsétze aus dem vorigen
Abschnitt auf bestimmt divergente Folgen {ibertragen lassen.
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7.4. Monotonie von Folgen

In diesem Abschnitt definieren wir die nétigen Begriffe, um iiber das Monotonie-
Verhalten von Folgen zu sprechen. Damit werden wir ein neues wichtiges Kon-
vergenzkriterium herleiten, mit dem wir am Ende die Eulersche Zahl e definieren
konnen.

Definition 7.21. Eine reelle Folge (ay,), heifit
(a) monoton wachsend, wenn a,1 > a, fir allen € N gilt.
(b) monoton fallend, wenn a,1 < a, fir allen € N gilt.
(c¢) streng monoton wachsend, wenn a,.1 > a, fir alle n € N gilt.
(d) streng monoton fallend, wenn a, 1 < a, fir alle n € N gilt.

(e) (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder (streng) mo-
noton fallend ist.

Damit kénnen wir folgendes Konvergenzkriterium beweisen.

Satz 7.22 (Monotonie-Kriterium). Fine monotone reelle Folge (ay), ist genau
dann konvergent, wenn sie beschrdnkt ist. In diesem Fall gilt

lim a,, =

SUP,en An,  WENN a, monoton wachsend ist,
n—oo

inf,enan,, wenn a, monoton fallend ist.

Beweis. Da jede konvergente Folge nach Satz beschréankt ist, miissen wir
fiir die behauptete Aquivalenz nur zeigen, dass jede monotone und beschrinkte
Folge konvergent ist. Dazu betrachten wir den Fall, dass (a,), monoton wichst,
der Beweis fiir monoton fallende Folgen geht dann analog.

Sei ¢ > 0 und wir setzen a := sup,cya,. Dann existiert nach Satz ein
ng € N mit a,, > a —e. Damit gilt fiir alle n > ny wegen der Monotonie und der
Beschrénktheit von (ay,),

a—€e<p, <a,<a<a+te.

Das bedeutet |a, — a| < ¢ fiir alle n > ny und damit genau die Konvergenz von
(an)n gegen a. O

Beispiel 7.23. Wir betrachten eine rekursiv definierte Folge, die gegeben ist

durch
ar:=v6 und ani1 =6+ an, n>1.

Bei einer in dieser Weise gegebenen Folge ist keine explizite Rechenvorschrift fiir
das n-te Folgenglied gegeben, sondern nur ein Startwert a; und dann eine Formel,
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7. Folgen

wie man aus einem Folgenglied das jeweils néchste berechnen kann. Auch dadurch
ist die Folge eindeutig bestimmt.
Hier erhélt man fiir die ersten Folgenglieder

. . 3 .
ay = \5/6—|-\3/6, as = \3/6+\5/6+\3/6, a4:\/6+\3/6+\5/6+\3/6,

Um das Monotoniekriterium anzuwenden, priifen wir die Voraussetzungen nach,
d. h. wir zeigen, dass (a,), nach oben beschréinkt und monoton wachsend ist.
Genauer gesagt beweisen wir

(a) a, <2und a,y; > a, fir allen € N,
(b) (an), konvergiert und lim,, ., a, = 2.

Beweis.  (a) Wir gehen induktiv vor.

Induktionsanfang: Es gilt a; = V6 < /8=2undas = /6 + a; > V6 = ai,
da a; > 0 ist. Also ist die Aussage fiir n = 1 richtig.

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte a,, < 2 und a,,11 > a,.

Induktionsschritt: Es ist mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung

i1 = V64 a, <V6+2=v8=2

und

Up42 = %/6 + apy1 > \3/6 +an = apy1-

(b) Nach Satz Wissen wir nun, dass (a,), konvergiert, und dass lim,,_,, a,, =
SUP,eny Gn < 2 ist, denn 2 ist eine obere Schranke der Folge. Auflerdem wis-
sen wir, dass aj,; = 6+ a,, fiir alle n € N gilt. Nach den Rechenregeln fiir
Grenzwertbildung aus Satz konvergieren bei dieser Gleichung die Fol-
gen auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens. Gehen wir zum Limes {iber,
erhalten wir fiir a := lim,,_, a,, die Bezichung a® = 6+a bzw. a®>—a—6 = 0.

Eine Losung dieser Gleichung ist a = 2. Polynomdivision liefert (a —2)(a®+
2a+3) =0und a®* + 2a+ 3 = (a4 1)* + 2 = 0 hat keine weiteren reellen
Losungen. Also muss a = 2 sein. ]

Wir wenden uns nun zwei besonders wichtigen Folgen zu, die harmlos aussehen,
aber viel Ziindstoff enthalten:

1n
an:<1+—>, n €N,
n
"1 1 1
bn:k H:1+1+5+§+ + neN
=0
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Warnung 7.24. Die Folge (a,), bietet eine gute Gelegenheit, vor einem ver-
breiteten Fehler bei der Bestimmung von Grenzwerten zu warnen. Man konnte
auf die Idee kommen, die Stellen, an denen das n vorkommt, nacheinander zu
bearbeiten. Dazu benennen wir z. B. das n im Exponenten in £ um und lassen
zunéchst das n und danach dann das k gegen unendlich laufen. Das liefert

1\ k

lim lim (1 n —) — lim 1% = 1.
k—o00 n—00 n k—o0

Wenn das ein giiltiges Verfahren wiire, sollte es aber natiirlich auch andersherum

funktionieren. Bilden wir zunéchst den Grenzwert fiir & gegen unendlich und dann

den fiir n, so finden wir, dass

lim Tim (1+ l>k

n—00 k—o00 n
nicht existiert. Wir werden gleich sehen, dass der Grenzwert von (a,), existiert
und nicht 1 ist. Beide Betrachtungen fiithren also in die Irre.
Das ist ein Beispiel fiir eine Grundschwierigkeit in der Analysis und fiihrt gleich
zu einer weiteren Warnung: Grenzwerte lassen sich im Allgemeinen nicht ver-
tauschen! Das gilt sogar, wenn alle beteiligten Grenzwerte existieren, wie das
folgende Beispiel zeigt:

lim lim <—> = lim (hm —) = lim 1" =1,
n—oo k—oo \ k + 1 n—oo \k—oo k +1 n—oo
k n
lim lim (—> — lim 0 = 0.
k—soon—oco\k + 1 k—o0

Nach diesen Vorbemerkungen wenden wir uns jetzt der Behandlung der beiden
oben angegebenen Folgen zu.

Satz 7.25. Die Folgen (a,), und (b,), konvergieren und im,, . a, = lim,,_, by,.

Beweis. Wir beginnen damit, die Konvergenz von (b,), mit Hilfe des Monoto-
niekriteriums zu beweisen. Da m! > 0 fiir jedes m € N gilt, sehen wir fiir jedes

n €N
n+11

"1 1 1
b"*l_;ﬂ_gﬂﬂnﬂ)! _b”+(n+1)! > Bn.

Die Folge (by,),, ist also streng monoton wachsend und es bleibt noch Beschrénkt-
heit zu zeigen. Ein Beweis dazu ist auf dem zweiten Ubungsblatt, Hausaufgabe
2.3: Insbesondere gilt b, < 3 fiir alle n € N. Also ist mit Hilfe des Monotonie-
kriteriums aus Satz die Folge (b,,), konvergent und fiir b := lim,, o, b, gilt
b < 3.
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Wir wenden uns der Folge (a,,), zu. Um fiir diese Folge Monotonie nachzuweisen,
betrachten wir den Quotienten zweier benachbarter Folgenglieder. Es gilt

1 n+1 1 -n 1 1 n 1 —-n
(1) () = () () ()
an, n+1 n n—+1 n—+1 n

1 n+2 n o\n 1 n?42n+1—1\»
= (1) G o) = ()l )
n+1/\n+1 n+1 n+1 (n+1)2

1 1 n
~ (1 )(1——).
(+n+l (n+1)2

Mit der Bernoullischen Ungleichung finden wir dafiir die Abschétzung

>(1+ )@—- n )—1+ L _n
- n+1 (n+1)2) n+1l (m+1)? (n+1)3
n+2n+1-n*—n-n 1
— 14 14— >1
(n+1)3 (n+1)3

fiir alle n € N. Daraus folgt, da alle Folgenglieder positiv sind, sofort a, < a1
fur alle n € N, also ist auch die Folge (ay), streng monoton wachsend. Die
Beschrinktheit dieser Folge spielen wir nun auf die Beschrénktheit von (b,),
zuriick. Nach der Binomialformel gilt

(S0

:1_}_1_1_2%.n(n_l)(n_zgk‘“(n—k—i-l)

Im hinteren Bruch koénnen wir nun ein n kiirzen. Dann bleiben sowohl im Zahler
als auch im Nenner genau k — 1 Faktoren iibrig:

In—1 n—2 n—k+1
=14+1+) — : . : (7.6)
Schliellich beobachten wir, dass jeder dieser Faktoren kleiner als 1 ist und erhalten

"1
<1+1+Zﬁzbn.
k=2

Also haben wir fiir jedes n € N nun a, < b, < 3 und damit ist auch die Folge
(@y)n beschrankt und zusammen mit der oben gezeigten Monotonie folgt damit
die Konvergenz. Wir setzen a := lim,, o, ay,.
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7.5. Teilfolgen und Haufungswerte

Es bleibt nun noch a = b zu zeigen. Da wir schon a,, < b, fiir alle n € N gezeigt
haben, wissen wir bereits a < b. Es bleibt also nur die umgekehrte Ungleichung
zu zeigen. Sei dazu ein 7 € N mit 5 > 2 fest gewdhlt und n > j. Dann gilt wegen

(7.6)

an:1+1+§%(1_%><1_%).,_<1_k;l)
21+1+§%<1_%><1_%>m<1_k;1>‘

Wir gehen nun in dieser Ungleichung auf beiden Seiten zum Grenzwert n — oo
iiber. Man beachte, dass wir es dabei nicht mit Schwierigkeiten wie unendlicher
Summierung oder unendlichen Produkten zu tun bekommen. Wir haben , ledig-
lich® eine endliche Summe von einem endlichen Produkt von Folgen, die alle
konvergieren, Satz ist also hier anwendbar.

Da jeder einzelne Klammerausdruck gegen 1 strebt, geht jeder Summand gegen
1/kr und damit strebt der gesamte Ausdruck auf der rechten Seite genau gegen 1+
14> _, Yk = b;. Wir erhalten somit aus unserer Ungleichung a = lim,, o a,, >
b; fiir jedes 7 € N mit j > 2. Nun konnen wir schlieBllich den Grenziibergang
J — oo durchfiihren und erhalten a > lim;_,,, b; = b. O

Der Grenzwert dieser beiden Folgen ist so wichtig, dass wir ihm einen eigenen
Namen verpassen.

Definition 7.26. Die Zahl

1 n
o= lim<1+—>
n

n—oo

heifst Eulersche Zahl.

7.5. Teilfolgen und Haufungswerte

Auch divergente Folgen enthalten unter Umstédnden so etwas wie konvergente
Anteile. Die zu deren Beschreibung niitzlichen Begriffe wollen wir in diesem Ab-
schnitt herausarbeiten.

Definition 7.27. Sei (a,), eine Folge, ¢ : N — N eine streng monoton wach-
sende Funktion und by, := ay(n), n € N. Dann heifit die Folge (by,),, Teilfolge von

(@n)n-

Diese Definition sieht etwas sperrig aus, tut aber genau das, wonach der Name sich
anhort: Einen Teil der Folge herauspicken. Man sucht eine gewisse (unendliche)
Auswahl von Folgengliedern heraus, ohne deren Reihenfolge zu &ndern. Um diesen
zweiten Punkt zu gewdhrleisten, muss ¢ streng monoton wachsend sein. Wir
betrachten zwei Beispiele.
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7. Folgen

Beispiel 7.28. (a) Fiir ¢(k) := 2k, k € N, haben wir by = ag, also (b,), =
(a9, a4, ag, as, ...) und wir haben so die Teilfolge der Folgenglieder mit ge-
radem Index ausgewéhlt.

(b) Ist @(k) := k? fiir k € N, so ist (b,), = (a1, a4, a9, ass, ... ).

Bemerkung 7.29. Zur Notation von Teilfolgen wird oft statt der Funktions-
notation wieder die Indexnotation wie bei Folgen iiblich verwendet. Man setzt
ny := (k) fir & € N und schreibt fiir die Teilfolge (a,, )ken oder einfach (a,, ).
Diese entsteht also aus (ay,),, indem die Indizes ny; < ny < n3z < ... ausgewéhlt
werden.

Definition 7.30. Es sei (a,,), eine reelle Folge. Eine Zahl o € R heifst Haufungs-
wert von (a,),, wenn fir jedes ¢ > 0 die Menge {n € N : a,, € U.(a)} unendlich
viele Elemente enthdlt.

Weiter definieren wir die Menge aller Haufungswerte der Folge als

HW(a,) := {a € R : a ist Hiufungswert von (a,)y }.

Bemerkung 7.31. Diese Definition sieht unserer Umformulierung der Konver-
genz-Definition aus Kapitel [7.1] &hnlich. Wir stellen die beiden gegeniiber:

e Esist lim,, o a, = a, falls

fir alle € > 0 gilt a,, € U.(a) fiir fast alle n € N.

e Esist a € HW(a,), falls

fur alle e > 0 gilt a,, € U.(a) fir unendlich viele n € N.

Nun sieht man deutlich, dass die Anforderung an einen Haufungswert schwécher
ist als an einen Grenzwert.

Beispiel 7.32. (a) Wir zeigen, dass (a,), = ((—1)"), genau zwei Héufungs-
werte hat, ndmlich 1 und —1.

Fiir jedes gerade n € N gilt a,, = 1, also liegen fiir jedes ¢ > 0 alle Folgen-
glieder mit geradem Index in U.(1) und da das unendlich viele sind, ist 1
ein Haufungswert. Genauso sieht man durch Betrachtung der Folgenglieder
mit ungeradem Index, dass —1 ein Haufungswert ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass alle anderen reellen Zahlen keine Haufungs-
werte sind. Sei dazu f € R mit 5 # 1 und 8 # —1. Wéhle dann g5 > 0 so
klein, dass 1, —1 ¢ U,,(B) gilt. Das geht, da 8 sowohl von 1 als auch von
—1 einen echt positiven Abstand hat. Dann gilt a, € U, (5) fiir gar kein
n € N. Also kann 3 kein Haufungswert sein.
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7.5. Teilfolgen und Haufungswerte

(b) Die Folge (ay), = (n), hat gar keinen Haufungswert, denn fiir jedes 5 € R
gilt a,, > 4 1 fiir fast alle n € N.

(c) Wie Sie in den “Grundlagen der Mathematik” sehen oder gesehen haben,
ist @Q abzdhlbar. Es gibt also eine Folge (a,),, sodass Q = {a, € R :
n € N} gilt. Sei nun a € R beliebig und € > 0. Dann liegen im Intervall
(v — e, e+ ¢) unendlich viele rationale Zahlen, d. h. « ist ein Haufungswert
der Folge (a,),. Wir haben eine Folge gefunden, fiir die jede reelle Zahl ein
Héaufungswert ist.

Der folgende Satz befasst sich mit den Zusammenhéngen zwischen Teilfolgen,
Haufungswerten und Konvergenz.

Satz 7.33. Es sei (ay), eine reelle Folge. Dann gilt

(a) Fine Zahl o € R ist Haufungswert von (a,),, genau dann wenn eine Teil-
folge (an, )ken von (an), existiert, die gegen o konvergiert.

(b) Ist (an)n konvergent und (a,, )ren eine Teilfolge von (ap)n, so ist auch
(@n,, )ken konvergent und es gilt limy_, o0 @, = limy, o0 Gy

(c) Ist (ay), konvergent, so hat (ay,), genau einen Haufungswert, niamlich den
Grenzwert lim,,_.o G, .

Beweis.  (a) Wir zeigen zunéchst die Richtung von links nach rechts. Sei also
a ein Haufungswert von (a,),. Dann existiert fiir ¢ = 1 ein n; € N mit
lan,, —a| < 1. Da es auch fiir ¢ = 1/2 unendlich viele Folgenglieder von (a,),
in der 1/2-Umgebung von « gibt, muss es auch ein ny € N mit ny > ny geben,
sodass |a,, — o] < /2 gilt. Genauso finden wir ein ng € N mit n3 > no,
sodass |an, — af < 1/3 gilt.

Verfahren wir so immer weiter, erhalten wir schliefSlich eine Folge von Indi-
7€s N1,MNo, N3, ... Mit ng < ng <ng < ..., sodass

1
lan, —al < Z fir alle £ € N. (7.7)

Damit ist (a,, )ken, eine Teilfolge von (a,,),, von der noch zu zeigen ist, dass
sie gegen a konvergiert. Sei dazu € > 0. Dann gibt es ein ky € N, sodass
1Ky < e ist und mit ([7.7)) gilt fiir alle k > ko

1 1
la, —a] < - < —<e.
k ~ ko

Wir wenden uns nun der Richtung von rechts nach links zu. Sei also (a,, )ren
eine Teilfolge von (ay,), mit a,, — a (k — 00). Zu gegebenem ¢ > 0 existiert
dann ein ky € N, sodass |a,, — | < ¢ fiir alle k > kq gilt. Damit ist aber
an, € Uc(a) fiir alle k > ky, also fiir unendlich viele Indizes. D. h. « ist ein
Héufungswert von (ay,),.
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7. Folgen

(b) Wir setzen a := lim,,_, a, und geben ein £ > 0 vor. Dann gibt es ob der
Konvergenz von (a,), ein nyg € N, sodass |a,, — a| < € fir alle n > ng gilt.
Nun wahlen wir kg € N so grof3, dass ng, > ng gilt. Dann ist fiir alle £ > kg
némlich ny > ny, > ng, weshalb |a,, — a| < ¢ fiir alle k > &, folgt.

(¢) Zunéchst ist a := lim,_, a, ein Haufungswert von (a,),, denn in jeder e-
Umgebung liegen fast alle (also insbesondere unendlich viele) Folgenglieder.
Wir zeigen, dass es keine weiteren Haufungswerte geben kann. Sei dazu
B € R ein Haufungswert von (a,),. Dann gibt es wegen eine Teilfolge
(@ny)ken von (a,)y,, die gegen § konvergiert. Nach [(b)] gilt dann aber § =
limy_,o0 apn, = a, also ist a der einzige mogliche Haufungswert. O]

Ubungsaufgabe 7.34. Es sei (a,), eine reelle Folge und A € R\ {0}. Zeigen Sie

HW(Aa,) = { a:a € HW(a,)}.

7.6. Beschrdnkte Folgen

Beschréankte reelle Folgen sind im Allgemeinen nicht konvergent, aber mit den
im letzten Abschnitt eingefithrten Werkzeugen ,, Teilfolge* und , Haufungswert*
haben wir gute Mittel in der Hand, sie genauer zu untersuchen. Zunéchst zeigen
wir, dass beschrinkte Folgen zumindest immer einen Hiufungswert und damit
auch eine konvergente Teilfolge besitzen.

Satz 7.35 (Satz von Bolzano-Weierstra$l). Jede beschrinkte Folge in R hat min-
destens einen Hdaufungswert.

Beweis. Sei (a,), eine beschrankte Folge in R und C' > 0 so gewihlt, dass |a,| <
C fiir alle n € N gilt. Wir betrachten die Menge

M :={x € R: a, <z fiir fast alle n € N}.

Diese ist wegen C' € M nicht-leer. Ist aulerdem = < —C', so gibt es gar keinen
Index n mit a, < z, also kann ein solches x nicht in M liegen. Das zeigt uns,
dass M durch —C nach unten beschréankt ist. Damit existiert o := inf M nach
Satz Wir zeigen nun, dass « ein Haufungswert von (a,), ist.

Sei dazu € > 0. Dann gibt es nach Satz ein z. € [a,a + ¢), das in M liegt,
d. h. fiir fast alle n € N gilt a,, < x. < a 4+ . Damit liegen hochstens endlich
viele Folgenglieder oberhalb von a + €. Andererseits ist o — € nicht in M, d. h.
es gibt unendlich viele a,, die oberhalb von o — ¢ liegen.

Zusammengenommen bedeutet das, dass unendlich viele Folgenglieder im Inter-
vall (a« — e, a + ¢) liegen miissen und wir sind fertig. O

Satz ermoglicht sofort die folgende Umformulierung des Satzes von Bolzano-
Weierstraf.
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7.6. Beschrinkte Folgen

Korollar 7.36 (Satz von Bolzano-Weierstra83). Jede beschrinkte Folge in R hat
eine konvergente Teilfolge.

Man kann iiber die Haufungswerte einer beschriankten Folge sogar noch mehr
sagen.

Satz 7.37. Es sei (ay,), eine beschrinkte Folge in R.
(a) Fir alle € HW((ay,),) gilt inf,ena, < a < sup,cy an.
(b) Die Menge HW((ay),) hat ein Minimum und ein Mazimum.

Beweis. (a) Sei a > sup,,cy @,. Dann ist € := a — sup,,cy @, > 0 und fiir alle
n € N gilt
o — a,| =a—a, >a—supa, =c¢.
neN
Also liegt kein Folgenglied unserer Folge in U.(«) und damit kann « kein
Héufungswert von (a,), sein.

Analog zeigt man, dass jedes o < inf, ey a,, kein Haufungswert ist.

(b) Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf iss HW ((a,,),) # 0 und nach Teil[(a)]
ist diese Menge auch beschrénkt. Also hat sie ein Supremum und ein In-
fimum. Wir zeigen, dass auch « := sup HW((a,),) ein Haufungswert von
(ap)n und damit das Maximum dieser Menge ist. Ein analoges Argument
fiir das Infimum liefert dann die Behauptung.

Sei £ > 0. Nach Satz [4.17) gibt es ein 8 € HW((a,),) mit a —e < 3 < a.
Wiéhlen wir nun ein 6 € (0,& — (a — 3)), so gilt Us(8) C U.(). (Malen Sie
sich ein Bild!) Da /3 ein Haufungswert der Folge ist, liegen unendlich viele
Folgenglieder in Us(f) und damit auch in U («). Also ist o ein Haufungswert
von (ay,)p. O

Das ermoglicht uns die folgende Definition.

Definition 7.38. Es sei (a,), eine beschrinkte Folge in R. Dann heifst

lim sup a,, :== max HW((a,,),) oberer Limes oder Limes superior von (ay,)n,
n—oo

lim inf a,, :== min HW((a,,),) unterer Limes oder Limes inferior von (ay)y.
n—oo

Beispiel 7.39. In Beispiel haben wir gesehen, dass die Folge ((—1)"),, genau
die Haufungswerte 1 und —1 hat. Also gilt hier

liminf(—1)" = -1 und limsup(—1)" = 1.

n—oo n—oo
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7. Folgen

Bemerkung 7.40. (a) Etwas allgemeiner als in Definition kann man den
Limes superior einer Folge auch definieren, wenn die Folge nur nach oben
beschrénkt ist und fiir den Limes inferior reicht Beschrinkheit nach unten
aus.

(b) Fiir jede konvergente Folge (a,), ist HW((a,),) nach Satz einele-
mentig. Also ist in diesem Fall

limsup a,, = liminf a,, = lim a,.
n—00 n—00 n—00

Fiir beschriankte Folgen gilt in Teil @ sogar die Umkehrung. Das ist ein Teil des
folgenden Satzes, der einige unserer Erkenntnisse aus diesem und dem vorigen
Kapitel fiir beschrinkte Folgen zusammenfasst.

Satz 7.41. Es sei (ay), eine beschrdinkte Folge in R. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) (an), ist konvergent.
(b) (an)n hat genau einen Hiufungswert.
(c¢) limsup,,_, .. a, = liminf, - a,.

Ist eine dieser Aussagen erfillt, so gilt

lim a, = limsupa, = liminf a,.
n—oo n—oo n—oo

Beweis. Die Aquivalenz ,,“ ergibt sich direkt aus der Definition von Limes
inferior und Limes superior. Auflerdem ist die Implikation .{(a)={(b)[* die Aussage
von Satz . Es bleibt uns also nur noch die Implikation ,|(b)={(a)f* zu zeigen.
Sei dazu (a,), eine beschrinkte Folge mit genau einem Haufungswert o und
wir nehmen an, diese sei nicht konvergent. Da dann (a,), insbesondere nicht
gegen a konvergiert, gibt es ein € > 0, fiir das auflerhalb von U.(«)) unendlich
viele Folgenglieder liegen. Fassen wir diese zu einer Teilfolge (a,, )ren zusammen,
so ist diese als Teilfolge der beschrankten Folge (a,), ebenfalls beschrinkt. Sie
besitzt also nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf[7.35]eine konvergente Teilfolge
(anw) ;. Da (anw) ¢ insbesondere eine Teilfolge der urspriinglichen Folge (ay,),, ist,
ist ihr Grenzwert nach Satz [(a)] ein Haufungswert von (an),. Also muss
limy_, oo Qpy,, = @ sein. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass Ay, ¢ U.(a) fiir
alle ¢ € N gilt. O]

Man beachte, dass eine Folge durchaus einmal gréfier als der Limes superior oder
kleiner als der Limes inferior werden kann. Es gibt dabei aber Grenzen. Das
formulieren wir exakter im folgenden Satz.
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7.6. Beschrinkte Folgen

Satz 7.42. Ist (ay), eine beschrinkte Folge in R und sind a,b € R mit a <
liminf, o a, und b > limsup,, . a,, so gilt a, € (a,b) fir fast alle n € N.

Beweis. Wir nehmen an, es gdbe unendlich viele Folgenglieder, die grofler oder
gleich b sind. Dann koénnen wir diese als eine Teilfolge von (a,), auffassen.
Dank der Beschréanktheit der gesamten Folge ist diese Teilfolge ebenfalls be-
schrinkt, sodass sie nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl wiederum eine
konvergente Teilfolge hat. Diese Teilfolge der Teilfolge ist weiterhin eine Teilfol-
ge der Ausgangsfolge (a,), und wir bezeichnen sie mit (ay, )z. Der Grenzwert
B := limy_e @y, ist zum einen nach Satz ein Haufungswert der Fol-
ge (an)n, zum anderen haben wir durch unsere Konstruktion sichergestellt, dass
ap, > bfir jedes k € N gilt. Damit erhalten wir dank der Monotonie des Grenz-

werts, vgl. Satz @,

B = lim > p.
kl—>1 00 O b
Das fiihrt aber auf den Widerspruch

limsup a,, = max HW((a,),) > 6 > b > limsup a,,.

n—oo n—oo

Die Annahme, es gibe unendlich viele Folgenglieder, die kleiner oder gleich a
sind, fithrt man analog zu einem Widerspruch. O]

Wir beweisen nun die den Grenzwertsétzen entsprechenden Aussagen fiir Limes
superior und inferior.

Satz 7.43. Es seien (ay), und (b,), beschrinkte Folgen in R. Dann gilt

(a) liminf a,, < limsupa,.
n—00 n—00

(b) Ist a, <b, fir fast alle n € N, so gilt

limsupa, <limsupb, wund liminfa, <liminfb,.
n—o0 n—o0 n—00 n—00

(¢) limsup(a, + b,) < limsup a,, + limsup b, und

n—oo n—0o0 n—0o0
liminf(a, + b,) > liminf a,, + liminf b,.
n—oo n—oo n—0o0

(d) Ist X >0, so gilt

limsup(Aa,) = Alim sup a,,

n—oo n—oo
liminf(Aa,) = Alim inf a,,.
n—oo n—oo
(e) limsup(—a,) = —liminfa, wnd liminf(—a,)= —limsupa,.
n—00 n—00 n—00 n—00
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7. Folgen

Beweis. Wir beweisen in [(b)] und [(c)] jeweils nur die Aussagen fiir den Limes
superior. Die Beweise von

(d),(e) sind Ubungsaufgabe.
(a) Nach der Definition des oberen und unteren Limes gilt

lirginf a, = inf HW(a,,) < sup HW(a,) = lim sup a,.

n—oo n—oo

(b) Sei a := limsup,,_,. a,. Dann ist « € HW((a,),). Also gibt es nach
Satz [7.33][(a)] eine Teilfolge (ay, )k, die gegen o konvergiert. Betrachten wir
die analog gebildete Teilfolge (b, )i von (b,)n, so ist diese ebenfalls be-
schréankt, hat also nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl wiederum
eine konvergente Teilfolge (by,, )¢, deren Grenzwert 3 nach Satz ein

ur

Héufungswert von (by,),, ist. Da nach Voraussetzung a,, < by, ast alle

¢ € N gilt, folgt mit Hilfe von Satz und Satz e

= Jim o, = Jim on, < fim b, =5
Also ist
limsupa, = a < <max HW((b,),) = limsup b,.
n—00 n—0o0
(¢) Sei a := limsup,,_,.(a, + b,) und € > 0. Da « ein Haufungspunkt von

(an + bp)n ist, gibt es nach Satz [(a)] eine Teilfolge (an, + by, ) von
(an + by)n, die gegen a konvergiert. Weiter gilt nach Satz fiir fast alle
keN

an, <limsupa, + c und b, <limsupb, + E

Damit kénnen wir aus der Monotonie des Grenzwertes in Satz ()]
€ 3
= fim (on+ ) < Jim (lmsup a4 5+ limsupb + )

= limsupa, + limsupb, +¢
n—o0 n—o0

folgern. Insbesondere gilt damit fiir jedes ¢ € N mit der Wahl ¢ = 1/¢

) . 1
a < limsupa, + limsupb,, + —.

n—oo n—oo g

Die Ausdriicke auf beiden Seiten dieser Ungleichung konvergieren fiir ¢ —

00, also liefert uns Satz

1
limsup(a, +b,) = a = lim a < lim (lim sup a,, + limsup b,, + —>

n—00 £—00 =0\ psoo n—00 14

= limsup a,, + lim sup b,,.
n—0o0 n—0o0
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Wir verdeutlichen durch ein Beispiel, dass in[(c)|im Allgemeinen nicht ,,=* gilt.

Beispiel 7.44. Fiir jedes n € N setzen wir a,, := (—1)" und b, := (—1)"*"'. Dann
gilt a,, + b, = 0 fiir jedes n € N, also ist auch der Limes superior und der Limes
inferior der Summenfolge 0. Aber es gilt limsup,,_, ., a,, + limsup,,_, . b, = 2 und
liminf, . @, + liminf,_,. b, = —2.

Ubungsaufgabe 7.45. Es scien (a,), eine beschrinkte und (b,), eine konver-
gente Folge in R mit lim,,_,, b, > 0. Zeigen Sie

limsup(a, - b,) = lim b, - limsupa, und
n—o0

n—oo n—oo
liminf(a, - b,) = lim b, - liminf a,,.
n—oo n—o0 n—o0

Gilt fiir zwei beschrinkte Folgen (a,), und (b,), in R auch

limsup(a,, - b,) = limsupa,, - limsupb,,?
n—00 n—00 n—00

7.7. Cauchy-Folgen

Als weitere Anwendung des Satzes von Bolzano-Weierstrafl konnen wir nun das
Cauchy-Kriterium beweisen. Sein entscheidender Vorteil ist, dass es die Konver-
genz einer reellen Folge nur anhand der Abstédnde der Folgenglieder untereinan-
der, d. h. insbesondere auch ohne Kenntnis des Grenzwerts, charakterisiert.

Um ein solches Kriterium herzuleiten, beginnen wir andersherum und iiberlegen
uns, wie sich der Abstand zweier weit drauflen liegender Folgenglieder bei einer
konvergenten Folge verhélt.

Sei also (a,), eine konvergente Folge in R mit Grenzwert a. Dann gibt es fiir
jedes € > 0 ein ny € N, sodass |a,, — a| < ¢/2 fiir alle n > ng gilt. Wahlen wir nun
einen weiteren beliebigen Index m > ng, so gilt mit der Dreiecksungleichung

€ €
lan, — | = |, —a+a—ap| <la, —a|l + |a, —al < gt =¢ (7.8)
Diese wichtige Eigenschaft giefen wir nun in eine Definition.

Definition 7.46. Eine reelle Folge (ay,), heifst Cauchy-Folge, wenn fir jedes
e >0 ein Index nyg € N ezistiert, sodass gilt

\an, — am| < e fiir alle n,m > ny. (7.9)

Satz 7.47 (Cauchy-Kriterium). Fine Folge in R ist genau dann konvergent, wenn
sie eine Cauchy-Folge ist.
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Beweis. Den Beweis, dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist, haben
wir schon in obiger Voriiberlegung erbracht. Wir wenden unser Augenmerk also
der anderen Beweisrichtung zu.

Sei dazu (a,), eine Cauchy-Folge. Wir iiberlegen uns zunéchst, dass diese Folge
beschréankt sein muss. Nach der Definition einer Cauchy-Folge gibt es ein ng € N,
sodass |a, — a,,| < 1 fiir alle n,m > ng ist. Insbesondere haben wir fiir den
Spezialfall m = ng die Ungleichung |a,, — a,,| < 1 fiir alle n > ny. Also gilt fiir
alle n > ng

|an| = lan — Ay + ang| < lan — ang| + an,| <1+ [an,].
Damit haben wir alle bis auf endlich viele Folgenglieder beschrankt, d. h. es gilt
la,| < max{|ai]|, |az],|as|, ..., |ang-1], 1+ |an,|} fiir alle n € N,

womit die gesamte Folge (ay,), beschrinkt ist. Nach dem Satz von Bolzano-Weier-
straﬁhat die Folge (a,), einen Haufungswert . Wir zeigen, dass dieser sogar
der Grenzwert der Folge ist, und geben dafiir ein ¢ > 0 vor. Da (a,), eine Cauchy-
Folge ist, gibt es ein ng € N mit |a,, — a,,| < ¢/2 fiir alle n,m > ngy. AuBerdem
liegen in U./,(a) unendlich viele Folgenglieder von (a,),, also gibt es ein n, > ny
mit |a,, — a| < ¢/2. Fir alle n > ng gilt damit

E €
|an—a|§|an—an*|+|an*—a|<§+§:5

und das bedeutet, dass (a,), gegen a konvergiert. O

Bemerkung 7.48. (a) Man kann das Cauchy-Kriterium auch folgendermafien
umformulieren: Eine reelle Folge (a,), ist eine Cauchy-Folge, genau dann
wenn

Ve >03dno € NVn >ng Vk € N:a, — ani| < e.

(b) Die Richtigkeit der Aussage, dass jede Cauchy-Folge konvergiert, ist eng mit
dem Vollstandigkeitsaxiom verkniipft. So ist diese Aussage z. B. in Q falsch!
Machen Sie sich das anhand einer Folge in QQ, die gegen eine irrationale Zahl
strebt, klar.

Ein erstes Anwendungsbeispiel fiir das Cauchy-Kriterium bietet der folgende Satz.

Satz 7.49 (Prinzip der Intervallschachtelung). Seien I,,, n € N, abgeschlossene
und nicht-leere Intervalle in R mit Iy D 1o O I3 D ..., sodass die Linge von I,
fiir n_gegen unendlich gegen null strebt. Dann ist (), o In = {4} fiir ein z, € R.

Beweis. Fiir jedes n € N bezeichnen wir den linken Randpunkt des Intervalls I,
mit a, und den rechten mit b,, sodass I,, = [a,, b,] ist. Dann gilt nach Voraus-
setzung lim,, (b, — a,) = 0.
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Zunéchst iiberlegen wir uns, dass der Schnitt aller Intervalle hochstens einen
Punkt enthalten kann. Sind x,y € [, .y In, S0 sind beide in jedem Intervall I,,,
also gilt fiir alle n € N

neN

|z —y| <b,—a, — 0 (n— oc0).

Damit ist |z —y| =0, d. h. es gilt z = v.

Es bleibt noch auszuschlieen, dass der betrachtete Schnitt leer ist. Dazu zeigen
wir als Erstes, dass (a,), eine Cauchy-Folge ist.

Sei ¢ > 0. Da die Lénge der Intervalle I,, gegen null konvergiert, gibt es ein
ng € N mit b,, — a,, < . Wahlen wir nun n, m > nyg, so gilt nach Voraussetzung
a, € I, € I, und a,, € I, C I,,. Der Abstand von a, zu a,, kann also nicht
grofler werden als die Lénge des Intervalls ,,, und das bedeutet

|, — | < bpy — apy < €.

Folglich ist (a,), eine Cauchy-Folge und damit nach Satz konvergent. Wir
nennen den Grenzwert a und zeigen, dass a € (), oy Ii gilt.

Sei k € N beliebig. Dann gilt fiir alle n > k nach Voraussetzung I, C I und
deshalb a; < a,, < b, < bg. Dank der Konvergenz von (a,), und der Monotonie
des Grenzwerts folgt a; < lim,,_ o, a, < by, also gilt a € I}. O
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8.

Reihen

Will man unendlich viele Zahlen addieren, bekommt man es wieder mit einem
Grenzwert zu tun. Das fithrt auf den Begriff einer Reihe, mit dem wir uns in
diesem Abschnitt beschéftigen.

Definition 8.1. Fs sei (a,), eine Folge in R.

(a) Wir setzen s, ==Y ,_, ag, n € N, und nennen s, die n-te Partialsumme.

Dann heifit die Folge (sy,), der Partialsummen (unendliche) Reihe.

(b) Dass die Reihe (3, _, ai), konvergiert bzw. bestimmt divergiert, bedeu-

tet also einfach, dass sie als Folge der Partialsummen konvergiert bzw. be-
stimmt divergiert. Wir schreiben dann auch

o0 n
E ay = lim E ar = lim s,

k=1

fiir den Grenzwert oder Reihenwert.

Diskussion:

(a)

Eine Reihe ist eine Folge mit einer speziellen Darstellung. Andererseits kann
man auch auch jede reelle Folge als Reihe schreiben (vgl. Ubungsblatt 5).
Insofern setzen wir in diesem Kapitel nur die Diskussion des Konzepts ,,Fol-
ge* fort. Wir nutzen im Folgenden immer wieder aus, dass wir zwischen den
Perspektiven ,, Folge® und ,,Reihe” beliebig wéhlen kénnen.

Sie kennen Reihen vielleicht schon aus der Definition des (Riemann-)Inte-
grals iiber Ober- und Untersummen. Dort treten sie typischerweise auf und
dort werden sie uns auch wieder begegnen. Spéter sehen wir auflerdem iiber
den Begriff der Potenzreihe und mit Hilfe des Satzes von Taylor, sowie bei
den trigonometrischen Funktionen, dass sich viele reelle Funktionen gut
durch Reihen darstellen und analysieren lassen.

In vielen Lehrbiichern und anderer mathematischer Literatur wird die Be-
zeichnung Y > a, oft gleichzeitig fiir den Grenzwert und fiir die Reihe
selbst verwendet. Das passiert selbst dann, wenn die Reihe gar nicht kon-
vergiert oder bestimmt divergiert. Diese potentiell verwirrende Notation
wollen wir hier vermeiden. Sie sollen aber vorgewarnt sein, dass sie im All-
gemeinen oft vorkommt.
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Bei der Behandlung von Reihen ist es unpraktisch, dass wir durch unsere Defini-
tion einer Folge darauf festgelegt sind, die Summation immer mit eins als Index
zu beginnen. Insbesondere ist der Start bei Null oft niitzlich. Deshalb erweitern
wir unseren Folgenbegriff ein wenig.

Definition 8.2. Es seip € Z und X # () eine Menge. Eine Abbildung

a:{p+n:neNy}—X

nennen wir in Erweiterung von Definition[7.1] ebenfalls Folge in X und bezeichnen
diese mit (a,)52,. Ist p=1, so schreiben wir weiterhin (an)n fir (an,)pe; -

Bemerkung 8.3. (a) Fiir eine Folge (a,);2, konnen wir durch b, = an1p1,

n € N, eine Folge (b,),, konstruieren, die unserer alten Definition entspricht.
Alle Erkenntnisse aus den letzten Kapiteln lassen sich damit problemlos auf
diesen verallgemeinerten Folgenbegriff iibertragen (vgl. auch Ubungsblatt
5).

Ist p € Z und (a,);2, eine Folge, so definiert man fiir die Reihe iiber diese
Folge entsprechend die Folge der Partialsummen als s, := Zzzp ay, fiir alle
n > p und schreibt fiir die Folge (s,)52, wieder (ZZ:p ak> und fiir den
Reihenwert 7 ajy, wenn er exisitert.

Auch im Folgenden werden Definitionen und Sétze immer fiir den Fall p = 1
angeben, um nicht zu viele Notationen zu produzieren. Diese gelten dann
stets in diesem Sinne auch fiir allgemeines p € Z.

Beispiel 8.4. Wir betrachten einige wichtige Reihen, untersuchen diese auf Kon-
vergenz und bestimmen die Reihenwerte.

(a)

(b)

68

Wir haben in Kapitel bereits eine Reihe kennengelernt, namlich (s,),

mit
Sp = Z E
k=0

In Satz haben wir gesehen, dass lim,,_, s, = e ist. Also ist dieses nach
Definition eine konvergente Reihe mit Reihenwert

o0 1 B
Z H = €.
k=0
Die geometrische Reihe ist fiir x € R gegeben durch

(Z xk> (geometrische Reihe).
k=0 /o,



In Satz haben wir schon gesehen, dass fiir die Partialsummen dieser
Reihe

1 — xn—i—l

. ————, fall 1
=S at={ 1oy AL
k=0 n+1, falls . =1
gilt.
Fiir = 1 konvergiert diese Folge offensichtlich nicht und nach Satz [7.18]
konvergiert die Folge (z"*1),, genau dann, wenn x € (—1, 1] ist und dann ist
der Grenzwert 0, falls  # 1 ist. Fazit: Die geometrische Reihe konvergiert,
genau dann wenn |z| < 1 ist und in diesem Fall gilt
S 1—gmtt 1
Zxk = lim s, = lim v =

n—0o n—oo 1 —2x 1—x
k=0

Um die Reihe

- 1
(Crs)

zu untersuchen, beobachten wir, dass fiir jedes k € N gilt
1 k+l-k 1 1

k(k+1)  k(k+1)  k k+1

Also bekommen wir fiir die zugehorigen Partialsummen fiir alle n > 2

n 1 "1 1 G Gt | 1
=gy - o ) T T T
1

n+1

dank einer freundlichen Teleskopsumme. Fiir n — oo folgt s, — 1 und
damit haben wir auch hier eine konvergente Reihe mit Reihenwert 1, in
Formeln

- 1
Z;kw+¢):L

Abschlielend betrachten wir die harmonische Reihe

"1
(Z E) (harmonische Reihe).

—

2n 1 . 2n 1 N . 2n 1 . 1 . 1
Son = — =38, - > Sn g — =S, +Nn-—=58,+ =
2 k k 2n 2n 2
k=1 k=n+1 "~~~ k=n+1
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8. Reihen

fiir alle n € N. Nehmen wir an, die Folge (s,),, und damit die harmonische
Reihe, wire konvergent, so existiert s := lim,,_,, s,. Da dann aber nach
Satz[7.33] _@ auch die Teilfolge (sa,), gegen s konvergiert, liefert uns obige
Ungleichung den Widerspruch s > s + 1/2. Also ist die harmonische Reihe
divergent. Man kann aber bestimmte Divergenz gegen oo zeigen (Ubungs—
aufgabe) und erhélt in diesem Sinne

il 143 +1+1+1+ = o0
i 3 4 5 -

8.1. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Wir beweisen nun die ersten Aussagen iiber Konvergenz von Reihen. Dazu be-
trachten wir zuerst nur einige unserer Konvergenzkriterien fiir Folgen im Fall der
Darstellung als Reihe.

Satz 8.5. Es sei (ay,), eine reelle Folge und s, :== Y ,_, ax, n € N. Dann gilt

(a) Ist a, > 0 fir alle n € N und die Folge (s,), nach oben beschrinkt, dann
ist (Sp)n konvergent. (Monotonie-Kriterium)

(b) Die Reihe (s,), ist genau dann konvergent, wenn fir jedes € > 0 ein ng =
no(e) € N existiert, sodass

‘ Z ak‘ < e firallen,m € N mit m >n > ng
k=n-+1

gilt. (Cauchy-Kriterium)
Beweis. (a) Da alle a,, positiv sind, gilt fiir jedes n € N
Snt1 = Z A + Gpg1 = Sp + Any1 2 Sp,
k=1

die Folge (s;,), ist also monoton wachsend. Da sie nach Voraussetzung auch
beschréankt ist, folgt die Behauptung direkt aus dem Monotonie-Kriterium
fiir Folgen, Satz [7.22]

(b) auf Ubungsblatt 5. O

Auch die Linearitit des Grenzwerts iibertrégt sich auf Reihen.

Satz 8.6. Es seien (Y ;_jax), und (3,_, by), zwei konvergente Reihen in R
sowie a, f € R. Dann konvergiert auch die Reihe (3,_, (aay + Bby)) mit

Z(aak + pb) = aZak + ﬁZbk
k=1 k=1 k=1
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8.1. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Beweis. Fiir n € N setzen wir s, := Y ., a; und ¢, := Y ,_, by sowie r, :=
> i (aay + Bby). Dann gilt fiir jedes n € N

n

ra =) (aa + by) —aZak+BZbk—asn+ﬁt (8.1)

k=1 k=1

Also ist

Zaak+ﬁbk = hm rn—ahm Sp 4 ﬂhmt —aZak—i-BZbk
k=1

k=1 k=1

nach den Grenzwertsétzen fiir Folgen in Satz ]
Auflerdem gelten fiir konvergente Reihen die folgenden Aussagen.
Satz 8.7. Es sei (Y_,_, ax), eine konvergente Reihe in R. Dann gilt:

(a) Fir jedes v € N ist die Reihe (°,_, ax), ebenfalls konvergent.

(b) Die Folge gegeben durch r, == - ag, v € N, ist eine Nullfolge.

(¢) Die Folge (ay), konvergiert gegen 0.
Beweis. Wir setzen wieder s,, := ZZ=1 ag,n € Nyund s := lim,,_,o S, = Z;O:l ag.

(a) Sei v € N. Fiir jedes m € N mit m > v betrachten wir die Partialsummen
Om =D 4o, a;. Dann gilt

m
E ap — ar = Sy — Sp—1-
k=1 k=1

Die Folge auf der rechten Seite der Gleichung ist fiir m — oo konvergent,
also konvergiert auch (o,,),, mit o, = s — s,_1 (m — ).

(b) Nach dem vorherigen Punkt gilt r, = s — s, fiir jedes v € N. Da
lim, o $y—1 = s gilt, ist damit (r,), eine Nullfolge.

(c) Hierzu beobachten wir, dass a, = s, — s,_1 fiir jedes n € N gilt. Daraus
folgt lim, o @y = lim, oo (Sp — Sp_1) =5 — s = 0. O

Warnung 8.8. In im obigen Satz gilt die Umkehrung nicht, wie das Beispiel
der harmonischen Reihe, vgl. Beispiel @, zeigt.
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8. Reihen

8.2. Absolute Konvergenz und der Riemannsche
Umordnungssatz

Im Folgenden betrachten wir insbesondere Reihen, deren Summanden teils positi-
ves und teils negatives Vorzeichen haben. Diese haben es leichter zu konvergieren
als Reihen, deren Summanden ein konstantes Vorzeichen haben, da sich Bei-
trage der positiven und der negativen Summanden gegenseitig wegheben kénnen.
Dabei konnen allerdings Uberraschungen passieren. Diese guten und schlechten
Eigenschaften solcher Reihen wollen wir in diesem Abschnitt beleuchten.

Als Modellfall betrachten wir zuerst sogenannte alternierende Reihen, bei denen
die Summanden abwechselnd positiv und negativ sind.

Beispiel 8.9. Durch Einbauen von alternierenden Vorzeichen in die harmoni-
schen Reihe, s. Beispiel @, ergibt sich die alternierende harmonische Reihe
mit Werten,

Sp 1=

UL (—1)kH 1 1 1 1 oy
e =l— o =S4 = (D)
kz:; k 2737175 (=1) n

Abbildung [8.T] zeigt die ersten Partialsummen dieser Reihe. Das sieht sehr konver-
gent aus und wir wollen im Folgenden zeigen, dass die alternierende harmonische
Reihe im Gegensatz zur harmonischen Reihe tatséchlich konvergent ist.

19—
0.89 PR
0.6 PR

0.4+

0.2+

Abbildung 8.1.: Die ersten dreiflig Partialsummen der alternierenden harmoni-
schen Reihe.

Wir setzen dazu a,, := (=D""'/n fiir jedes n € N.
Betrachten wir nur die geraden n, so finden wir

1 1
— > Sn-
n+1 n+2~
—_——

>0

Sp2 = Sp T Apy1 + Apyo = Sp +
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Die Teilfolge (s25,)n von (s,), ist also monoton wachsend. Analog erkennen wir,
dass die Teilfolge (s2,_1), der ungeraden Folgenglieder monoton fillt. AuBerdem
gilt fiir jedes n € N

>
mt1- "

Sop41 = Son + Aopy1 = Son + 2n;

d. h. die ungeraden Folgenglieder liegen immer oberhalb des vorhergehenden ge-
raden Folgenglieds. Setzen wir diese beiden Einsichten zusammen, bekommen wir
fiir alle n € N.

82§84<

S Sop S Sopg1 S <83 < Sy

Somit sind beide Teilfolgen auch beschriankt, die der geraden Folgenglieder nach
oben durch s; und die der ungeraden nach unten durch s;. Nach dem Monotonie-
Kriterium sind daher beide Teilfolgen konvergent. Wir setzen s := lim,,_ o, So,
und o := lim,,_, o Sop_1.-

Nehmen wir uns noch einmal die Identitdt so,.1 = S92, + @2,41 vor und lassen
darin n nach oo streben, so gelangen wir wegen lim,, ,, a,, = 0 zu der Erkenntnis
c=s+0, also 0 = s.

Sei nun € > 0 gegeben. Dann gilt fiir fast alle k& € N sowohl so € U.(s) als auch
Sok—1 € U-(s). Da aber jede natiirliche Zahl entweder gerade oder ungerade ist,
liegt damit s, € U(s) fiir fast alle & € N und wir haben gezeigt, dass die Reihe
konvergent ist.

Schaut man sich die Argumentation in obigem Beispiel an, so stellt man fest,
dass die konkrete Formel fiir die Folgenglieder a,, gar nicht verwendet wurde,
sodass diese Vorgehensweise ohne Miihe auf viele andere alternierende Reihen
iibertragen werden kann. In diesem Sinne konnen Sie den Beweis des folgenden
Konvergenzkriteriums fiir Reihen mit alternierenden Vorzeichen selbst fiihren.

Satz 8.10 (Leibniz-Kriterium). FEs sei (ay,), eine monotone Folge und es gelte
lim,, so0 an, = 0. Dann ist die Reihe (Zzzl(—l)kak)n konvergent.

Als Néchstes wollen wir untersuchen, ob und wie sich das Umordnen von Folgen-
gliedern auf die Konvergenz einer Folge und der zugehorigen Reihe auswirkt. Wir
definieren zunéchst, was mit Umordnen gemeint ist.

Definition 8.11. Es sei (a,), eine reelle Folge und ¢ : N — N eine bijekti-
ve Abbildung. Wir setzen b, = ayn) fir jedes n € N. Dann heif$t die Folge
(bn)n eine Umordnung von (a,), und die Rethe (3", _, by), eine Umordnung von

(X k= @),

Bemerkung 8.12. Wegen der Bijektivitit der Abbildung ¢ existiert die Um-
kehrabbildung ¢! mit p(p~'(n)) = n fiir jedes n € N und sie ist ebenfalls
bijektiv. Damit ldsst sich jede Umordnung riickgingig machen. Auflerdem ist
bp-1(n) = Qg(p-1(n)) = On, d. h. wann immer (b,), eine Umordnung von (ay,), ist,
ist auch (a,), eine Umordnung von (by,),.
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An der Konvergenz von Folgen dndert Umsortieren nichts, wie der folgende Satz
zeigt.

Satz 8.13. Fs sei (a,), eine konvergente reelle Folge und (by,), eine Umordnung
von (ap)n. Dann ist auch (by,), konvergent und es gilt lim,, o b, = lim,,_, ay,.

Beweis. Es sei ¢ : N — N die zur Umordnung gehorige bijektive Abbildung, d. h.
es gilt b, = ay(y) fiir alle n € N. Wir setzen a := lim,,_, a,, und geben ein € > 0
vor. Dann gibt es ein n, € N, sodass |a, — a| < ¢ fiir alle n > n, gilt.

Nun muss es ein ny € N geben mit p(n) > n, fir alle n > ngy, denn wére das
nicht der Fall, so géibe es unendlich viele n € N mit ¢(n) € {1,2,...,n,—1} und
das stiinde im Widerspruch zur Bijektivitit von ¢. Nehmen wir uns ein solches
no her, so haben wir fiir alle n > ng, dass p(n) > n, ist, und damit ist fiir alle
n > ng

b — a] = |y —a] <<

Also konvergiert (b,,),, ebenfalls gegen a. O]

Bei Reihen ist die Situation komplizierter. Wir geben Reihen, deren Konvergenz
von der Reihenfolge der Summanden unabhéngig ist, eine eigene Bezeichnung.

Definition 8.14. Fine konvergente Reihe heifit unbedingt konvergent, wenn jede
threr Umordnungen auch konvergent ist und alle Umordnungen denselben Rethen-
wert besitzen.

Ist eine konvergente Reihe nicht unbedingt konvergent, so heifit sie bedingt kon-
vergent.

Wir werden gleich sehen, dass es bedingt konvergente Reihen gibt. Zuerst defi-
nieren und untersuchen wir noch einen dazu ganz verwandten Begriff.

Definition 8.15. Eine Reihe (3 ,_, ai), heifit absolut konvergent, wenn die
Reihe (3, |ax]), konvergiert.

Es ist wenig iiberraschend, dass absolute Konvergenz ist ein stiarkerer Begriff ist
als Konvergenz:

Satz 8.16. Es sei (Y _,_; ax), eine absolut konvergente Reihe. Dann ist sie kon-
vergent und es gilt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

‘gak‘ Sg\ak\. (8.2)

Beweis. Wir verwenden das Cauchy-Kriterium aus Satz [8.5 Sei dazu ¢ > 0
gegeben. Dann gibt es dank der absoluten Konvergenz ein ng € N, sodass fiir alle
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8.2. Absolute Konvergenz und der Riemannsche Umordnungssatz

n,m € Nmit m > n > ng gilt 32" . |ax| < e. Mit der Dreiecksungleichung gilt
dann sofort fiir alle m > n > ng auch

m m
‘Z ak‘g Z lag| < e.

Also ist die Reihe nach dem Cauchy-Kriterium konvergent.

Setzen wir s, := > ., ap und o, := Y _,_, |ay| fiir jedes n € N, so erhalten wir wie
oben mit der Dreiecksungleichung |s,| < o, fiir alle n und damit im Grenzwert
n — 00

00 (o)
’Zak‘ — } lim Sn| = lim |s,| < lim o, = Z lag|. O]
— n—o00 n—o00 n—00 i

Bemerkung 8.17. (a) Jede absolut konvergente Reihe in R ist konvergent,
aber die Umkehrung gilt nicht, wie das Beispiel der alternierenden harmo-
nischen Reihe zeigt.

(b) Ist (ay), eine Folge mit a,, > 0 fiir alle n € N und ist die Reihe iiber (a,)y,
konvergent, so ist sie auch absolut konvergent.

Der néchste Satz zeigt uns, dass absolut konvergente Reihen auch unbedingt
konvergent sind. Thr Konvergenzverhalten ist also gegen Umordnen immun.

Satz 8.18. FEine absolut konvergente Reihe ist auch unbedingt konvergent.

Beweis. Sei (37 _; ax), eine absolut konvergente Reihe und (b,), eine Umord-
nung von (a,),. Wir behandeln zunédchst den Spezialfall, dass a,, > 0 fiir alle
n € N gilt und betrachten die Partialsummen o, := > ;_ by, n € N. Ist j € N
vorgegeben, so konnen wir uns dazu wie im Beweis von Satz[8.13]ein N € N ver-
schaffen, fiir das {b1,bs,...,b0;} C {a1,as,...,an} gilt. Da alle Folgenglieder von
(an)n positiv sind, folgern wir daraus, dass o; < S°r_, a ist. Wir machen diesen
Ausdruck noch gréfier, indem wir weitere positive Summanden dazu addieren,
und erhalten fiir alle 7 € N

N 00
o; < Zak < Zak =: 5. (8.3)
k=1 k=1

Damit ist die Partialsummen-Folge (o,), beschrinkt und wegen der Positivitét
der Summanden konvergiert die Reihe (3, _, by), nach dem Monotonie-Kriterium,

vgl. Satz [8.5][(a)] Somit gilt dank (8.3)

o
an = lim o0, <s.
n—o0

n=1
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Nun ist aber wegen Bemerkung auch (3°)_; ai),, eine Umordnung der Reihe
tiber (by),. Man kann damit obigen Beweis mit vertauschten Rollen von (ay),
und (b,,), noch einmal fithren und erhilt dann die umgekehrte Ungleichung s <
> o2 by Also sind die beiden Reihenwerte gleich.

Es bleibt noch der Fall einer Folge (a,), zu betrachten, deren Folgenglieder belie-
bige Vorzeichen haben. Da nach Voraussetzung (3 ;_; |ax|), konvergent ist und
alle Summanden dieser Reihe positiv sind, ist nach dem ersten Teil dieses Bewei-
ses die Reihe (377, [bi|), konvergent und es gilt >, [b,] = D -0 [ay|. Also ist
die Reihe iiber (b,),, absolut konvergent.

Es bleibt noch die Gleichheit der Reihenwerte fiir die Reihen ohne Betragsstriche
zu zeigen. Dazu setzen wir

ap = ap + |y, by, == by + |bal, n e N.

Dann gilt @, > 0 und b, > 0 fiir alle n € N und (l;n)n ist eine Umordnung
von (@), (mit der gleichen Funktion ¢). AuBerdem ist wegen der absoluten
Konvergenz von (Y ;_; ax), die Reihe (3}, @), konvergent, ja sogar absolut
konvergent, denn alle Folgenglieder von (), sind positiv. Nun kénnen wir fiir

die Reihe (Zzzl 5k> wieder den schon bewiesenen Fall von oben verwenden und

wissen hiermit, dass auch diese Reihe absolut konvergiert und > 7 @, = > o, by
gilt. Damit ergibt sich schliefllich mit Satz [8.6]

an = Z(gn — |bnl) = Zgn _Z’bn| = Z&n _Z’an’
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
= (n = lan]) =) an.
n=1 n=1

]

Wir wollen jetzt zuerst zeigen, dass es Reihen gibt, die nur bedingt konvergent
sind, und dann, dass das genau diejenigen sind, die nicht absolut konvergieren.
Dazu benotigen wir eine Voriiberlegung.

Lemma 8.19. FEs sei (3 ;_, ai), eine konvergente Reihe, die nicht absolut kon-
vergent ist. Setzen wir a,, 4 := max{an, 0} und a, — := min{a,, 0} fir jedesn € N,
so diwergiert (3, _ ar4), bestimmt gegen oo und (Y _;_; ar—), bestimmt gegen
—00.

Beweis. Wir beobachten zuerst, dass fiir alle n € N gilt

0, fallsa, >0, | _
n = Gnt = { an, fallsa, <0, } = Gn- (8-4)
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8.2. Absolute Konvergenz und der Riemannsche Umordnungssatz

und

ap, fallsa, >0, |
ot = Gn— = { —a, falls a, <0, } = lan] (8:5)

Wir nehmen an, dass die Reihe (}°)_; ax ), nicht bestimmt gegen oo divergiert.
Da alle Summanden positiv sind, ist sie monoton wachsend. Die Annahme sagt
uns dann, dass diese beschrinkt ist, sodass das Monotoniekriterium fiir Reihen
aus Satz die Konvergenz dieser Reihe liefert.

Nach Satz ist dann wegen der Konvergenz von () ;_; a;), und dank
auch (d°p_; ax,—), konvergent mit

E ag,— =

1

ajp —
1

a,k7+. (86)

o0 o0 o0

Ngchmals Satz zusammen mit (8.5) liefert die Konvergenz von (3 ) _; |ax|),

mit
oo [e.9] o
Zakﬂ_ - Z ap,— = Z |ak], (87)
k=1 k=1 k=1

aber das war in der Voraussetzung ja gerade ausgeschlossen. Also divergiert
(> r_1 k), bestimmt gegen ooc.

Nimmt man an, dass die Reihe (3"} _; ax,—), nicht bestimmt gegen —oo divergiert,
kommt man analog zu einem Widerspruch. O

Der folgende Satz liefert jetzt das verbliiffende Verhalten von nicht absolut kon-
vergenten Reihen unter Umordnung.

Satz 8.20 (Riemannscher Umordnungssatz). Es sei (3, _, ax), eine konvergente
Reihe, die nicht absolut konvergiert. Dann gibt es fir jedes S € R U {00, —oco}
eine Umordnung (by), von (an), mity - b, =S.

Bemerkung 8.21. (a) Der Satz besagt nicht nur, dass man beim betrachteten
Typ von Reihen durch Umordnen den Reihenwert &ndern kann, sondern
dass man allein durch Umordnen jeden beliebigen Reihenwert ansteuern
kann, ja sogar eine divergente Reihe erzeugen kann. Auflerdem bedeutet

dieser Satz, dass es bedingt konvergente Reihen gibt, z. B. die alternierende
harmonische Reihe aus Beispiel [8.9]

(b) Der Satz kommt mit der Beweisidee:

Wir wollen die konvergente Reihe (3}, ax), so umordnen, dass als Grenz-
wert S herauskommt und konzentrieren uns auf den Fall S € [0, 00). Wegen
Lemma [8.19| muss unsere Reihe sowohl unendlich viele positive als auch un-
endlich viele strikt negative Summanden haben. Dementsprechend kénnen
wir die Teilfolge (an,)ren aller positiven Summanden und die Teilfolge
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8. Reihen

(am, )een der strikt negativen Summanden betrachten. Nach Lemma [8.19)
divergieren die zugehorigen Reihen bestimmt gegen oo bzw. —oo, mit

o o e} o
E Up, = E Up, 4 und E Uy = E .
k=1 n=1 =1 n=1

Insbesondere konnen wir also jede beliebige positive Zahl durch Addition
endlich vieler positiver Summanden iibertreffen, sowie jede beliebige nega-
tive Zahl durch Addition endlich vieler negativer Summanden unterbieten.

Das machen wir uns zu Nutze, um genau den Grenzwert S zu erreichen.
Man addiert zunéchst die ersten positiven Summanden, solange bis S zum
ersten Mal iiberboten ist. Dann addiert man die ersten negativen Sum-
manden so lange, bis man zum ersten Mal wieder unterhalb von S ist.
Wir haben schon endlich viele positive Summanden verbraucht, aber auch
die verbliebene Restreihe der noch nicht verwendeten positiven Summan-
den muss noch bestimmt gegen oo divergieren, denn sonst wére auch die
gesamte Reihe (37, ay ), konvergent gewesen. Also haben wir noch be-
liebig viel positives ,, Baumaterial“ iibrig und koénnen wieder solange davon
addieren, bis wir zum ersten Mal wieder iiber S liegen. Auch das ist nach
endlich vielen Summanden der Fall.

So wechselt man immer Blécke von positiven und negativen Summanden ab
und pendelt sich dabei immer ndher auf S ein. Letzteres liegt daran, dass
nach Satz die Folge (a,), eine Nullfolge sein muss. Da im Verlauf
unserer Umordnerei die Summanden also betragsméfig immer kleiner wer-
den, wird der Wert, um den wir .S in jedem Block iiber- bzw. unterbieten,
immer naher an null rutschen.

Will man die Reihe so umordnen, dass sie bestimmt gegen oo divergiert,
so behilt man die Grundkonstruktion bei. Man summiert aber in jedem
Schritt nicht, bis man iiber bzw. unter S ist, sondern man verschiebt diese
Marke im Verlauf der Zeit nach oben. Beispielsweise kann man addieren,
bis man iiber zwei ist, dann abziehen bis unter eins, addieren bis iiber drei,
abziehen bis unter zwei, addieren bis iiber vier, usw.

Beispiel 8.22. Wir betrachten die Umordnung der alternierenden harmonischen
Reihe, die man bekommt, wenn man immer einen positiven und zwei negative
Summanden abwechseln lésst, also

+...

Das Schone an dieser speziellen Umordnung ist, dass man , nachrechnen® kann,
wie der Reihenwert dadurch modifiziert wird. Jeder Dreierblock ist von der Form

1 1 1 1/, 1 1
2k—1_2(2k—1)_2(2k—1)+2_§<2/@—1_ﬁ> (88)
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fiir £ € N. Damit bekommen wir fiir diese Umordnung

;(%1— 1 2(2k1— 1) 2(2k —11) +2> - k;%(%l— 1 i)

1 1 1 1 1 1 1 o 1
==(l—-=+=-—-4+=-—= ...):— —1)nt =
2 ( 2 * 3 4 * 5 6 * 2 ;( )
Durch diese spezielle Umordnung wird der Wert der alternierenden harmonischen
Reihe damit halbiert.

Zum Schluss noch die abstrakte Zusammenfassung der Ergebnisse dieses Ab-
schnitts:

Korollar 8.23. Eine Reihe ist genau dann unbedingt konvergent, wenn sie absolut
konvergent ist.

Beweis. Jede konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe ist nach dem
Riemannschen Umordnungssatz bedingt konvergent. Die Kontraposition dieser
Erkenntnis liefert, dass jede unbedingt konvergente Reihe absolut konvergent ist.
Dass jede absolut konvergente Reihe unbedingt konvergiert, war der Inhalt von

Satz R.18] O

8.3. Kiriterien fiir absolute Konvergenz

Die Untersuchung einer Reihe auf Konvergenz kann ein verzwicktes Problem dar-
stellen. In diesem Abschnitt wollen wir weitere Kriterien beweisen, die dabei
helfen kénnen.

Satz 8.24. Es seien (ay), und (b,), zwei reelle Folgen.

(a) Ist |an| < by, fiir fast alle n € N und konvergiert die Reihe (3 ;_, by), , so
ist die Reihe (3°,_, ai), absolut konvergent. — (Majorantenkriterium)
Man nennt (b,), dann eine konvergente Majorante von (ay)y.

(b) Ist a, > b, >0 fir fast alle n € N und divergiert die Reihe (3. _, bi),,, so

dwergiert auch die Reihe (3 ,_, ax)

Man nennt (by,), dann eine divergente Minorante von (a,),.

(Minorantenkriterium)

n*

Beweis. (a) Nach Voraussetzung gibt es ein k € N, sodass |a,| < b, fiir alle
n > k gilt. Seien nun n, m € N mit m > n > k gegeben. Dann gilt, da (b,),
nach Voraussetzung positive Folgenglieder hat,

> agl < ij:’ij

Jj=n+1 j=n+1 Jj=n+1
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8. Reihen

Zu gegebenem € > 0 wird nach dem Cauchy-Kriterium der Ausdruck rechts
fiir hinreichend grofle n, m kleiner als . Damit ist fiir diese n, m auch der
Ausdruck links kleiner als € und die Behauptung folgt aus dem Cauchy-
Kriterium.

Den Beweis des Minorantenkriteriums konnen wir einfach auf das Majo-
rantenkriterium zuriickspielen. Wenn wir annehmen, dass (3 _; ax), kon-
vergent ist, so ware (a,), eine konvergente Majorante von (b,), und so-
mit die Reihe (37, by), konvergent, was ja nicht sein soll. Also divergiert

(ZZ:l ak)n' OJ

Wir wollen diese sehr niitzlichen Kriterien an zwei Beispielen erproben.

Beispiel 8.25. (a) Essei @ € Q mit 0 < a < 1. Wir betrachten die Reihe

80

(=),

Fiir alle n € N gilt n® < n und damit !/n> > /n. Da die Reihe (37, k)
divergiert, ist (1/n), eine divergente Minorante fiir unsere Reihe und diese
damit auch divergent.

Sobald die allgemeine Potenz n” fiir alle x € R definiert ist, verallgemeinert
sich auch dieser Beweis sofort und die Aussage bleibt richtig fiir alle a €
(0, 1].

Nun stellt sich die Frage, wie das Konvergenzverhalten der Reihe aus @
fiir Exponenten « aussieht, die grofler als eins sind. Um eine Intuition zu
bekommen, untersuchen wir die Reihe

(=%),

der Quadratkehrwerte. Dazu zeigen wir mit Hilfe des Majorantenkriteriums,

konvergiert. Dann konvergiert auch (3, ; %

beobachten dazu, dass fiir jedes n € N gilt

)n (Indexverschiebung). Wir

11
(k+1)2 ~ k(k+1)

Wir wissen aber seit Beispiel dass die Reihe iiber (1/k(k+1)) konver-
giert, also haben wir mit dieser Folge eine konvergente Majorante gefunden.
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Ein vollstandiges Bild liefert der folgende Satz.

Satz 8.26. Ist « € Q mit a > 1, so konvergiert die Reihe

().

Beweis. Da alle Summanden der Reihe positiv sind, reicht es nach dem Mo-
notoniekriterium aus Satz aus, die Beschrinktheit der Partialsummen
Sp = Y gy Yk, n € N, zu zeigen. Zu gegebenem n € N sei dazu j € N mit
2/ — 1 > n gewihlt. Damit ist

n < S AU L S
S — _ _ _ _ _ E—
y-l 9o ' 3a ' fa 70 g 15
A/_/ ~"~ ~~
<2k <47 <8 5w
R
(20-1) (27 -1)
<2 1'(2J—11)a
j—l k j—1
2
2)a :Z<2a 1) ‘
k;:() k=0

Setzt man g := 1/22-1, so ist wegen « > 1 der Exponent positiv und deshalb 0 <
q < 1. Damit kénnen wir mit Hilfe der geometrischen Reihe weiter abschétzen:

jf )
k=0 k=0

und sind fertig. O

Wir haben gesehen, dass es fiir die Konvergenz der Reihe notwendig ist, dass
iiber eine Nullfolge summiert wird, aber dass dies alleine kein hinreichendes Kri-
terium darstellt. Die Folgenglieder miissen sich in einem gewissen Sinne ,,schnell
genug® der Null annéhern. Wir brauchen also Techniken, um diese Ann&herungs-
geschwindigkeit zu messen. Die zwei folgenden Sitze basieren auf dieser Idee.

Satz 8.27 (Wurzelkriterium). FEs sei (a,), eine reelle Folge und

Wy = V/]an|, n €N,

(a) Ist die Folge (wy,), beschrinkt und o := limsup,,_,., wy, so ist die Reihe
(> or_q ak), absolut konvergent, wenn o < 1 ist, und divergent, falls o > 1
qgilt.

(b) Ist die Folge (w,), unbeschrinkt, so divergiert die Reihe (3 _; ax),,.
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Bemerkung 8.28. Beachten Sie, dass dieser Satz im Falle « = 1 keine Aussage
trifft. Das ist kein Versehen, sondern nicht zu &ndern, denn mit o = 1 gibt
es sowohl Folgen, fiir welche die Reihe konvergiert, als auch Folgen, fiir die sie
divergiert. Spuckt die Uberpriifung dieses Kriteriums also av = 1 aus, muss man
sich etwas Neues einfallen lassen.

Beweis von Satz[8.27. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass die Folge ({/|an|)»
beschrinkt und o < 11ist. Sei ¢ € (o, 1) fest gewdhlt. Dann gilt {/|a,| < ¢ fur fast
alle n € N nach Satz d. h. wir haben |a,| < ¢" fiir fast alle n € N. Nun ist
aber wegen 0 < ¢ < 1 die geometrische Reihe (D7, _; ), konvergent, und damit
haben wir eine konvergente Majorante fiir unsere Reihe gefunden. Das sichert die
absolute Konvergenz.

Ist @« > 1 oder die Folge ({/|a,|)n sogar unbeschriankt, dann gibt es unendlich
viele n € N, fiir die {/|a,| > 1 gilt. Das heiit aber, dass fiir diese n auch
la,| > 1™ =1 gilt. Damit konvergiert die Folge (a,),, sicher nicht gegen null, was
aber nach Satz eine notwendige Voraussetzung fiir die Konvergenz der
Reihe ist. Also divergiert die Reihe (3, _; ax), in diesen Fallen. O

Wir betrachten wieder einige Beispiele fiir die Anwendung dieses Satzes, bei denen
wir auch sehen werden, dass im Fall a = 1 tatséchlich sowohl Konvergenz als auch
Divergenz der Reihe auftreten kénnen.

Beispiel 8.29. (a) Fiir die harmonische Reihe ist a,, = 1/» und damit {/|a,| =
1/vm. Diese Folge konvergiert gegen 1. Also ist fiir diese Reihe @ = 1 und

sie ist nach Beispiel @ divergent.

(b) Fiir die Reihe (3°;_; 1/#%),, gilt wegen lim,, o Vn? = lim, oo ({/n)* = 17 =
1 genauso a = 1, aber wie wir bereits gesehen haben, ist die Reihe in diesem

Fall konvergent, vgl. Beispiel (D)

(c) Wir betrachten die Reihe < g ) .

k=1 k241

Es gilt 1 = V1< Un2+1<Y2m2 = ’\1/5\”/52 Mit Hilfe von Satz und
dem Sandwich-Theorem aus Satz erhalten wir also lim,, .o V12 +1 =

1. Das impliziert mit a,, = n;’—il
v/ 3 lim 3
lim {/|a,| = lim = — i =3
n—00 n—oo /n2 4+ 1 llmng)oo Vn? +1

Also ist @ = 3 > 1 und damit die Reihe divergent.
(d) Wir untersuchen schlieBlich die Reihe (37} _; ax), mit

1I\7
(§> , falls n gerade,

1I\n
<§> , falls n ungerade.
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Dann gilt {/|a,| = /2 fiir alle geraden n und {/|a,| = /3 fiir alle ungeraden.
Der grofite Haufungswert dieser Folge ist 1/2, also ist & = 1/2 < 1 und unsere
Reihe damit absolut konvergent.

Satz 8.30 (Quotientenkriterium). Es sei (ay,), eine reelle Folge mit a,, # 0 fir

allen € N und
Gp41

Qn

Gn = , nelN.

Dann gilt:
(a) Ist die Folge (qn)n beschrinkt und gilt

a:=limsupg, <1,

n—o0

so konvergiert die Reihe (3, _, ax), absolut.
(b) Ist g, > 1 fir fast alle n € N, so divergiert die Reihe (3 ;_; a),,.

Beweis. (a) Wie im Beweis des Wurzelkriteriums wéhlen wir ein ¢ € («, 1) und
folgern, dass g, < ¢ fiir fast alle n € N gilt. Sei also ny € N so gewéhlt,
dass fiir alle n > ng gilt ¢, < ¢. Fiir all diese n haben wir dann

Qp41
G,

|an+1| _
|an|

=qn = ¢

n —=

Also ist |a,11| < glay,| fir alle n > ng und wir bekommen
|an| < glana| < @Plano| <--- < q" " |-

— a . . e . .
Wegen ¢" " |ap,| = |q28|q” konvergieren die zugehorigen Partialsummen als

geometrische Reihe mit Grenzwert
Z lan,| 1
n—ngo a — —nol
q ’ n0| qno 1 . q

Damit haben wir eine konvergente Majorante gefunden und die Reihe iiber
(an), konvergiert absolut nach dem Majorantenkriterium.

(b) Sei k € N so grof8, dass ¢, = lan+1l/ja,| > 1 fiir alle n > k gilt. Dann ist

lars1| > lag|, ario| > lapsi| > larl,  |arys| > |aria] > Jag|,

und allgemein |agi;| > |ag| > 0 fiir alle j € N. Damit kann (a,), wieder
keine Nullfolge sein, d. h. die Reihe iiber (ay,),, ist divergent. O

Bemerkung 8.31. Ist (a,), eine reelle Folge, fiir die die Folge (¢,), aus dem
Quotientenkriterium konvergiert und gilt lim,_,, ¢, > 1, so ist die Reihe iiber
(an), divergent. Warum?
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Beispiel 8.32. Als Beispielanwendung fiir das Quotientenkriterium untersuchen

wir fiir jedes z € R die Reihe
>
k=0 n

Fiir z = 0 besteht die Reihe nur aus einem Summanden und ist daher offensicht-
lich konvergent. Weiterhin ist die Konvergenz fiir z = 1 nach Satz [7.25| schon
bekannt. Sei x # 0. Dann ist jeder Summand von null verschieden, sodass wir
das Quotientenkriterium anwenden kénnen. In diesem Fall ist a,, = #"/n! und wir

erhalten

n+1 n!

_ | _ =
ay, _‘(n—i-l)! el o+l
Damit ist limsup,,_,., ¢» = 0, d. h. die Reihe ist absolut konvergent und zwar fiir
jedes beliebige x € R.

an+1

In = — 0 (n — 0).

Das Ergebnis des vorhergehenden Beispiels ermoglicht die folgende Definition.

Definition 8.33. Wir nennen die Reihe (ZZ:O Ik/k')n Exponentialreihe und
definieren die Exponentialfunktion exp : R — R durch

o0 xn

exp(x) == Z PR e R.

n=0
Im weiteren Verlauf werden wir zeigen, dass der Name dieser Funktion insofern
gerechtfertigt ist, als e” = exp(r) fiir alle r € Q gilt. Die Setzung e* := exp(x) fiir
beliebiges = € R liefert uns also eine Option (nicht unbedingt die naheliegende),
um mit Hilfe des noch zu definierenden Logarithmus allgemeine Potenzen mit
reellen Exponenten zu definieren.

8.4. Das Cauchyprodukt

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem Produkt von Reihen. Dabei
werden unsere Uberlegungen zu Umordnungen von Reihen ihre Macht entfalten.
Sollen zwei Reihen (>7)_jax), und (3, _by), multipliziert werden, so erhélt
man

1) zuerst eine Folge (S,,),, die aus den Produkten der Partialsummen entsteht:
s (o] (0] - o3
k=0 k=0 5=0 k=0

Insbesondere ist noch nicht ganz klar, inwiefern es sich bei diesem Produkt
auch um eine Reihe handelt. Sind beide Reihen konvergent, dann ist es auch

(Sn)n nach Satz [7.12] mit Grenzwert

5= (S)(S0). s
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2) Multipliziert man die ,,unendlichen Summen* formal aus, so erhdlt man die
Produkte der Form a;b, mit j,k € Ny je genau einmal. Ordnet man all
diese Produkte in einer Folge (p,)n>0 an, wobei jedes einzelne a;b;, genau
einmal vorkommt, so erhélt man eine sogenannte Produktreihe (3 _opx),
von (D ) _gag), und (37 o bx),. Préziser formuliert bekommt man eine
solche Produktreihe, indem man eine bijektive Abbildung ® : Ny x Ny — Nj
wihlt und pe(jr) = a;by fiir alle Paare j, k € Ny setzt. Die Funktion ® kann
man oft nicht gut explizit angeben, aber das folgende Beispiel zeigt zwei
Moglichkeiten am Bild.

Beispiel 8.34. Wir geben zwei Beispiele fiir die Anordnungen der Produkte. Da-
zu schreiben wir uns die zu nummerierenden Summanden in ein Matrix-Schema
und nummerieren auf verschiedenen Wegen:

(a) Anordnung nach Diagonalen:

CL()bO a0b1 aobg [

v

albo Cl1b1 ale Ce

v

asbg  asby  asby. ..
e
Wir wihlen also
po = agbo, p1 = agb1, pa = aiby, p3 = apbz, ps = a1bi, ps = asbo, ...
(b) Anordnung nach Quadraten:

aobo (Z()bl a0b2 e

! 3
albo — a1b; aby ...
!

CLQbO — a2b1 — a2b2 ..

Wir wahlen also
Po = agby, p1 = agbi, p2 = a1bi, p3 = aiby, ps = apba, ps = aibs, ...

Dank Satz kénnen wir hoffen, dass es zumindest fiir absolut konvergente
Reihen egal ist, wie die Summanden im Produkt angeordnet werden. Tatséchlich
gilt das folgende Resultat.
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Satz 8.35. Es seien (> _oax), und (3,_obr), zwei absolut konvergente Reihen
und (3" _o k), irgendeine ihrer Produktreihen. Dann konvergiert auch (3 _, k),
absolut und es gilt

> = (L) ()

Beweis. In einem ersten Schritt zeigen wir die Behauptung fiir den speziellen Fall
der Anordnung nach Quadraten wie oben in (b). So anzufangen ist logisch, weil
das dem Produkt 1), fiir das wir aus schon den Grenzwert kennen, am meisten
entspricht, denn es ist ja

n242n

Sh :Zzajbk = Z Dk,
k=0

=0 k=0

wenn die Anordnung (p,), wie in (b) gewihlt ist. Das liegt daran, dass das
Quadrat bis zum n-ten Index von a;, und by genau die (n + 1) = n? +2n + 1
Eintrége po,p1,...,Pn212, hat. Wir setzen s, := > pp und o, :== >, |kl
Wir wihlen ein n € Ny fix und betrachten alle Summanden von o,. Dann gilt
wegen n < n?+2n, der Positivitit der Summanden und der absoluten Konvergenz

der Reihen:

o=l = (Sl (S ) = (ol (3 )

Also ist die Folge (o), beschrankt. Nach dem Monotoniekriterium fiir Reihen ist
damit die Reihe (3°)_pr), = (sn)n absolut konvergent und insbesondere auch
konvergent. Da (s,242,)n eine konvergente Teilfolge von (s,), ist, hat auch (s,),
den Grenzwert

> = (L) ()

Wiire schliefllich eine andere Produktreihe von (3, ax), und (37 bk, gege-
ben, so wire diese eine Umordnung von (Y ,_px), und die Behauptung folgt

aus Satz [R.23] O

Die Bedeutung von Satz liegt darin, dass wir jetzt alternativ aufsummieren
kénnen, um Aufschluss iiber den Grenzwert zu erhalten. Insbesondere hat die
Summation iiber die Diagonalen, etwa wie oben in (a), eine schone Struktur und
einen eigenen Namen:

Definition 8.36. Es seien zwei Reihen (3 ;_jax), und (37 _obi), gegeben.

Dann heifst die Reihe
n k
(530,

k=0 j=0
das Cauchy-Produkt von (3°7_oax), und (3°;_, bi)

n’
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Satz 8.37. Sind (3 ;_ax), und (3> _obk), zwei absolut konvergente Reihen, so
ist das Cauchy-Produkt der beiden ebenfalls absolut konvergent mit Reihenwert

>3 ahua = (o) (L)

n=0 =0

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich sofort aus Satz und dem folgenden
Lemma iiber stiickweises Aufsummieren, weil die Summanden Z?:o a;by_; des
Cauchy-Produkts ja die Summen iiber die Diagonalen im Bild in (a) sind.

Lemma 8.38. Es sei (>, _,ax), konvergent und (ny,na,ng,...) eine streng mo-
noton wachsende Folge in Ny. Setzen wir

ni
bo = E Qe
k=0

und fiir jedes j € N

nj4+1

bj = Zak,

n]-—i-l

so ist auch die Reihe (3"} _o i), konvergent und es gilt

oo o0
g b, = E Q-
n=0 n=0

Beweis. Fiir jedes n € N setzen wir s, 1= Y7 ja;, 0, := Y 7_b;j und s :=
lim,, o s,. Dann gilt fiir jedes j € N

nj+1

05 = E ap = Snj+1.
k=0

Also ist (o;); eine Teilfolge von (s,,), und da diese konvergiert, gilt insbesondere
auch o, — s (n — 00), was die Behauptung beweist. O

Wir wollen das Cauchy-Produkt nun verwenden, um einen weiteren Grenzwert
zu bestimmen:

Beispiel 8.39. Fiir jedes ¢ € (—1,1) ist die geometrische Reihe (ZZO:O qk)n
absolut konvergent, also erhalten wir fiir diese ¢ auch:

n n k n k n k
ILm Z(kz—i— g" = ILm qu21 = le Zqu = ILm Zquqk_j
k=0 k=0  j=0

k=0 j=0 k=0 j=0

Cauchy—:Produkt ( n)( - n> _ ( 1 >2
&)=

o0

n=0
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8. Reihen

Abschlieflend verwenden wir das Cauchyprodukt, um die folgenden grundlegeden
Eigenschaften der Exponentialfunktion zu zeigen.

Satz 8.40. (a) Fsist exp(0) =1 und exp(1l) =e.

(b) Fiir alle x,y € R gilt exp(x) exp(y) = exp(x +y). (Funktionalgleichung der
Exponentialfunktion)

(c) Fiir alle v € R ist exp(z) > 0 und exp(x)~! = exp(—z).
(d) Fir alle r € Q gilt exp(r) =¢"

(e) Die Funktion exp : R — R ist streng monoton wachsend, d. h. fir alle
z,y € R mit x <y gilt exp(z) < exp(y).

Beweis. (a) exp(0) = 1 ist klar und exp(1l) = e ergibt sich aus der Definition
der Eulerzahl in Definition [[.26] und Satz [.25]

(b) Es seien x,y € R. Dann sind die Werte exp(z) und exp(y) der Exponen-
tialfunktion durch absolut konvergente Reihen gegeben. Wir erhalten also
mit dem Cauchyprodukt, vgl. Satz [8.37}

() esply) = (3 ) (f; =2

n=0 n= n=0

wobei - .
_NE Ly
C”_kz% K (k)

ist. Mit Hilfe der Binomialformel gilt

1 ¢ n! k, n—k 1 ¢ N\ &k nk 1 n
= = () = e )

Setzen wir das wieder oben ein, erhalten wir

o0 [e.o]

1
exp(z) exp(y) Z; r+y)" =exp(x +y).
n=0 n=0

(c) Mit Hilfe der ersten beiden Punkte gilt fiir alle z € R

= exp(0) = exp(z — ) = exp(x) exp(—x).

Also gilt exp(z) # 0 und exp(—z) = exp(x)~!. Um die Positivitit von
exp(z) nachzuweisen, betrachten wir zunéchst den Fall x > 0. Dann gilt

Ist x < 0, so ist exp(z) = exp(—z)~' > 0, da —z > 0 ist.
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8.5. Potenzreihen

(d) Zunichst ist exp(0) = 1 = €°. Sei nun n € N. Dann gilt mit der Funktio-
nalgleichung

exp(n) =exp(l+---+1) = (exp(1))" =¢"
n Stiick

und genauso

e =exp(l) =exp (n : %) = <exp(%>>n.

Also ist exp(1/n) = /. Somit gilt fiir strikt positive rationale Zahlen r :=
m/n mit n,m € N die Gleichung

1 1 I\\™ m m r
exp(r) = exp(a ot ﬁ) = (eXp<E>> = (/)" =" =
—_———

m Stiick

Ist 7 € Q kleiner als null, so ist —r > 0 und es gilt exp(r) = exp(—r)~! =

(et =¢".

(e) Esseien z,y € R mit z < y gegeben. Dann ist y —x > 0 und damit gilt wie
im den Beweis von |(¢)|exp(y — ) > 1. Damit ist

exp(y)
exp(z)’

1 <exp(y —x) = exp(y) exp(—z) =

also exp(y) > exp(x). O

Wir definieren die Werte von e® fiir nichtrationale Exponenten nun mit Hilfe der
Exponentialfunktion.

Definition 8.41. Fiir alle x € R schreiben wir e := exp(z).

8.5. Potenzreihen

Definition 8.42. Es sei (a,)n>o eine Folge in R und xy € R. Eine Reihe der

Form .
(Z a(r — xo)k>

heifst Potenzreihe in R mit Entwicklungspunkt z.

n

Hier ist zu beachten, dass wieder auch der Grenzwert, wenn er existiert,

o0

Zan(a: —20)" = ag + a1 (x — ) + ag(x — 20)? + as(x — z0)> + .. ., r € R,
n=0

89



8. Reihen

Potenzreihe genannt wird. Fiir alle z € R, fiir die dieser Grenzwert existiert, wird
durch

T Z an(z — )" (8.10)

die zugehorige reelle Funktion definiert.

Zwei Beispiele von Potenzreihen mit Entwicklungspunkt null sind durch die Ex-
ponentialfunktion (Beispiel und die geometrische Reihe (Beispiel
gegeben. Wir wollen eine allgemeine Theorie solcher Reihen entwickeln. Jede Po-
tenzreihe konvergiert an ihrem Entwicklungspunkt, also fiir = zy. Zur weiteren
Untersuchung der Konvergenz einer Potenzreihe dient der folgende Satz, der sich
aus dem Wurzelkriterium ableitet.

Satz 8.43 (Satz von Hadamard). Es sei (3;_, ar(z — x0)¥)  eine Potenzreihe.
Dann gilt:

(a) Ist die Folge ({/|ayn|) unbeschrankt, so konvergiert die Potenzreihe nur fiir
T = Xop.

(b) Ist die Folge ({/|ay,|) beschrinkt und o := limsup,,_,.. V/|an| = 0, so kon-

vergiert die Potenzreihe fiir alle x € R absolut.

(¢) Ist die Folge ({/|ayn|) beschrinkt und o > 0, so ist die Potenzreihe fiir
alle z € R mit |x — xo| < Yo absolut konvergent und fir alle v € R mit
|z — zo| > 1/o divergent.

Beweis. Wir zeigen zunichst |(a)l Dazu nehmen wir uns ein z # zy. Dann ist
Vlan(x — x0)"| = |x — 20| V/|a,| fur jedes n € N und diese Folge ist nach Vor-
aussetzung unbeschrankt. Damit folgt die Divergenz der Reihe aus dem Wurzel-

kriterium (Satz [8.27]).
Auch @ und ergeben sich aus dem Wurzelkriterium, denn hier gilt

lim sup {/|a,(x — zo)"| = limsup |z — xo| V/|an| = |z — x0| - 0.

n—o0 n—oo

Ist o = 0, so ist dieser Wert immer null und damit kleiner als eins und wir
bekommen die Aussage in @ Ist o > 0, so ist der betrachtete Limes superior, je
nachdem, ob |z — xy| < /o oder |z — x¢| > /o gilt, grofer oder kleiner als 1, was
nach dem Wurzelkriterium genau absolute Konvergenz von Divergenz der Reihe
trennt. Das liefert . O]

Die Zahl 1/, aus obigem Satz enthilt also wesentliche Informationen zur Konver-
genz der Potenzreihe. Sie ist damit eine charakteristische Gréfe, die einen Namen
verdient hat.
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8.5. Potenzreihen

Definition 8.44. Es sei (Y_,_,ar(x — x0)*) eine Potenzreihe und im Falle,
dass ({/]an|) beschrinkt ist, o wie in Satz|8.45 Dann heifst die Zahl

0, falls in obigem Satz qgilt,
00, falls in obigem Satz gilt,

1
5, falls in obigem Satz qilt,

der Konvergenzradius der Potenzreihe.

Die Funktion in ist also nach Satz nur auf {x¢}, auf ganz R, oder auf

einem Intervall I mit
(o — 1,20+ 7) CICxg—1,20+ 7]

definiert. Insbesondere zeigt der Satz von Hadamard auch, dass r der eindeuti-
ge maximale Wert ist, fiir den das gilt. Der Konvergenzradius kann oft wie im
Satz von Hadamard durch das Wurzelkriterium bestimmt werden, aber alternativ
natiirlich auch durch andere Argumente, die die Struktur der Reihe nutzen.
Wir betrachten einige Beispiele, die verdeutlichen, dass am Rand des Konver-
genzintervalls alles passieren kann. Dazu betrachten wir, der Ubersichtlichkeit
halber, Reihen mit Entwicklungspunkt null.

Beispiel 8.45. (a) Wir beginnen mit a,, := 1, n € Ny, d. h. der Potenzreihe

(=)

Das ist die geometrische Reihe aus Beispiel @ und insofern ist es auch
nicht verwunderlich, dass hier wegen lim sup,,_,., {/|a,| = limsup,,_,, 1 =1
der Konvergenzradius 1 ist. D. h. diese Potenzreihe konvergiert, wie wir
schon wissen, absolut fiir |z| < 1 und divergiert fiir |z| > 1. Uber das
Konvergenzverhalten am Rand des Konvergenzintervalls gibt der Konver-
genzradius keine Auskunft. Aber wir wissen schon, dass diese sowohl fiir
x = —1 als auch fiir x = 1 divergiert.

(b) Nun sei a,, = /n, n € N, wir betrachten also

(=7

Auch hier ist der Konvergenzradius 1, denn

li T\’/T li ! ! 1
1m su — = l1imsu = = 1.
n—)oop n n—)oop v hmnﬁ\oo \n/ﬁ
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8. Reihen

Damit konvergiert diese Reihe fir z € (—1,1) absolut und divergiert fiir
|z] > 1. An den Réndern des Intervalls (—1,1) erhalten wir fiir x = 1
genau die harmonische Reihe (divergent) und fiir z = —1 die alternierende
harmonische Reihe (konvergent, aber nicht absolut konvergent), sodass wir
Konvergenz fiir alle x € [—1, 1) und Divergenz fiir alle anderen x haben.

(c) SchlieBlich nehmen wir a,, = /n2, d. h. die Potenzreihe

(55,

Fiir diese ist ebenso der Konvergenzradius 1, aber diese Reihe konvergiert
an beiden Randpunkten des Konvergenzintervalls, denn fiir z = 1 erhalten

wir die nach Beispiel [(b)] konvergente Reihe iiber /n? und fiir z = —1
die nach dem Leibniz-Kriterium konvergente Reihe Y7 | (=1"/n2. Also ist in
diesem Fall das Konvergenzintervall der Potenzreihe [—1, 1] und wir haben

Divergenz fiir alle z € R mit |z| > 1.

Beispiel 8.46. Es kommt immer mal wieder vor, dass in einer Potenzreihe nicht
alle Potenzen vorkommen, wie z. B. in

n 2k:+1
(z . ) |
k=0 n

Will man dann den Satz von Hadamard zur Bestimmung des Konvergenzradius
anwenden, muss man zunéchst dafiir sorgen, dass die Reihe die dort behandelte
Form hat. Das erreicht man hier durch die Substitution y := 23. Diese liefert die
Reihe mit Gliedern

n k+1 n
S =) (5)

k=0 k=0

Der Konvergenzradius dieser Reihe berechnet sich nach Hadamard als Kehrwert

von
: W2\ 2
lim sup <—> = -

n—o0 3 3’

zu 3/2. Weiter ist

3 3
3 3 3

Wir bekommen fiir die urspriinglich betrachtete Reihe also den Konvergenzradius

{/3/2 heraus.

Bemerkung 8.47. Der Satz von Hadamard kann uns auch noch zu einer an-
deren, eher unerwarteten Erkenntnis verhelfen. Wir haben in Beispiel mit
Hilfe des Quotientenkriteriums gesehen, dass der Grenzwert der Exponentialreihe
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8.5. Potenzreihen

Yoo 0@ /n fiir alle z € R existiert. Nach dem Satz von Hadamard bedeutet dies,
dass limsup,,_,,, I/ ¥n! = 0 sein muss. Da diese Folge aufierdem positiv ist, kann
sie keinen weiteren Haufungswert haben, denn der miisste wegen der Positivitét
grofler oder gleich null sein. Beachten wir nun noch, dass diese Folge beschrankt
ist, so konvergiert sie nach Satz und es gilt

1
lim — = limsup —= = 0.
n—oo y/n) n—oo  V/n!

Natiirlich kann man auch mit dem Quotientenkriterium Konvergenzuntersuchun-
gen bei Potenzreihen anstellen. Wir fiithren das exemplarisch an einem prominen-
ten Beispiel durch.

Beispiel 8.48. Wir betrachten die Potenzreihe

~ (=1)F o
(Z 2R )

k=0

und untersuchen diese mit dem Quotientenkriterium fiir Reihen aus Satz [8.30]
Fiir den dort betrachteten Quotienten gilt

_1\n+1
—(272%)! x2nt? B ‘ P ()l 22
%xzn S l@2n+2) 2 | (2n+2)(2n+ 1)’

und dieser Ausdruck geht fiir jedes x € R gegen null fiir n — oco. Also konvergiert
die Potenzreihe (Y7 o (-"/(2ky 2°%) fiir jedes 2 € R absolut. Der Konvergenz-
radius ist damit unendlich.

Was war daran nun prominent? Wie bei der Exponentialfunktion ist durch diese
Potenzreihe eine Funktion auf ganz R gegeben, der wir einen Namen geben.

Definition 8.49. Fir jedes x € R nennen wir die Zahl

n 1.2 Zlﬁ'4 1:6

COS(:E)'—Z (271)!1: —1—§+Z—a+...

n=0

den Cosinus von .

Ganz dhnlich wie in obigem Beispiel kann man fiir die Reihe in der folgenden
Definition absolute Konvergenz fiir alle z € R zeigen.

Definition 8.50. Flir jedes x € R nennen wir die Zahl

e (_1)n 3 5 7

Pl = - -

sin(x) = —_
— (2n+ 1)! 31 51T

n

den Sinus von x.
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8. Reihen

Wir wollen uns nun dem Cauchyprodukt zweier Potenzreihen zuwenden. Wie im
Beispiel der Exponentialfunktion kénnen wir damit durch Potenzreihen gegebene
Funktionen gegebenenfalls leichter multiplizieren.

Satz 8.51. Es seien (Y ,_qax(z — 20)*) und (3-;_obe(x — x0)*) = Potenzreihen
mit demselben Entwicklungspunkt zo € R und zugehorigen Konvergenzradien r, >
0 bzw. r, > 0 (dabei sind r, = oo oder r, = oo zugelassen). Wir setzen

n
Cp = Zakb”_k’ n €Ny, und R:=min{r,, r}.
k=0

Dann st das Cauchyprodukt der beiden Potenzreihen gegeben durch die Potenz-
rethe > ", cn(x — x0)", deren Konvergenzradius betrigt mindestens R, und es
gilt fir alle x € R mit |x — xo| < R

i_o: o (T — 20)" = (i’: an(z — xo)"> <§: bn(x — xo)”).

Der Beweis des Satzes ist auf Ubungsblatt 6 gefragt. Dort wird auch mit Hilfe
des Cauchyprodukts bewiesen, dass fiir alle x € R die Formel

sin?(x) + cos*(z) = 1

gilt.
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9. *Komplexe Zahlen

Wir wollen nun noch einmal unseren Zahlenraum erweitern und die komplexen
Zahlen einfithren. Betrachten wir die bisherigen Zahlenraumerweiterungen, so
erlauben diese jeweils die Losung weiterer Gleichungen: in N kann man die Glei-
chung x4+ 3 = 5, aber nicht x 4+ 5 = 3 16sen. Diese zweite ist aber in Z lésbar, wo
wiederum 3x = 5 nicht 16sbar ist. Die Losung dieser Gleichung findet sich in Q,
wo aber 23 = 5 nicht 16sbar ist. So kommt man schlieSlich nach R.

Die Gleichung, die uns nun in R Kopfzerbrechen macht, ist 22 = —1. Um diese
Gleichung zu l6sen, miissen wir offensichtlich nicht-reelle Zahlen bemiihen, eben
die komplexen. Sie werden dann in den Algebra-Vorlesungen sehen, dass man in
den komplexen Zahlen jede polynomiale Gleichung l6sen kann.

Vieles, was wir in Teil der Vorlesung iiber und mit Konvergenz von reellen
Folgen und Reihen bewiesen haben, iibertrigt sich ganz analog fiir komplexe
Folgen und Reihen und wird in diesem Kapitel zusammengefasst.

Definition 9.1. Wir betrachten die Menge
C:=R*={(z,y) : z,y €R}
der komplexen Zahlen aller geordneten Paare von reellen Zahlen mit der Addition

(1,11) @ (x2,y2) = (21 + 22,51 + 12)  fiir alle (x1,11), (z2,y2) € C

und der Multiplikation

(x1,y1) © (22, y2) == (T122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1)  fiir alle (x1,91), (x2,y2) € C.

Ist z = (z,y) € C, so heifit © der Realteil (Notation © = Re(z)) und y der
Imaginérteil (Notation y = Im(z)) von z.

Beispiel 9.2. Wir berechnen einige wichtige Produkte:

(0,1)*>=(0,1)®(0,1) =(0-0—1-1,0-14+1-0) = (—1,0)
(r,y) ©(1,0)=(z-1—-y-0,z-0+y-1)=(z,y) firalex,yeR
(y,0)©(0,1)=(y-0—-0-1,y-1+0-0) = (0,y) fiir alle y € R.
Ublicherweise wird eine andere Schreibweise fiir die komplexen Zahlen verwendet,
die wir auch im Folgenden verwenden wollen. Dazu definiert man die imagindre
Einheit

i:=(0,1)
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9. *Komplexe Zahlen

und interpretiert die komplexen Zahlen als Erweiterung der reellen, indem man
die reelle Zahl x mit der komplexen Zahl (z,0) identifiziert (deshalb auch die
Bezeichung als Realteil). Das ergibt mit den Rechnungen aus obigem Beispiel fiir
alle z,y € R

(z,y) = (2,0)® (0,y) = (2,0) ©® (1,0) ® (y,0) © (0,1) =z -1 +y-i=2x+iy.

Bemerkung 9.3. (a) Nun kénnen wir auch die Gleichung z? = —1 1sen, denn
es gilt nach der ersten Berechnung in Beispiel

i?=(0,1)®(0,1) = (=1,0) = —1,
genauso wie iibrigens auch (—i)? = (0, —1) ® (0, —1) = —1 gilt.

(b) Der Vorteil davon, die komplexe Zahl z = (z,y) € C mit z,y € R als
x +1y zu schreiben, ist, dass man damit rechnen kann wie gewohnt, solange
man immer i> = —1 beachtet. Denn fiir alle z1, 22,91, y2 € R gilt nach den
gewohnten Rechenregeln

(1 +1iy1) + (22 +iy2) = 21 + 22 +1(11 + 12),

was mit der Definition von i und der Identifikation der reellen Zahlen mit
dem Realteil genau der Definition der Addition oben entspricht.

Fiir die Multiplikation sieht man

(4 ig0) - (2 + ig2) = w12+ By + iz + Py,
= 2129 + 1(T1Y2 + T2y1) — Y142
= 11T2 — Y12 + @1y + T211),

was wieder genau zur Definition passt.

(c¢) Im Folgenden verwenden wir nicht weiter die schwerfélligen Bezeichnungen
@ und © fiir die Verkniipfungen in C, sondern schreiben auch zwischen
komplexen Zahlen wieder + bzw. -, da wir nach obigen Uberlegungen mit
den komplexen Zahlen wie gewohnt weiter rechnen kénnen.

Satz 9.4. Die Menge C mit den eingefiihrten Verkniipfungen Plus und Mal ist
im algebraischen Sinne ein Korper, d. h. sie erfillt die Aziome (A1) bis (A9) aus
Kapitel [4).

Beweis. Das Axiom (A6) haben wir bereits in Beispiel nachgerechnet und
auch fast alle anderen Aussagen des Satzes kann man schlicht nachrechnen. Wir
behandeln hier nur noch (A7). Sei z =z +iy € C\ {0} mit z,y € R. Da z # 0
ist, muss z # 0 oder y # 0 gelten. Insbesondere ist 22 + y? > 0. Wir setzen

1 x — T — 1y

z = +1 = )
x2+y2 x2+y2 «T2+y2
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Dann gilt unter anderem mit dem Distributivgesetz (A9)

r — iy _x2+iya:—ixy—i2y2_x2+y2_1

1 .
22 = (r+1 = = =
( y)$2+y2 x2+y2 :L-2_|_y2

Y

wir haben damit also ein multiplikativ-inverses Element zu z angegeben. O]

Veranschaulichen kann man sich die komplexen Zahlen am besten in der komple-
zen Zahlenebene (auch Gaufische Zahlenebene genannt), s. Abbildung

Definition 9.5. Ist z = x + iy mit x,y € R eine komplexe Zahl, so heifit

Zi=x—1y die zu z konjugiert komplexe Zahl,

|z| = /22 +y? der Betrag von z.

Imz)|..................... z

Abbildung 9.1.: Die Gauflsche Zahlenebene

Offensichtlich gilt Z = z fiir alle z € C. Einige weitere bemerkenswerte Eigen-
schaften der komplexen Konjugation sammeln wir im folgenden Satz.

Satz 9.6. Sind z, 2,29 € C, so gilt
(a) z1 + 2o = Z1 + Z5 und Z125 = Z1 - Z3.
(b) z+Z=2-Re(z) und z —z = 21 - Im(2).

Beweis. (a) Es gilt fiir z; = 21 +iy; und 25 = x5 + iy

21+22=I1+!E2+i(y1+y2):!E1+$2—i(y1+y2)

=X =y + T2 — Yo =721 + 722

und

7122 = (2122 — Y1) + i(z1y2 + 220h1) = (2122 — y1y2) — (2192 + 22y1)

= 21Ty — 1T1Y2 — 1Toy1 — Y1ye = (x1 — iy1)(x2 — iy2) = Z1 - Z2.
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(b) z+4Z = Re(z) +ilm(z) + Re(z) — ilm(z) = 2 - Re(z) und
z —Z = Re(z) + ilm(2) — Re(z) + ilm(z) = 2i - Im(2). O

Fiir den Betrag sehen wir sofort, dass |z| = |Z| fiir alle z € C ist. AuBerdem gelten
die folgenden Aussagen.

Satz 9.7. Fir alle komplexen Zahlen z = x + iy mit x,y € R und z1, 2o € C gilt
(a) z-Z = |z,
(b) [Re(2)| < |z[ und [Im(2)] < |z],
(¢) |z] >0 und |z| =0 genau dann, wenn z =0,
(d) |z122] = |21]] 22,
(e) |21+ 22| < |z1| + |22| (Dreiecksungleichung).

Beweis. (a) Es gilt 22 = (x +iy)(z — iy) = 2% + iyz — iyx —i%y? = 22 + 3 =

(V4P = |

(b) Diese Aussage folgt fiir den Realteil sofort aus |z| = Va2 < /22 + 3% = |7
und genauso fiir den Imaginérteil.

(c) Ist |z| =0, soist v/z2 + y? = 0 und damit auch z>+y* = 0. Diese Gleichung
(in R!) hat nur die Losung = = y = 0, also ist in diesem Fall z = 0.

(d) Nachrechnen.
(e) Nach [(a)] und Satz [9.6] ist

|21 + 22’2 = (21 + 22)(21 + 22) = (21 + ZQ)(Z_1+Z_2)
=T+ %+ Tt 205 = |ult 4 |nl + a%m + az
= |21|2 + ’22|2 + 2- Re(zlz_g)

Nach [(b)] und [(d)] gilt nun Re(z172) < |[Re(2172)| < |2173| = |21]|22]. Also ist
|21+ 2o* < |1 + [z2f* + 2]z ][22] = (|21] + [22]).

Da alle beteiligten Groflen positiv sind, kann man auf beiden Seiten der
Ungleichung die Wurzel ziehen und erhilt die Behauptung. ]

Eine natiirliche Frage ist nun: Welche Erkenntnisse, die wir bisher in R gewonnen
haben, gelten auch in C weiter? Zunéchst schauen wir uns aber an, was nicht
geht.

Satz 9.8. Es gibt auf C keine Relation ,<* die die Aziome (A10) bis (A14)
erfillt.
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Beweis. Nehmen wir an, es ginge doch, so muss nach (A10) entweder i > 0 oder
i < 0 gelten. Ware i > 0, so ist wegen (A14) auch —1 = i-i > 0 und mit
Satz folgt 1 <0, was ein Widerspruch zu desselben Satzes ist.

Nehmen wir dagegen an, dass i < 0 ist, so bekommen wir mit Satz @ die
Ungleichung —1 > 0, was zum selben Widerspruch fiihrt. O]

Es ist also nicht mdoglich, zwei komplexe Zahlen der Grofle nach zu vergleichen.
Man kann aber Betrdge von komplexen Zahlen vergleichen, denn das sind reelle
Zahlen. Das werden wir uns oft zu Nutze machen. So kann man z. B. unsere
Schreibweise U, (zy) fiir eine e-Umgebung sofort nach C ziehen: Fiir ¢ > 0 und
zp € C setzen wir

Uczp) i ={2€C:|z— 2| <e}

Wir wollen im Rest dieses Abschnitts einen Schnelldurchlauf durch die komplexen
Folgen und Reihen machen und die Exponentialfunktion in C definieren. Wir
werden dabei feststellen, dass viele Dinge in C genauso wie in R funktionieren. Um
nicht immer miihsam ,,in R oder C* schreiben zu miissen, wird im weiteren Skript
der Buchstabe K verwendet, wann immer man sowohl R als auch C einsetzen
kann.

Wir iibertragen zunichst den Begriff der Konvergenz. Diesen kénnen wir auf
Konvergenz in R zuriickspielen, vgl. Satz @

Definition 9.9. Fs sei (z,), eine Folge in C.

(a) Die Folge (z,), konvergiert gegen zo € C, wenn die reelle Folge (|z, — zo|)n
i R gegen Null konvergiert.

(b) Wir nennen (z,), beschriankt, wenn es ein C' > 0 gibt mit |z,| < C fir alle
n € N.

(¢) Wir nennen (z,), Cauchy-Folge in C, wenn fir jedes ¢ > 0 ein ng € N
existiert mit |z, — zm| < € fir alle n,m > ny.

(d) Eine Reihe (3", _, zi), mit komplezen Summanden heifit absolut konver-
gent, falls die zugehorige (reelle) Reihe diber die Betrdge (3 ;_; |zk]), kon-
vergiert.

Satz 9.10. Es sei (zy,), eine Folge in C.

(a) Die Folge (z,), konvergiert genau dann gegen zy € C, wenn die beiden
Folgen (Re(z,)), und (Im(z,)), in R konvergieren und

lim Re(z,) = Re(z9) sowie lim Im(z,) = Im(2)
n—oo n—oo

qgilt.

Insbesondere ist der Limes einer in C konvergenten Folge eindeutig be-
stimmd.
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9. *Komplexe Zahlen

(b) FEine Folge in C ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn sie konvergiert.
(Cauchy-Kriterium)

Beweis. (a) Wir setzen x, := Re(z,) und y, = Im(z,) fir alle n € Ny. Nun
gilt fiir jedes n € N

|Tn — 20| = \/(xn —19)? < \/(xn —20)2 + (Yn — %0)? = |20 — 20|

und genauso |y, — yo| < |z, — 20|. Wenn also (z,), gegen zy konvergiert, so
haben wir auch lim,, .o, x,, = x¢ und lim,, . ¥, = yo. Haben wir umgekehrt
diese beiden Grenzwertbeziehungen, so gilt

|20 — 20| = VRe(zn — 20)% + Im(z, — 2)2
= V(0 —20)2+ (yn — )2 — 0 (n — 0),

wegen Satz [7.15]

(b) Dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist, zeigt man genauso wie
im Kapitel in R. Fiir die umgekehrte Implikation schétzt man mit Hilfe
von Satz @ folgendermaflen ab:

[Re(2n) — Re(zn)| = [Re(z — 2m)| < |20 — 2wl mym €N,

Ist nun (z,), eine Cauchyfolge in C, so liefert diese Abschitzung, dass die
reelle Folge (Re(z,)), eine Cauchyfolge in R ist. Dank Satz ist diese
also konvergent. Eine analoge Argumentation liefert die Konvergenz von
(Im(z,)), und damit liefert Teil |(a)| die Behauptung. O

Mit Hilfe der Uberlegungen aus dem vorhergehenden Satz lassen sich viele Re-
sultate iiber reelle Folgen ins Komplexe iibertragen. Als prominentes Beispiel
beweisen wir eine komplexe Version des Satzes von Bolzano-Weierstraf.

Satz 9.11. Jede beschrinkte Folge in C besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (zy,), eine beschréinkte Folge in C und C' > 0 so, dass |z,| < C fiir alle
n € Nist. Es gilt |[Re(z,)| < |2,| < C fiir alle n € N, also ist auch die reelle Folge
(Re(z,))n beschrankt. Nach dem reellen Satz von Bolzano-Weierstrafl in Satz
hat diese eine konvergente Teilfolge (Re(z,, ))s. Mit einem analogen Argument ist
(Im(zy,,))r beschrénkt in R und wir bekommen eine erneute Teilfolge (ane)g, SO
dass (Im(zy,, ))¢ konvergent ist. Als Teilfolge der konvergenten Folge (Re(2y, ))x ist
auch die Folge (Re(2y,,))¢ konvergent. SchlieBlich bedeutet das mit Satz @,
dass (ané>g eine in C konvergente Folge ist und wir haben unsere konvergente
Teilfolge von (z,), gefunden. O

Viele Satze gelten wortwortlich wie im Reellen. Dazu gehoren auch das Cauchy-
Kriterium, die Dreiecksungleichung und die Kriterien fiir absolute Konvergenz
von komplexe Reihen. Das fassen wir in den folgenden beiden Satzen zusammen.
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Satz 9.12. Es sei (z,), eine komplexe Folge. Dann gilt:

(a) Die Reihe (3, _, z), konvergiert genau dann, wenn fir jedes e > 0 ein
ng € N existiert mat

‘ Z zk‘ < e fir alle m >n > ng.
k=n+1
(Cauchy-Kriterium)

(b) Ist (34— 2k), absolut konvergent, so ist die Reihe (3_;_, zr), konvergent
und es gilt

oo
>
n=1

< Z |zn|.  (verallgemeinerte Dreiecksungleichung)
n=1

Satz 9.13. Es sei (z,) eine Folge in C und (a,) eine reelle Folge.
(a) Ist > | z, konvergent, so gilt lim,_ . z, = 0.

(b) Gilt |z,| < ay, fiir fast allen € N und ist Y | a,, konvergent, so konvergiert
> o | Zn absolut.  (Majorantenkriterium)

(¢) Ist die Folge ({/|z,|) unbeschrinkt, so divergiert Y | z,. Ist (/]z,]|) be-
schrankt, so ist die Reihe absolut konvergent, wenn limsup,,_, o V/|za] < 1
ist und divergent, wenn imsup,,_,. /|z,] > 1 ist.  (Wurzelkriterium)

(d) Gilt z, # 0 fir alle n € N und ist die Folge (|n+1/z.]) beschrinkt und gilt
limsup,,_, . [#+1/z.| < 1, so ist die Rethe Y | z, absolut konvergent. Gilt
dagegen |#n+1/z,| > 1 fir fast alle n € N, so divergiert die Reihe Y " | zy.
(Quotientenkriterium)

Die Beweise lassen sich entweder direkt auf die entsprechenden Resultate iiber
reelle Reihen zuriickspielen oder direkt aus dem Reellen iibertragen. Gleiches gilt
fiir den folgenden Satz iiber das wie in R definierte Cauchy-Produkt.

Definition 9.14. Es seien (D>,_o2k), und (3 _owk), zwei komplexe Reihen.
Dann heif$st die Reihe mit den n-ten Gliedern

n k
E E ZjWk—j

k=0 j=0

das Cauchy-Produkt dieser beiden Reihen.
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9. *Komplexe Zahlen

Satz 9.15. Es seien (>, _,2k), und (3 _owy), absolut konvergente Reihen in
C. Dann ist auch das Cauchy-Produkt der beiden Reihen absolut konvergent und

es qilt
(i Z”) (i wn) = i i Wk

n=0 n=0 n=0 k=0

Da sich also herausstellt, dass unsere Ergebnisse iiber Reihen in groflen Teilen
auch im Komplexen gelten, ist es natiirlich, auch iiber Potenzreihen mit kom-
plexen Variablen und Koeffizienten nachzudenken. Das wird sich als eine sehr
fruchtbare Idee — auch fiir zukiinftige Semester — erweisen. So konnen wir z. B.
problemlos die Exponentialfunktion fiir komplexe Zahlen definieren. Tatsdchlich
kann man leicht feststellen, dass der Satz von Hadamard genauso in C funk-
tioniert.

Beispiel 9.16. (a) Wir betrachten zunéchst die komplexe geometrische Reihe,

also die Potenzreihe
(Z Zk) s z e C.

k=0

Fiir z = 1 ist diese Reihe bekanntermafien nicht konvergent und wie in
Satz gilt fiir alle z € C\ {1} und alle n € N

1 — Zn—l—l

Zz 1-z

und dieser Ausdruck konvergiert fir n — oo, falls |z| < 1. In diesem Fall

ist
;O 2" = L, |z] < 1.
1—=z

n=0

Die komplexen Zahlen mit |z| < 1 sind genau die, die innerhalb des Kreises
mit Radius 1 um den Ursprung in der komplexen Zahlenebene liegen. Nun
wird auch der bisher u.U. eher verwirrende Begriff Konvergenzradius klar.

(b) Der Kandidat fiir die Definition einer komplexen Exponentialfunktion ist

natiirlich
X n

Z%, z € C.

n=0

Tatséichlich wissen wir schon, dass die Reihe (Y, #"/k) fiir alle z € C
konvergiert, denn |z ist ja reell. Also ist die Reihe (3 _;="/k) fiir alle z €
C sogar absolut konvergent. Das rechtfertigt die nun folgende Definition.
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Definition 9.17. Die Funktion
)
n=0

heifit (komplexe) Exponentialfunktion.

n

| I\

T z€C,

3

Wir sammeln einige Eigenschaften dieser Funktion.
Satz 9.18. (a) Fir alle z1, 2, € C gilt €172 = e - 2,
(b) Fir alle z € C gilt * # 0 und ez = e™>.
(c) Fiir allet € R gilt e = cos(t) + isin(t). (Euler-Formel)
(d) Ist z=x+iy € C mit x,y € R, so gilt ¢* = e” cos(y) + ie” sin(y).
(e) Fiir allet € R und alle n € N gilt die Formel von De Moivre:
cos(nt) + isin(nt) = (cos(t) +isin(t))".

Beweis. (a) Genau wie im Beweis von Satz [(b)] berechnet man dies iiber
das Cauchy-Produkt.

(b) Aus|(a)| folgt sofort fiir jedes z € C

und damit e* # 0 sowie e ™% = L.

(c) Fir alle t € R kénnen wir wegen der absoluten Konvergenz der Exponen-
tialreihe die Summation umordnen und zunéchst iiber alle geraden n und
dann iiber alle ungeraden n summieren:

ngn l2kt2k 12k+1t2k+1

=2 =2 +I;W

n=0 k=0
o (_1>kt2k . o (_1)kt2k+1 o
= Z ——F1i) ———— = cos(t) +isin(?).
— (2Kk)! ~ (2k+1)!
(d) Es ist mit[(a)] und
e” = " = e%e = e” cos(y) + ie” sin(y).

(¢) Auch dieses folgt sofort aus [(c)] und [(a)] denn

cos(nt) +isin(nt) = ™ = (e")" = (cos(t) + isin(t))". O
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9. *Komplexe Zahlen

Auf gleiche Weise kann man auch den Sinus und den Cosinus fiir komplexe Ar-
gumente definieren, denn auch deren Reihen haben Konvergenzradius unendlich.

Definition 9.19. Fiir alle z € C definieren wir den Cosinus und den Sinus durch

(=1)* % : (D
cos(z) 1= Z )] z und sin(z) := Z mz

k=0 k=0
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10. Stetigkeit

In diesem Abschnitt iibertragen wir Begriffe, die wir im Kontext von Folgen und
Reihen kennen gelernt haben, auf Funktionen von D C R nach R.

10.1. Definition von Stetigkeit

Wir sagen, dass eine Funktion f: R O D — R im Punkt x( stetig ist, wenn
sich die Konvergenz gegen x jeder Folge (z,), C D auf die Konvergenz der
Funktionswertfolge (f(z,)), gegen f(x) iibertragt:

Definition 10.1. Es sei D C R und xg € D. Eine Funktion f : D — R heifst
stetig in xo, wenn fir jede Folge (x,), in D, die gegen xy konvergiert, auch die
Folge (f(zn))n konvergiert und lim,, . f(x,) = f(xo) gilt. Ansonsten nennt man
f unstetig in xg. .

Weiter heifit f stetig auf D, wenn f in jedem Punkt zy € D stetig ist. Wir setzen
C(D,R)=C(D):={f: D — R: f stetig auf D}.

Die Stetigkeit reeller Funktionen kann man tatséchlich genauso gut iiber das fol-
gende e-0-Kriterium definieren, das die Konvergenz im Wertebereich (Parameter
e) iiber die Konvergenz im Definitionsbereich (Parameter ¢) quantifiziert:

Satz 10.2. Es sei D C R und xg € D. Eine Funkion f: D — R st stetig in xg
genau dann, wenn gilt:

(Ve >0) (36 >0) (Ve € D) : |z — x| < = |f(z) — f(xg)] < &.

Beweis. Sei zundchst das e-0-Kriterium im Satz fiir f in xq erfiillt, (x,), eine
Folge in D, die gegen xy konvergiert und € > 0. Dann existiert nach Voraussetzung
ein § > 0 mit |f(z) — f(zo)| < € fiir alle z € D mit |x — 2| < 6. Da (x,), gegen
xo konvergiert, gibt es nun weiter ein ng € N mit |z, — xo| < ¢ fiir alle n > ny.
Also gilt fiir all diese n auch |f(z,) — f(x¢)| < € und wir haben Konvergenz der
Folge (f(x,))n gegen f(xq) gezeigt.

Es bleibt die umgekehrte Implikation per Kontraposition zu zeigen. Dazu nehmen
wir an, f wiirde das e-d-Kriterium in xy nicht erfiillen. Das bedeutet (vgl. Kapi-
tel [2 iiber Logik): es gibt ein gy > 0, so dass es fiir jedes 6 > 0 ein z = x(J) € D
gibt mit |x —xg| < §, aber |f(x) — f(xo)| > €o. Insbesondere gilt das fiir alle 6 der
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10. Stetigkeit

Form !/n mit n € N. Also gibt es fiir jedes n € Nein x,, € D mit |z,—z¢| < 1/n» und
|f(z) — f(xo)] > €o. Wir betrachten nun die Folge (x,,),. Wegen |x,, — x| < 1/n
fiir alle n € N konvergiert diese Folge gegen zy. Andererseits bleibt die Folge
(f(xn))n aber immer mindestens €y von f(xg) entfernt, also konvergiert (f(z,))n
nicht gegen f(x¢) und f ist per Definition in xy nicht stetig. m

Fiir die Stetigkeit von Funktionen gelten auch Grenzwertsitze:

Satz 10.3. Esset D CR, A€ R und f,g: D — R seien stetig in xog € D. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

(a) Die Funktionen \f, [+ g, fg und |f] sind stetig in xq.

(b) Istzg € D := {z € D: g(x) # 0}, so ist die Funktion f/q : D — R stetig in
Zg-.

(¢) Ist h: f(D) — R stetig in f(xg), soist ho f: D — R stetig in xy.

Beweis. Die Beweise von @ und @ ergeben sich direkt aus den entsprechenden
Aussagen im Grenzwertsatz fiir reelle Folgen. Wir fithren das nur exempla-
risch fiir die Summe f+ g aus. Sei (x,,), eine Folge in D, die gegen xo konvergiert.
Da f und g in x, stetig sind, konvergieren dann auch die Folgen (f(x,)), und
(9(xy))n und es gilt

lim f(r,) = f(za) wnd T g(z,) = glaxo).
Damit ist nach Satz [7.12(b)| auch die Folge (f(z,) + g(x,)), konvergent und es
gilt

lim (f(24) + g(zn)) = lim f(a,) + lim g(w,) = f(20) + g(w0),

n—oo

womit die Stetigkeit von f + g in zy bewiesen ist.

Zum Nachweis von |(c)| sei (x,), eine Folge in D mit z,, — x¢ (n — o0). Dann
folgt aus der Stetigkeit von f wieder f(z,), — f(x¢) (n — o0). Die Stetigkeit
von h in f(zg) liefert uns dann weiter h(f(x,)) — h(f(xo)) (n — o0). Also ist
die Funktion h o f stetig in x. ]

Wir wollen nun die Stetigkeit einer ganzen Klasse von Funktionen auf einmal zei-
gen, ndmlich all derer, die durch eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius
gegeben sind. Das liefert uns insbesondere, dass alle Polynome, die Exponential-
funktion, Sinus und Cosinus jeweils auf ganz R stetige Funktionen sind.

Satz 10.4. Es sei (ZZ:O akmk)n eine Potenzreihe mit Konvergenzradius v > 0
(dabei ist r = oo zugelassen). Setzen wir D = {x € R: |z| < r}, bzw. D =R,
falls r = 00, so ist die Funktion f: D — R mit f(x) =" a,x", x € D, stetig
auf D.
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Beweis. Es sei xy € D beliebig und p € R sei so gewihlt, dass |zo| < o < r gilt.
Ist z € R mit |z| < p, so ist

f(x) = flxo) = ) an(a" — ) (10.1)
n=1
und fiir jedes n € N ist (vgl. Satz
n—1
an(x — x0) Zxk n-l= k’ < |ay||x —x0|2|x|k|mo|n_1_k
k=0

< lan||z — ol Zgn b= |al|z = zolng™ ™, (10.2)

‘an IO ’ =

da sowohl |z| < p als auch |zy| < p gilt.
Wir zeigen als néichstes, dass die Reihe (37, [ax|ko" ")  konvergiert. Zur An-
wendung des Wurzelkriteriums berechnen wir

lim sup v/|a,|no"t = hmsup - an| ¥/ = olimsup {/|a,|.

n—oo n—oo \/_ n—oo

Dabei haben wir im letzten Schritt Ubungsaufgabe [7.45 verwendet und dabei
ausgenutzt, dass lim,_, {/n = lim,_,. /0 = 1 gilt.

Aus dem Satz von Hadamard folgern wir im Fall r = oo, dass lim sup,,_, . /|a,| =
0 ist und fiir » < oo erhalten wir limsup,,_, W = 1/p. Zusammen ist

lim sup v/|a,|no"* <? < 1,

n—o0

die Reihe ist also nach dem Wurzelkriterium konvergent. Wir setzen

oo
s= lanng"".
n=1

Damit ist die Reihe iiber a,(z™ — zj) aufgrund der Abschitzung in ((10.2) und
mit Hilfe des Majorantenkriteriums absolut konvergent und wir kénnen mit der
verallgemeinerten Dreiecksungleichung abschétzen:

o0

> an(z" = )

n=1

| () = f(wo)| =

<D lan(a" —ap)| (10.3)

aon — xo|ng" "t = |x — x5

HMS
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Um die Stetigkeit in zq zu folgern, sei jetzt € > 0 und 0 < § = min(g — ||, ¢/s).
Dann folgt fiir alle z € D mit |z — zo| < ¢, dass auch |z| < 0 + |zo| < o gilt und
wir deshalb ((10.3)) anwenden konnen, sodass auch

(@) = f(z0)] < slz— o] <50 <e

gilt. Wir haben also in jedem xy € D das e-9-Kriterium nachgewiesen und so
nach Satz[10.2] gezeigt, dass f auf ganz D stetig ist. O

Nachdem wir so schon viele Funktionen kennengelernt haben, die stetig sind,
sollten wir uns auch Funktionen ansehen, welche es nicht sind.

Beispiel 10.5. (a) Wir setzen D = (0,1] und

1
2
, 0<z< -,
x T < g
1
(@) 1, falls 5 <z <,
7, r=1

Aus Satz folgt, dass die Funktion f auf den offenen Intervallen, auf de-
nen sie durch eine Potenzreihe darstellbar ist, auch stetig ist. Insbesondere

ist sie also als Polynom zweiten Grades stetig auf (0, %) und als konstante
Funktion stetig auf (3,1). Was gilt aber an den Stellen § und 17

e Die Folge (% — %)n konvergiert gegen % und liegt ab n = 3 zwischen 0

und %, also innerhalb von D. Gleichzeitig gilt fiir die Folge der Funk-

tionswerte

1
i /9—1/,) = lim (1/2—1/2)2 = lim 1a—1/p+1/p2 = 1 — f(=
Jim f(Y/2=1/n) = lim (2=1/n)" = lim Ya=tfntlfn> = Y1 # 1= f(5),

also ist f nach dem Folgenkriterium aus Definition an der Stelle
% nicht stetig.

e Wir zeigen mit Hilfe von Satz[10.2] dass f in 1 unstetig ist: Wir setzen
dazu zum Beispiel ¢ = 1. Dann gilt fiir alle 6 > 0: ist + € D und
|z — 1| < 0, dann ist wegen 0 < f(x) <1 fiir alle z € D jedenfalls

|f(x) = fFI = |[f(@)] = [fMD][ =1 =T7=6>¢,
also das e-0-Kriterium verletzt.

(b) Die Dirichlet-Funktion ¢: R — R ist gegeben durch

(2) = 1, zeQ,
N0, reR\Q

Sie ist in keinem Punkt stetig (Ubungsaufgabe).
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(c) Vorerst noch ein Positiv-Beispiel: Ohne es so zu nennen, haben wir fiir
alle p € N die Stetigkeit der Funktion ¢/-: [0,00) — R in Satz schon
gezeigt. Mit Satz folgt daraus auch die Stetigkeit der nicht-negativen
rationalen Potenzen x +— xm mit n, m € N.

10.2. Grenzwerte bei Funktionen

Ist f: D — R eine Funktion und (z,), C D eine Folge, die gegen z, € R konver-
giert, dann muss der Limes lim,,,, f(z,) einerseits nicht unbedingt existieren,
andererseits kann er existieren, aber einen anderen Wert als f(zo) annehmen (f
ist in xo unstetig oder gar nicht erst definiert). Diese Situation wollen wir in
diesem Abschnitt genauer auflésen. Zuerst einige Vorberlegungen.

Definition 10.6. Es set D C R eine Menge. Eine Zahl xq € R heifst Haufungs-
punkt von D, wenn fiir jedes € > 0 ein x € D existiert mit

x € Us(xo) \ {z0}

Um ein bisschen mehr Vorstellung von diesem Begriff zu bekommen, betrachten
wir zwei dquivalente Formulierungen dieser Definition. Der Beweis ist eine gute
Ubungsaufgabe.

Satz 10.7. Es sei D C R und xy € R. Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent.

(a) Die Zahl xq ist ein Hdaufungspunkt von D.
(b) Fir alle e > 0 ist die Menge D NU.(xg) unendlich.

(c) Es existiert eine Folge (x,), in D mit x, # xo fir alle n € N, die gegen xq
konverguiert.

Mit Hilfe dieser Umformulierungen kann man sich leicht die folgenden Beispiele
veranschaulichen.

Beispiel 10.8. (a) Ist D endlich, so hat D keinen Haufungspunkt.

(b) Ist D = (0,1], so ist die Menge aller Haufungspunkte von D genau das
Intervall [0, 1].

(c) Ist D = {n:n € N}, so ist genau 0 ein Hiufungspunkt von D.

Hat eine Menge D C R einen Haufungspunkt, dann konnen wir sagen, was es
bedeutet, dass eine Funktion f: D — R an dieser Stelle einen Grenzwert besitzt.
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Definition 10.9. Es sei D C R, f: D — R eine Funktion sowie a € R. Ist x
ein Haufungspunkt von D, so sagen wir, dass f fiir x gegen xy den Grenzwert a
hat, wenn fiir jede Folge (x,,), in D, die gegen xo konvergiert und fir die x,, # xo
fiir alle n € N gilt, die Folge (f(x,))n gegen a konvergiert. Wir schreiben dafiir

lim f(x) = a.

T—T0
Manchmal is es praktisch, zu unterscheiden, ob der Grenzwert nur ,,von rechts
kommend* oder nur ,,von links kommend* definiert ist.

Definition 10.10. (a) Ist D C R und o ein Héiufungspunkt von Dy = {x €
D :x > x0}, so hat f fiir x gegen xq den rechtsseitigen Grenzwert a, wenn
fiir jede Folge (x,), in Dy, die gegen xo konvergiert, die Folge (f(xy))n
gegen a konvergiert. Wir schreiben

lim f(z)=a.

T—T0+

(b) Ist D C R und x¢ ein Hiufungspunkt von D_ :={x € D : x < x4}, so hat f
fiir x gegen xy den linksseitigen Grenzwert a, wenn fir jede Folge (z,), in
D_, die gegen x¢ konvergiert, die Folge (f(x,))n gegen a konvergiert. Wir
schreiben
lim f(x)=a.
T—x0—
Bemerkung 10.11. (a) Eine besondere Betonung beim Lesen dieser Defini-
tionen sollte wie bei der Definition von Stetigkeit jeweils auf den Worten
,jede Folge* liegen.

(b) Wie bei den Grenzwerten fiir Folgen gibt es auch hier die alternativen
Schreibweisen

f(x) = a (z— x), f(x)—a(x— xo+) bzw. f(z) = a (z — z9—).

(c¢) In den folgenden Sétzen und Definitionen werden wir alle Aussagen jeweils
nur fiir Grenzwerte von Funktionen machen. Diese gelten dann sinngeméfl
auch fiir den rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwert, wenn dieser sinnvoll
ist.

Wichtig ist der Zusammenhang dieser Definitionen zur Stetigkeit:

Ubungsaufgabe 10.12. Es sei D € R und f : D — R eine Funktion sowie
xg € D ein Haufungspunkt von D. Dann ist f in xy genau dann stetig, wenn

lim, ., f(x) = f(x0) gilt.

Wir betrachten auch noch einmal das Beispiel aus dem vorigen Abschnitt.
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10.2. Grenzwerte bei Funktionen

Beispiel 10.13. Wir setzen D = (0, 1] und

1
2
O<z<-=
x°, z <3,
1
(@) 1, falls §§w<1,
7, x=1

Wie wir schon im vorherigen Beispiel gesehen haben, ist jedes x € [0, 1] ein
Haufungspunkt von D. Wir kénnen also Grenzwertbetrachtungen in allen diesen
Punkten anstellen. Wir untersuchen das Verhalten in den interessanten Stellen
0, 1/2 und 1.

o Es gilt

lim f(z) =0 wund liﬁrr% flz)=1.

z—0

Wir begriinden die erste Aussage. Es sei (), eine beliebige Nullfolge in D
(2, # 0 gilt sowieso, da 0 ¢ D). Dann gibt es ein ng € N, so dass x,, < /2 fiir
alle n > ng gilt. Fiir diese n ist dann f(z,) = 2. Nach den Grenzwertsétzen
fiir Folgen konvergiert die Folge (22),, gegen Null, womit lim, o f(z) = 0
gezeigt ist. Den zweiten Limes bestimmt man analog. Dabei ist zu beachten,
dass hier der Grenzwert lim,_,; f(z) = 1 von f an der Stelle 1 nichts mit
dem Wert f(1) =7 von f an der Stelle 1 zu tun hat, der, anders als beim
Haufungspunkt 0, ebenfalls existiert. Wie wir schon gesehen hatten, ist die

Funktion in 1 nicht stetig.

Was ist mit limg_,1/, f(2)? Dieser Grenzwert existiert nicht, da die Funk-
tion hier unstetig ist. Das Problem tritt hier insbesondere auf, weil die
Anndherung an 1/2 von links und von rechts im Funktionswert etwas un-
terschiedliches liefert. Genau dafiir haben wir die Begriffe des links- bzw.
rechtsseitigen Grenzwertes. Tatséchlich zeigt man wie oben, dass diese exis-
tieren und dass gilt

lim f(zx)=1 und lim f(z)= i

x—1/2+4 xz—1/2—

Wie die Stetigkeit kann auch die Existenz eines Grenzwerts fiir eine Funktion
auf ein e-9-Kriterium zuriickgefithrt werden. Der Beweis des folgenden Satzes
funktioniert ganz analog zum Beweis von Satz [10.2]

Satz 10.14. Es sei D C R und xg ein Hiufungspunkt von D sowie f : D — R
eine Funktion und a € R. Dann gilt lim,_,,, f(x) = a genau dann, wenn fir jedes
e >0 ein 6 > 0 emstiert, so dass fir alle x € D gilt:

lz —x9] <6 = |f(x)—al<e. (10.4)
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10. Stetigkeit

Tatséchlich geniigt es, dass die Grenzwerte der Funktionswertfolgen in Definiti-
on [10.9 existieren, um zu zeigen, dass sie iibereinstimmen.

Satz 10.15. Es sei D C R, f: D — R eine Funktion und xy ein Hdaufungspunkt
von D. Weiter sei fiir jede Folge (x,), in D, die gegen xy konvergiert und fir
die ©, # xo fir alle n € N gilt, die Folge (f(x,)), konvergent. Dann existiert
lim, ., f(x).

Beweis. Es seien (), und (y,), Folgen in D, welche die Voraussetzungen des
Satzes erfiillen. Wir miissen nur zeigen, dass dann
lim f(z,) = lim f(y,)
n—oo n—oo
gilt. Dazu definieren wir eine Folge (z,), durch 2o, 1 = z, und 25, = vy, fiir alle
n € N, d. h. es ist
(217 22y %3y e - ) = (xhylwr% Y2,%3,Y3, - - . )

Dann gilt auch bei dieser Folge z, € D und z, # x fiir alle n € N und z, konver-
giert gegen xy. Also existiert nach Voraussetzung der Limes a := lim,, o f(2,).
Die Folgen (f(x,))n und (f(yn)). sind aber Teilfolgen von (f(2,))n, also konver-
gieren diese nach Satz @ gegen den selben Grenzwert, d. h.

lim f(xz,) =a= lim f(y,). O
n—oo n—oo

Fiir Grenzwerte von Funktionen konnen wir auch wieder Grenzwertsitze formu-
lieren.

Satz 10.16. Es ser D C R und zy ein Hiufungspunkt von D. Desweiteren seien
drei Funktionen f,g,h: D — R gegeben, so dass die Grenzwerte

a:= a:lig:lo f(z) wund b:= xlgl;lo g(x)

existieren. Dann gilt:

(a) Die Grenzwerte fiir v — xq von f+ g, fg und |f| existieren und es gilt

Jim (f(z) +g(x)) =a+b, lim (f(@)g(x)) =ab, lim |f(z)| = |a]

(b) Ist b # 0, so existiert ein 6 > 0, so dass |g(x)| > lbl/2 fir alle x € (D N
Us(xo)) \ {zo} ist. Wir kénnen also die Funktion

5 : (D N Us(xo)) \{zo} = R mit i(x) — @

g g(z)

definieren. Fiir diese existiert dann der Limes fiir x gegen xo mit

f(x)  limg_., f(z) a

I - .
P g(x)  limg . g(xz) b
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10.2. Grenzwerte bei Funktionen
(¢) Gibt es ein § > 0, so dass fir alle x € (DN Us(xg)) \ {0} die Ungleichung
f(z) < g(x) gilt, so folgt a <.
(d) Gilt a =b und gibt es ein 6 > 0 mit
f(@) <h(x) < g(z)  fir alle z € (DN Us(xo)) \ {zo},
so existiert auch der Limes von h fir x — xo und es gilt lim,_,,, h(x) = a.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes ergibt sich direkt aus den Grenzwertsitzen fiir
Folgen in Satz Nur die erste Aussage in @ wollen wir kurz beweisen.

Es sei € := Ibl/2 > 0. Da lim,_,,, g(x) = b gilt, existiert dann nach Satz ein
d > 0 mit |g(x) — b < e = Ml/2 fir alle z € (DN Us(xg)) \ {xo}. Also gilt fiir alle
diese z mit der Dreiecksungleichung

|b]
bl = 16— g(2) + g(2)| < b= g(2)| + lg(2)] < -+ lg(=)],
d. h. |g(x)| > Ibl/2. O
Beispiel 10.17. (a) Es gilt
ti S
x—0 X

Zum Nachweis dieser Aussage iiberlegen wir uns, dass fiir x # 0 gilt

sin(z) 1 - (=" onp1 _ - (D" .
x _ZEHZ:O(QTL+1)!I _;(2n+1)!x = 9(x)

und die Potenzreihe, die g definiert, hat den Konvergenzradius unendlich
(nachrechnen!). Also ist diese Funktion in 0 stetig und es gilt, da g mit der

von uns untersuchten Funktion fiir alle z # 0 {ibereinstimmt,

sin(z)

lim = lim g(z) = ¢g(0) = 1.

z—0 X x—0

Die Funktion f : R — R, gegeben durch

sin(x)

, falls x # 0,
fr)=1{ 7
1, falls x = 0,

ist also auf ganz R stetig. Man nennt f die stetige Fortsetzung der Funktion
T = sin(a:)/x‘

(b) Genauso wie eben kann man den Grenzwert

et —1
lim
x—0 x

=1
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10. Stetigkeit

bestimmen, denn es ist fiir alle z # 0

und auch diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius co.

Zum Abschluss dieses Abschnittes konnen wir aus der Stetigkeit der Funktionen,
die durch Potenzreihen gegeben sind, noch einen wichtigen, iiberraschenden Satz
folgern. Er besagt, dass zwei Funktionen, die durch Potenzreihen gegeben sind
und die auf einer Nullfolge von Punkten iibereinstimmen, schon identisch sein
miissen.

Satz 10.18 (Identitédtssatz fiir Potenzreihen). Gegeben seien zwei Potenzreihen
(ZZ:O akxk)n und (ZZ:o bkxk)n mit Konvergenzradien v, > 0, bzw. ry, > 0. Wir
setzen R := min{r,,r,} > 0 und

flz) = Zanx", lz| <71o, wund g(x):= anx”, |z| < 7.
n=0 n=0

Gibt es dann eine Folge (x) in Ur(0) mit limg_,oo x = 0, sowie xp # 0 und
f(zx) = g(xyg) fir alle k € N, so gilt a, = b, fir alle n € Ny, d. h. es ist
f(z) = g(x) fir alle |x| < R.

Beweis. Wir fithren den Nachweis, dass a,, = b, fiir alle n € Ny gilt, induktiv.
Fiir den Induktionsanfang (n = 0) {iberlegen wir uns, dass f nach Satz in
0 stetig ist, also gilt limg_,oo f(2x) = f(0) = ao. Dasselbe folgt fiir ¢ und da
f(zx) = g(zg) fiir alle k& € N ist, beobachten wir
ap = f(0) = lim f(zx) = lim g(zx) = g(0) = by.
k—o0 k—o00

Als Induktionsvoraussetzung gelte im Folgenden a; = b; fiir alle j € {0,...,n}.
Damit gilt fiir alle |z| < R

o0

fl@)—gl@)= > (a;—bj)a’.
j=n+1
Also ergibt sich fiir alle k € N
0= flax) — glzx) = Y _ (a; — by
j=n+1

::(an+l _'bn+1)xz%4>+_(an+2 —-bn+2)$2+2‘+---
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10.3. Verhalten von Funktionen im Unendlichen

und da zy, # 0 fiir alle k& € N ist, diirfen wir diese Gleichung durch 27" teilen.
Das ergibt

s .
Z(an+1+]’ — bpt115)zy, =0

=0
fiir alle £ € N. Setzen wir
P(x) = (ani11j = basres)r,
=0

so ist das eine Potenzreihe mit Konvergenzradius grofler oder gleich R > 0

(nachrechnen!) und somit ist ¢ wieder dank Satz stetig in 0. AuBerdem
gilt o(x)) = 0 fiir alle £ € N. Daraus folgt

i1 = by = ¢(0) = lim p(az) = lim 0= 0,

also api1 = byya. O

10.3. Verhalten von Funktionen im Unendlichen

Wir wollen im Folgenden auch untersuchen, wie sich Funktionen ,im Unendli-
chen“, also insbesondere fiir sehr grofie (bzw. kleine) x verhalten. Um den dazu
erforderlichen ,lim, ...“ zu definieren, greifen wir auf den Begriff einer bestimmt
divergenten Folge aus Definition zuriick. Dieser ermdglicht es aulerdem zu
formulieren, dass f(x) fiir x — xo gegen unendlich geht. Wir fithren beides in
den folgenden zwei Definitionen sauber ein.

Definition 10.19. Esset D C R, f: D — R eine Funktion und xq ein Hiufungs-
punkt von D. Wir schreiben

xlgg f(x) =00 (baw. xlg;l f(z) = —o0),

wenn fiir jede Folge (x,,), in D, die gegen xy konvergiert und fir die x,, # xq fir
alle n € N gilt, die Folge (f(x,))n bestimmt gegen oo (bzw. —o0) divergiert.

Definition 10.20. Es sei D C R nicht nach oben (bzw. unten) beschrinkt, f :
D — R eine Funktion und a € RU {oo, —oo}. Wir sagen

lim f(z) =a (bzw. lim f(z)=a),

T—00 T—r—00

wenn fir jede Folge (xy,), in D, die bestimmt gegen oo (bzw. —oc) divergiert,
lim, o0 f(x,) = a gilt.
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10. Stetigkeit

Beispiel 10.21. (a) Es gilt

. . .1
lim — =0, lim — = oo, lim — = —o0.
T—00 T =0+ T z—0— o

(b) Wir untersuchen abermals die Exponentialfunktion und interessieren uns

fiir ihr Verhalten fiir sehr grofie und sehr kleine x € R. Sei zunéchst z > 0
und p € N beliebig. Da x > 0 ist, gilt unter Weglassen aller Summanden
bis auf einen:

= g Pt
e’ = — >
% n! = (p+1)!
Das liefert
i > ‘ , d.h. lim ¢ _ 00
P — (p+1)! z—00 P

Das bedeutet, dass die Exponentialfunktion schneller wachst als jede Po-
tenz. Insbesondere gilt also

lim e* = 0.
r—r0o0

Wir untersuchen noch das Verhalten fiir z gegen minus unendlich. Sei dazu
(2,)n eine bestimmt gegen —oo divergente Folge. Dann divergiert die Folge
(—x,)n bestimmt gegen oo. Da fiir jedes n € N

1

e ¥n

gilt, und die Folge (e~*"),, nach unseren obigen Uberlegungen bestimmt
nach oo divergiert, folgt mit Hilfe der Ubungsaufgabe m sofort

lim e* =0.
r—r—00

10.4. Eigenschaften stetiger Funktionen

Dieser Abschnitt enthélt einen wichtigen Satz iiber stetige, reellwertige Funktio-
nen nach dem anderen. Wir werden spéater immer wieder auf die hier entwickelten

Ergebnisse zuriickgreifen.

Satz 10.22 (Zwischenwertsatz). Es seiena,b € R mita < bund f : [a,b] — R sei
stetig auf [a,b]. Ist yo eine Zahl zwischen f(a) und f(b), so gibt es ein xy € |a, b

mit f(zo) = yo-
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10.4. FEigenschaften stetiger Funktionen

Abbildung 10.1.: Der Zwischenwertsatz

Beweis. Ist yo = f(a) oder yo = f(b), so sind wir bereits fertig. Wir kénnen
also annehmen, dass yo # f(a) und yo # f(b) gilt. Weiter nehmen wir an, dass
f(a) < f(b) ist, denn im Fall f(a) = f(b) muss yo = f(a) = f(b) sein, und den
Fall f(a) > f(b) kann man analog behandeln. Wir haben also f(a) < yo < f(b).
Setze

M :={z €la,b: f(x) <wyo}.

Dann gilt a € M, also ist M # (). AuBerdem ist M durch b nach oben beschrinkt,
d. h. xp := sup M existiert. In einem néchsten Schritt existiert fiir jedes n € N
nach Satz ein x,, € M mit

To— — < Tp < T,
n

Die so entstandene Folge (z,), konvergiert nach dem Sandwich-Theorem gegen
o und da fiir jedes Folgenglied a < x,, < b gilt, haben wir damit auch gleich
xg € [a,b].

Nun folgern wir aus der Stetigkeit von f, dass die Folge (f(z,)), konvergiert
und lim,, o, f(x,) = f(zo) gilt. Da auBerdem jedes z,, in M gewihlt war, gilt
f(z,) <y fiir alle n € N, also ist im Grenzwert f(x¢) < yo. Es bleibt noch die
umgekehrte Ungleichung f(zo) > yo zu zeigen.

Dazu beobachten wir zunéchst, dass sogar xy € [a,b) gelten muss, denn xy = b
kann wegen f(zg) < yo und f(b) > yo nicht sein. Nun nehmen wir an, es wére
f(zo) < yo. Dann ist € := yo — f(x¢) > 0. Nach der Definition der Stetigkeit gibt
es zu diesem € ein d > 0, so dass

If(2) = f(zo)| < e fiir alle z € [a,b] N Us(xo)

gilt. Sei nun ein z € [a,b] mit xy < z < zg + J gewihlt. Das geht, da zq < b ist.
Dann gilt

[(2) = (@) < [f(2) = flzo)| <& =1yo— f(0).
Also ist f(2) < yo und damit z € M. Da zy das Supremum von M ist, muss dann

z < xy gelten, was ein Widerspruch ist.
Zusammen ist damit f(xg) = yo. O
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Eine wichtige Folgerung aus diesem Satz ist die folgende.

Satz 10.23 (Nullstellensatz von Bolzano). Es seien a,b € R mit a < b und
f € C([a,b],R) mit f(a)f(b) < 0 gegeben. Dann gibt es ein xy € (a,b) mit
Beweis. Wir miissen uns nur klarmachen, dass die Voraussetzung f(a)f(b) < 0

bedeutet, dass entweder f(a) > 0 und f(b) < 0 oder f(a) < 0 und f(b) > 0 ist.
Dann folgt die Behauptung sofort aus Satz [10.22] [

Wir kénnen dieses Ergebnis nun anwenden, um das Bild der reellen Exponenti-
alfunktion zu bestimmen.

Beispiel 10.24. Wir zeigen, dass fiir die Exponentialfunktion gilt:
exp(R) = {e* : z € R} = (0, 00).

Wir wissen schon (vgl. Satz [8.40][(c)), dass e” > 0 fiir alle z € R gilt, d. h. es ist
exp(R) C (0, 00). Es bleibt die umgekehrte Inklusion zu zeigen.
Sei dazu yo € (0,00). Wir wissen aus Beispiel [10.21][(b)] dass

lim € =0 und lim e* =00
Tr—r—00 Tr—r0o0

gilt. Also gibt es ein a € R, so dass e < o gilt und ein b € R mit e’ > y,. Da
damit zwangsliufig e® < e gilt, muss wegen Satz auch a < b gelten. Da
die Exponentialfunktion nach Satz auch auf ganz R stetig ist, sind nun alle
Voraussetzungen von Satz erfiillt. Es gibt also ein xg € (a,b) mit €™ = y,.
Damit ist yo € exp(R) und wir sind fertig.

Wir fithren nun schnell den folgenden intuitiv klaren Begriff ein.

Definition 10.25. Es ser D C R. Fine Funktion f : D — R heif$t beschréankt,
falls die Menge f(D) beschrdnkt ist, d. h. falls ein C > 0 existiert, so dass
|f(z)| < C fir alle v € D gilt.

x Wir kommen nun zu der Eigenschaft stetiger Funktionen, in bestimmten Si-
tuationen immer ein Maximum und ein Minimum zu besitzen. Dazu fithren wir
zuerst den fiir die Anlaysis fundamentalen Begrift der Kompaktheit ein.

Definition 10.26. (a) Eine Teilmenge D von R heif$t abgeschlossen, wenn fiir
jede Folge (), in D, die in R konvergiert, lim,,_,o z, € D gilt.

(b) FEine Teilmenge von R heifft kompakt, wenn sie abgeschlossen und be-
schrdankt ist.

Wir betrachten jetzt stetige Funktionen auf kompakten Mengen.
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Satz 10.27. (Satz von Weierstrafs) Es sei K C R kompakt und nicht-leer sowie
f: K — R stetig. Dann gibt es z,,x* € K, so dass

flzy) < f(x) < f(z*) firallex € K

gilt. Insbesondere ist f beschrinkt und es existieren max f(K) = f(x*) und

min f(K) = f(z.).

Dass dabei jede der Voraussetzungen des Satzes zwingend notig ist, veranschau-
lichen die folgenden Beispiele.

Beispiel 10.28. (a) Ist K =[0,1] und

z, falls x € (0,1),
flx) =

1
3 falls x = 0 oder z = 1,

so ist f(K) = (0,1), d. h. es gibt keine z,,z* € [0,1] mit f(x.) = 0 und
f(z*) = 1. Ohne die Stetigkeit von f kann der Satz also schiefgehen.

(b) Ist K = (0,1] und f(x) = s fiir € K, so ist f auf K stetig, aber die
Menge f(K) ist nicht nach oben beschrénkt, da lim, ,o; f(x) = oo ist.
Ohne die Abgeschlossenheit von K kann der Satz also schiefgehen.

(c) Ist schlieflich K = R und f(x) = e*, so ist diese Funktion wieder auf
ganz K stetig und K ist abgeschlossen, aber f nicht beschrankt. Ohne die
Beschranktheit von K kann der Satz also ebenfalls schiefgehen.

Beweis von Satz[10.27. Wir zeigen zunéchst, dass unter den Voraussetzungen des
Satzes die Funktion f beschriankt ist. Ware dem nicht so, gébe es fiir jedes n € N
ein x, € K mit |f(z,)| > n. Dank der Beschranktheit von K und dem Satz von
Bolzano-Weierstra$ (Satz kénnen wir nun aus der Folge (z,,),, eine konver-
gente Teilfolge (x,, ), auswéhlen. Da K auflerdem abgeschlossen ist, muss deren
Grenzwert o = limy_,o 2, ebenfalls in K liegen. Nun nutzen wir die Stetig-
keit von f auf K und folgern, dass die Folge (f(x,, )k gegen f(zo) konvergiert.
Insbesondere ist damit die Folge (f(xp,))r beschrénkt, was im Widerspruch zur
Konstruktion der Folge (z,,), steht, nach der |f(z,, )| > ny fiir alle £ € N gilt.
Da nun f(K) beschrinkt ist, existieren zumindest sup f(K) und inf f(K). Wir
betrachten hier nur S := sup f(K), die Untersuchung fiir das Infimum verlduft
analog. Zu zeigen ist, dass es ein x* € K gibt, so dass f(z*) = S gilt. Dazu stellen
wir zunéchst fest, dass es nach Satz fiir jedes n € N ein y,, € f(K) gibt mit
S —1n <y, < S. Dazu finden wir jeweils ein x,, € K mit f(z,) = y,, so dass
zusammengenomimen

1
S — - < flz,) < S firalleneN (10.5)
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gilt. Die so gewonnene Folge (x,,), enthélt wie jede Folge in K eine konvergente
Teilfolge (x,, )r. Wir setzen

N .
¥ = lim z,,.
k—o0 Tk

Dann gilt wegen der Abgeschlossenheit von K sofort x* € K und dank der
Stetigkeit von f haben wir f(x,,) — f(2*) fiir kK — oco. Mit Hilfe von ({10.5)) und
dem Sandwich-Theorem gilt aulerdem

lim f(z,,)= lim f(xz,) =5.

k—o0 n—00

Also ist f(z*) = S. O

Als néchstes wollen wir zeigen, dass sich die Stetigkeit einer Funktion auf ihre
Umkehrfunktion tibertragt, sofern diese existiert.

Zur Vorbereitung definieren wir dazu erst einmal die ganz natiirlichen Begriffe
fiir die Monotonie von allgemeinen reellen Funktionen:

Definition 10.29. Se: D C R. Eine Funktion f: D — R heifit

(a) monoton wachsend, falls fir alle x,y € D mit x <y gilt, dass f(z) < f(y)
15¢.

(b) monoton fallend, falls fiir alle z,y € D mit x < y gilt, dass f(z) > f(y)
15t.

(c) streng monoton wachsend, falls fir alle x,y € D mit x < y gilt, dass

fx) < f(y) ist

(d) streng monoton fallend, falls fir alle x,y € D mit x <y gilt, dass f(x) >
f(y) ist.

(e) (streng) monoton, falls sie (streng) monoton wachsend oder (streng) mo-
noton fallend ist.

Monotonie ist oft ein praktisches Hilfsmittel, um Bijektivitdt zu zeigen. Es ist
zum Beispiel klar, dass jede streng monotone Funktion f : D — R injektiv ist
(Ubungsaufgabe!). Damit ist nach Einschrinkung des Wertebereichs die Funktion
f : D — f(D) bijektiv und die Umkehrfunktion f=': f(D) — D existiert in
diesem Fall. Wir wissen {iber f~! sogar noch mehr.

Lemma 10.30. Sei D C R und f : D — f(D) eine streng monoton wachsende
(bzw. fallende) Funktion. Dann ist die Umkehrfunktion f~': f(D) — D ebenfalls
streng monoton wachsend (bzw. fallend).
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Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir wachsende Funktionen, die geklammerte
Aussage beweist man analog. Es sei also f streng monoton wachsend.

Es seien y1, 92 € f(D) mit y; < yo gegeben. Dann existieren x1, x5 € D, so dass
f(z1) = y1 und f(x9) = yo gilt. Da f streng monoton wéchst und f(z1) < f(z2)
gilt, muss auch z; < x5 sein. Damit ist aber

F ) =21 <z = [ (1),
was nichts anderes bedeutet, als dass f~! streng monoton wiichst. O]

Fiir den Beweis des néchsten Satzes brauchen wir noch das folgende Lemma,
dessen Beweis als Ubung stehen bleibt.

Lemma 10.31. Eine nicht leere und nicht einelementige Menge M C R ist genau
dann ein Intervall, wenn fiir je zwei Zahlen a,b € M mit a < b stets [a,b] C M
qgilt.

Jetzt wenden wir uns wieder stetigen Funktionen zu.

Satz 10.32. Es sei I C R ein Intervall (zum Beispiel ist auch I = R zugelassen)
und f € C(I,R) sei streng monoton. Dann ist f(I) ebenfalls ein Intervall und es

gilt f~1 € C(f(I),R).

Beweis. Wir fithren den Beweis wieder nur fiir streng wachsende Funktionen f.
Wir verwenden zunéchst Lemma [10.31 um zu zeigen, dass f(I) ein Intervall ist.
Wir wissen dabei, dass f(I) nicht leer und nicht einelementig ist, weil / mehr als
zwei verschiedene Werte enthélt und f streng monoton ist. Seien also a,b € f(I)
mit @ < b und ein yy € [a,b] gegeben. Dann gibt es «, 8 € I, so dass f(a) = a
und f(B) = b gilt. Wir haben also

fla)=a <y <b= f(p).

Da f stetig ist, existiert also nach dem Zwischenwertsatz [10.22] ein zy € I mit
f(zo) = yo. Also ist yo € f(I) und wir erhalten [a,b] C f(I).

Nun bleibt noch zu zeigen, dass f~1 auf f(I) stetig ist. Sei dazu yo € f(I) und
(Yn)n eine Folge in f(I), die gegen yy konvergiert. Fiir diese ist zu zeigen, dass
die Folge (2,)n := (f " (yn))n gegen xo := f~(yo) konvergiert. Wir nehmen dazu
an, das wire nicht so. Dann gibt es ein g9 > 0, fiir das die Menge M := {n € N :
xn, & Ug (20)} unendlich viele Elemente besitzt. Das bedeutet, dass es entweder

Fall 1 unendlich viele n € N, und somit eine Teilfolge (z,, )i von (z,), gibt, sodass

Top = F 7 WUng) > £ (o) + <0,

gilt, oder, dass es
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10. Stetigkeit

Fall 2 unendlich viele n € N, und somit eine Teilfolge (z,,); von (z,), gibt, sodass
Tn, = 7 (ny) < 7 (w0) — <o,
gilt, oder, dass sogar beide Teilfolgen existieren.

Im Fall 1 folgt aus der Monotonie von f fiir alle & € N die Abschéatzung

Yny = f(f_l(ynk)) > f(f_l(y0> + 50)?

die sich also auch durch den Grenzwert & — oo durchzieht und zusammen mit
der strengen Monotonie dann zum Widerspruch fiihrt:

yo = Hm yn, > F(f7 (v0) +20) > F(F 7 (00)) = vo.
Analog gilt im Fall 2 wegen der Monotonie von f,

Yn, = (7 W) < F(F (o — €0)),

fiir jedes j € N und im Grenzwert j — oo folgt wegen der strengen Monotonie
der Widerspruch

yo = lim g, < U o —20)) < F(F (o)) = wo.

O

Auch dieser Satz liefert uns eine neue spannende Information iiber die Expo-
nentialfunktion, denn von dieser wissen wir, dass sie auf I = R streng monoton

wichst (vgl. Satz [8.40|[(e)). AuBerdem haben wir in Beispiel [10.24] gesehen, dass

exp(R) = (0,00) gilt. Damit wissen wir, dass die Umkehrfunktion existiert. Sie
bekommt einen eigenen Namen.

Definition 10.33. Die Funktion

In:=log :=exp ':(0,00) =R mit In(z):=log(z):=exp *(z), z € (0,00),
heifit (natiirlicher) Logarithmus.

Der Logarithmus hat die folgenden Eigenschaften.

Satz 10.34. (a) Die Funktion In ist auf (0, 00) stetig und wichst streng mono-
ton.

(b) Es gilt In(1) =0 und In(e) = 1.
(¢) lim In(z) = oo und lim In(x) = —oo.

T—00 r—0+
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——
e
—_—

E(x) — — In(x)|

Abbildung 10.2.: Die Graphen der Exponentialfunktion und des Logarithmus

(d) Fiir alle x,y € (0,00) und alle r € Q gilt

In(zy) = In(x) + In(y), ln(i) =In(z) —In(y) wnd In(z")=rln(x).

Beweis. (a) Ergibt sich sofort aus Satz|10.32

(b) Ergibt sich aus Satz ()]
(¢) Ergibt sich aus Beispiel [10.21][(b)]
(d) Es gilt nach Satz [8.40][(b)]

eln(x)+ln(y) _ eln(r)eln(y) = zy.

Also ist
In(zy) = ln(eln(m)Hn(y)) = In(z) + In(y).

Weiter gilt mit Satz

ot/ _ 1 1

Tt 1, "

Also ist .
In(z) = In(e” (V) = — 1n(—>. (10.6)

X
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10. Stetigkeit

Damit konnen wir aus der ersten Formel sofort folgern

xz

111(—) = ln(xl> = In(z) + ln<1> = In(z) — In(y).

) ) Y

Es bleibt noch die dritte Formel. Mit den Rechenregeln fiir exp gilt fiir alle
reQ,

exp(lnz”) = 2" = (exp(Inz))” = exp(rinz).

Wegen der Bijektivitit von exp folgt aus der Gleichheit exp A = exp B fiir
alle A, B € R auch die Gleichheit A = B, also hier die Behauptung. O

Sehen wir uns die dritte Rechenregel in @ noch einmal an, so folgt daraus
insbesondere fiir alle a € (0, 00) und alle 7 € Q die Beziehung a” = e™(@") = er'n(@),
Diese verwenden wir nun um die allgemeine Potenzfunktion zu definieren.

Definition 10.35. Fir alle a € (0,00) und alle x € R definieren wir die allge-
meine Potenz durch

a® = e:):-ln(a).

Wir sammeln Figenschaften dieser Funktion.

Satz 10.36. Es sei a € (0,00). Dann ist die Funktion x — a® stetig auf R und
es gelten die bekannten Rechenregeln fiir Potenzen wie beispielsweise

a™ =a"a¥, a'==, (a®)=a".
a
Beweis. Wir beobachten zunéchst, dass die beiden Funktionen x + z - In(a) und
exp jeweils auf R stetig sind, also ist auch die Potenzfunktion als deren Verkettung
nach Satz stetig.
Die Rechenregeln lassen sich alle direkt aus jenen fiir die Exponentialfunktion
ableiten. Wir behandeln deshalb hier nur beispielhaft

g — oty _ o

ln(a)+yln(a) _ goln(a)gyn() _ 4o, 0
Bemerkung 10.37. Zu Beginn der Vorlesung haben wir die rationalen Poten-
zen a? mit ¢ € Q definiert und uns gefragt, wie die reellen Potenzen a™ mit
xo € R\ Q definiert werden kénnen. Dieses Problem ist jetzt mit Hilfe der Expo-
nentialreihe und des Logarithmus auf vielleicht etwas {iberraschende Weise gelost.
Aus Satz folgt, dass die so definierte Funktion

a:R— (0,00), 2+ a”®

zur (natiirlichen) Definition der rationalen Potenzen passt, insofern sie die stetige
Fortsetzung (s. Beispiel [10.17)) dieser Funktion von Q auf R darstellt (Ubung).
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10.5. Funktionenfolgen

In diesem Abschnitt betrachten wir Folgen, deren Glieder durch Funktionen ge-
geben sind. Ein spezielles Beispiel fiir diese Situation haben wir mit den Potenz-
reihen schon gesehen. Wir beginnen mit den folgenden Begriffen.

Definition 10.38. Es se: D C R und fiir jedes n € N sei eine Funktion f,: D —
R gegeben. Wir sagen, die Funktionenfolge (f,,), konvergiert punktweise, wenn
fir jedes x € D die Folge (fn(x)), in R konvergiert. In diesem Fall heifit die

Funktion
D—R
I r+— lim f,(x)

n—oo

die Grenzfunktion von (f,),.
Beispiel 10.39. (a) Essei D =[0,1] und
folz) :=2", x€]0,1],

fiir jedes n € N.

Nach Satz gilt lim,, o, 2™ = 0 fiir alle 2 € [0,1) und fiir z = 1 erhalten
wir fiir jedes n € N den Wert 1, also konvergiert (f,), punktweise gegen
die Grenzfunktion f : [0,1] — R mit

flz) =

0, falls x € [0, 1),
1, falls z = 1.

(b) Es sei (a,), eine Folge in R und fiir jedes n € Ny seien die durch Summation
gebildeten Polynome

n

pn(z) = Z apr®

k=0

gegeben. Sie bilden als Funktionenfolge genau die durch die Folge (a,), ge-
gebene Potenzreihe. Wie wir gesehen haben, konvergiert sie, wenn der Kon-
vergenzradius r der Potenzreihe positiv ist, innerhalb des Intervalls (—r, )
punktweise gegen die Funktion s : (—r,r) — R mit

s(z) = Z apx".

n=1

(c) Essei D :=[0,00) und fiir jedes n € N sei f, : [0,00) — R gegeben durch

nr
1+ n2z2’

folz) :

x € [0, 00).
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10. Stetigkeit

Dann gilt fiir alle x € [0, c0)

. T x/n o
8 ) = i =0
also konvergiert (f,), in diesem Beispiel auf [0, c0) punktweise gegen die
konstante Nullfunktion f = 0.

Bemerkung 10.40. (a) In Epsilons ausgedriickt bedeutet punktweise Konver-
genz einer Funktionenfolge (f,), auf einer Menge D C R:

Ve >0Vz € D Ing =ng(e,x) e NVn >ng: |fulz) — f(z)] <e. (10.7)

(b) Schauen wir uns noch einmal unser drittes Beispiel von oben an, vgl. Ab-
bildung so sehen wir rechnerisch sofort ein, dass diese Funktionenfolge
punktweise gegen die Nullfunktion konvergiert. Schaut man sich jedoch fiir
jedes n € N den grofiten Abstand des Funktionsgraphen der Funktion f,
von der x-Achse und damit vom Graphen der Nullfunktion an, so weigert
sich dieser hartnéckig gegen Null zu streben, sondern bleibt immer konstant
1/2. Rechnerisch sieht man das daran, dass fiir alle n € N gilt

CS 3 [ S R I R e

Wir wollen im Folgenden einen weiteren, restriktiveren Konvergenzbegrift
einfithren, der solch ein Konvergenzverhalten nicht mehr ,toleriert*.

Definition 10.41. Es sei D C R, f : D — R und fir jedes n € N seien
Funktionen f, : D — R gegeben.

(a) Die Funktionenfolge (f,), konvergiert gleichméafig auf D gegen f, falls das
Kriterium

(Ve > 0) (Ing =no(e) € N) (Yn > ng) (Vo € D) : |fu(z) — f(2)] <e.
erfillt ist.

(b) Die Funktionenfolge (f,), konvergiert lokal gleichmafig auf D gegen f,
wenn fir jedes K C D kompakt ithre Einschrinkungen auf K gleichmdflig
gegen f konvergieren.

Bemerkung 10.42. (a) Vergleichen wir das Kriterium fiir gleichméfiige Kon-
vergenz mit der entsprechenden Definition der punktweisen Konvergenz aus
, so sehen wir den Unterschied: Der Quantor ,Vax € D* ist von vorne
nach hinten gerutscht. Das macht einen grofien Unterschied. Bei punktwei-
ser Konvergenz diirfen wir bei der Auswahl des ng sowohl die zugelassene
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| f1 f2 f3 f 4|

Abbildung 10.3.: Die Graphen der ersten vier Funktionen in der Funktionenfolge

aus Beispiel

Abweichung von der Grenzfunktion e als auch den Wert fiir z einflieen
lassen und fiir verschiedene x unter Umsténden verschiedene ng wihlen,
wihrend es bei gleichméfliger Konvergenz zu jedem e ein ny geben muss,
das fiir alle x € D das selbe ist. Wir brauchen in diesem Sinne ein universel-
les oder eben gleichméfiges ng, dass fiir alle z € D simultan den Abstand
|fu(z) — f(x)] kleiner als e garantiert.

Obige Uberlegung zeigt auch sofort, dass jede Funktionenfolge, die gleich-
méafBig gegen eine Funktion f konvergiert, insbesondere auch punktweise
gegen die selbe Funktion konvergiert: Wenn wir ein universelles ny haben,
erfiillt dieses die Konvergenzbedingung natiirlich auch fiir jedes x € D
einzeln.

Anschaulich bedeutet gleichméflige Konvergenz gegen f, dass die Graphen
der Funktionen f,, ab einem gewissen ng alle ganz in einem e-Streifen um

den Graphen der Funktion f liegen, vgl. Abbildung [10.4]

Betrachten wir wieder das Beispiel |10.39 Von oben, so sehen wir, dass das
eben nicht der Fall ist. So verldsst jede Funktion f, irgendwo den Streifen
um die z-Achse mit Breite 1/4.

Beispiel 10.43. Wir betrachten im Lichte der neuen Definition noch einmal

und aus Beispiel [10.39] Beide Funktionenfolgen sind nicht gleichmafig
konvergent.
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f(x)

Abbildung 10.4.: Der e-Streifen um den Graphen der Grenzfunktion f.

Fiir das Beispiel
nx

o) = T
folgt das direkt aus ((10.8)), denn fiir € := 1/4 gibt es fiir jedes n € Nein x € [0, 00),

fir das |f.(z) — f(z)] > € gilt.
Fiir

€ [0, 00),

folz) =2", x€]0,1],
erhélt man wegen 1//2 € (0,1) fiir alle n € N
1
) 0] =3

W) 1B

auf dem gleichen Wege, dass die Funktionenfolge nicht gleichmé&fig konvergiert.

Die Frage der gleichméfligen Konvergenz héngt manchmal sehr stark vom be-
trachteten Intervall ab, was nicht weiter verwundert, denn je grofler dieses ist,
desto mehr x muss ein zu vorgegebenem ¢ gewihltes ng gleichzeitig verarzten.
Schauen wir nochmals die obigen Beispiele an, so sehen, wir, dass bei @ das
Problem bei x = 1 liegt und bei bei x = 0. Halten wir uns von diesen beiden
Punkten fern, so kénnen wir tatséchlich gleichméfiige Konvergenz nachweisen.

Beispiel 10.44. (a) Wihlen wir ein a € (0,1), setzen wir D := [0,a] und
betrachten nun auf dieser Menge die Funktionenfolge

folz) :=2", =x€ D,

so gilt fiir alle z € D die Abschitzung |f,(z) — f(z)| = |z — 0] = 2" < o
(Man beachte, dass die Grenzfunktion auf D nun die Nullfunktion ist.) Sei
nun € > 0 gegeben. Dann gibt es ein ng = ny(e) € N, so dass " < ¢ fiir
alle n > ng ist, da lim,_,., o™ = 0 ist. Also gilt

|fo(z) — f(z)] < @™ < ¢ fiir alle n > ng und alle € D
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und das ist genau die Bedingung fiir gleichméfige Konvergenz.

Zusammengefasst ist die Funktionenfolge ("), also gleichméfig konvergent
auf jedem Intervall der Form [0, a] mit 0 < o < 1, aber nicht auf [0, 1]. Auf
diesem ist sie aber noch punktweise konvergent.

Jede kompakte Teilmenge von [0,1) ist in einem Intervall der Form [0, o]
mit a € (0, 1) enthalten. Also haben wir lokal gleichméBige Konvergenz auf
[0,1). Achtung: Diese Funktionenfolge konvergiert nicht lokal gleichméBig
auf [0, 1]! Warum?

(b) Fiir ein o > 0 setzen wir nun D := [a,00) und betrachten darauf die
Funktionenfolge
fulz) = Y ))
" 1+ n2z?’ '
Dann gilt fiir jedes n € N
nx nx 1 1
— = < - <
[ (@) = F(@)] 1+n222 ~ n222 nzr~ na
Fiir jedes € > 0 gibt es nun ein ny € N mit /(na) < € fiir alle n > ng, also
gilt

1 -
|fu(z) — f(2)] < ——<e fiir alle n > ng und alle x € D.

Zusammenfassend ist diese Funktionenfolge also auf jedem Intervall der
Form [a, 00) fiir a > 0 gleichméfig konvergent, aber nicht auf [0, 00). Lokal
gleichméBige Konvergenz haben wir in diesem Fall auf (0, co), aber ebenfalls
nicht auf [0, o).

Ubungsaufgabe 10.45. Es sei D C R und (f,), eine Funktionenfolge auf D.

(a) Ist (fn)n gleichméBig konvergent gegen f : D — R, so konvergiert auch die
Folge (| fn|)n gleichméBig auf D und zwar gegen |f|.

(b) Die Funktionenfolge (f,), konvergiert genau dann gleichméflig gegen f :
D — R, wenn lim,_ o sup,cp |fu(z) — f(z)| = 0 gilt. Ist die Funktion
f beschrinkt, so gilt in diesem Fall auBerdem lim,,_,. sup,cp |fn(z)| =

sup,ep |f(2)]-
(c) Sei f: D — R eine Funktion. Gibt es eine Nullfolge (a,),, so dass
|fu(z) — f(z)] < ay, fiir fast alle n € N und alle z € D
gilt, so konvergiert (f,), gleichméfig auf D gegen f.

In diesem Abschnitt bleiben nach zwei Resultate zu erzielen. Zuerst bestétigen
wir uns nun erneut, dass Potenzreihen etwas Freundliches sind und beweisen,
dass diese (als Folgen von Polynomfunktionen aufgefasst) auf ihrem Konvergenz-
bereich sogar lokal gleichméfig konvergieren. Zuletzt beschéftigen wir uns mit
dem gleichméfigen Limes stetiger Funktionen.
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Satz 10.46. Es sei (EZ:1 ak:vk)n eine Potenzrethe mit Konvergenzradius r > 0.
Dann konvergiert sie als Folge von Funktionen lokal gleichmdfig auf U,.(0).

Beweis. Es sei K C U,(0) kompakt. Da die Betragsfunktion stetig und K kom-
pakt ist, gibt es nach Satz[10.27|ein xy € K mit |xo| = max{|z| : x € K}. Weiter
ist K C U,(0), also bekommen wir

o :=max{|z|:z € K} = |zo| <.

Damit gilt |z] < o < r fiir alle z € K. Fiir alle ¢ > 0 wahlen wir jetzt ng € N,
sodass Y 7 lag|p" < e gilt. Das ist méglich, da die Potenzreihe ja innerhalb
des Konvergenzradius, also auch in p, absolut konvergent ist und der zugehéorige
Reihenrest (352, |axl pk)n deshalb gegen 0 konvergieren muss. Es folgt fiir alle
x € K und n > ny,

n o (o9} o
| Zakxk - Zakxk| = | Zakxk| < Z |ag|p® < e,
k=1 k=1 k=n k=ng

also die gleichméfige Konvergenz der Potenzreihe gegen ihren punktweisen Grenz-
wert © — > oo apz® auf K.
O

Um zu sehen, dass eine Potenzreihe im Allgemeinen nicht gleichméfig auf dem
vollen Konvergenzintervall konvergiert, kann das folgende Beispiel dienen.

Ubungsaufgabe 10.47. Die geometrische Reihe (3}, z*) ist auf (=1, 1) nicht
gleichméBig konvergent.

Wir zeigen nun, dass gleichméflige Konvergenz Stetigkeit erhélt, eine sehr wichtige
Konsequenz dieser Eigenschaft.

Satz 10.48. Es sei D C R und (f,)n sei eine Funktionenfolge, die auf D lokal
gleichmdfig gegen eine Funktion f konvergiere. Sind die Funktionen f, fir alle
n € N in einem Punkt xq € D stetig, so ist auch die Grenzfunktion f in xq stetig.

Beweis. Sei (xy)y eine Folge in D, die gegen o konvergiert. Wir miissen zeigen,

dass limy o f(zr) = f(x0) gilt.

Sei € > 0. Wir betrachten {z}, : k € Ny}, d. h. die Menge aller Folgenglieder von
(k) zusammen mit dem Grenzwert. Dank der Konvergenz von (zy) ist das eine
abgeschlossene und beschréankte und damit kompakte Teilmenge von D. Wegen
der lokal gleichméfligen Konvergenz von (f,), gibt es also ein m € N, sodass

| () — F(aa)] < % fiir alle k € Ny

gilt.
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Weiter ist nach Voraussetzung die Funktion f,, stetig, also gibt es ein § > 0, so
dass .
| fm(x) = fin(zo)| < 3 fir alle z € D mit |z — x| < ¢

ist. Sei nun kg so gewéhlt, dass |z — x| < ¢ fiir alle k > kg ist. Dann gilt fiir alle
k > ko durch Kombination dieser Uberlegungen

|f (@) = f(wo)| = | f(ex) — fm( )+fm(33k) fm(fﬂo)Jrfm(fﬁo)—f(xo)\

\

IS £ £

cE4 88 0
3 3 3

Bemerkung 10.49. (a) Wir konnen Satz [10.48 auch folgendermafien formu-
lieren: Konvergiert eine Funktionenfolge ( f,,),, auf D lokal gleichm&Big gegen
f und sind alle Funktionen f, in zy € D stetig, so gilt
lim lim f,(z) = lim f(z)= f(zo) = hm fa(zg) = lim lim f,(x).

T—To N—00 T—T0 n—o0 T—xo

Wir haben in diesem Satz also gezeigt, dass man bei gleichméfig konver-
genten Funktionenfolgen den Konvergenz-Limes mit dem Stetigkeits-Limes
vertauschen kann. Dieses Vertauschen von Grenzwerten ist im Allgemeinen
nicht erlaubt, vgl. Warnung[7.24] und insofern sind Sétze dieser Art, die ein
Vertauschen gestatten, sehr wertvoll.

Tatséchlich ist diese Vertauscherei fiir nur punktweise Konvergenz im All-
gemeinen falsch. Beispielsweise gilt fiir unsere Funktionenfolge aus Bei-

spiel [10.39][(a]]

lim lim 2" = lim 0=0# 1= lim 1 = lim lim 2"
z—1— n—o0 z—)l— n—00 n—oo r—1—

(b) Satz gibt aulerdem noch ein manchmal sehr brauchbares Kriterium
ab, um nachzuweisen, dass eine punktweise konvergente Funktionenfolge
oder -reihe nicht gleichméflig konvergiert. Sind namlich alle Folgenglieder
(bei Reihen zum Beispiel alle Summanden) stetige Funktionen, aber die
punktweise Grenzfunktion ist unstetig, so kann die Konvergenz nach diesem
Satz nicht gleichméBig sein.

10.6. GleichmaBige Stetigkeit

Wir bekommen es in diesem Abschnitt mit einem dhnlichen Phéanomen wie bei
der Unterscheidung zwischen punktweiser und gleichméfiiger Konvergenz zu tun.
Erinnern wir uns an die Definition der Stetigkeit, so war f : D — R genau dann
stetig, wenn

(Ve > 0)(Vxg € D)(3) = d(e,20) > 0)(Vz € D) |z —x0| < = |f(x)— f(x0)] < e.
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Das zu bestimmende ¢ darf hierbei auer von ¢, von dem es logischerweise (in
der Regel) abhéngen muss, auch von xy abhéngen. Es liegt also nahe, &hnlich wie
bei der Konvergenz von Funktionenfolgen eine ,,Stetigkeit von hcherer Qualitét®
zu definieren, bei der das § gleichméflig in xq € D gewéhlt werden muss.

Dass das tatsédchlich zu einem restriktiveren Begriff fiihrt, zeigt das folgende Bei-
spiel.

f(x,) o

Abbildung 10.5.: Die Abhéngigkeit des Stetigkeits-Deltas von xg

Beispiel 10.50. Es sei D = [0,00) und f(z) = z?, x € D, vgl. Abbildung [10.5|
Diese Funktion ist offensichtlich stetig, beispielsweise weil sie durch eine Potenz-
reihe mit Konvergenzradius unendlich dargestellt wird. Also gibt es zu jedem
o > 0 und jedem € > 0 ein § > 0, so dass

|2 — 23| < e

fir alle z > 0 mit |z — xo| < 0 gilt. Kénnen wir aber dieses § unabhéngig von

xo wahlen? Die Antwort ist Nein, denn wenn wir z = xg + 9/2 setzen, so gilt
| — x| = 9/2 < §, aber damit ist auch

o\ 0 52

e > |v? — 25| = |z + 20||7 — W| = (QIO + §>§ = 0z + R

Insbesondere ist damit dxg < €, d. h.
€
)< —.
To

Je grofler also das zy wird, umso kleiner miissen wir bei gegebenem & das o
wéhlen. Anschaulich liegt das daran, dass der Graph der Funktion fiir grofle x
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immer schneller ansteigt, wenn wir also im Bildbereich nur eine Abweichung von
e um das f(xg) zulassen, wird der verfiighare Platz fiir das J auf der z-Achse
immer geringer, je weiter wir mit dem xg nach rechts rutschen.

Wir wollen nun die gleichméfige Stetigkeit exakt definieren.

Definition 10.51. Es sei D C R. Dann heifit f : D — R gleichméafig stetig auf
D, falls gilt:

(Ve > 0) (36 =d(e) > 0) (Vag,x € D) |z — x| < = |f(x) — f(z0)| < e.

Bemerkung 10.52. (a) Es ist klar, dass eine Funktion, die auf einer Menge
D gleichméBig stetig ist, auch auf dieser Menge stetig ist, also zu C(D, R)
gehort. Die Umkehrung gilt i.A. nicht, wie Beispiel [10.50] zeigt.

(b) Wie bei der gleichméfiigen Konvergenz auch, ist die Frage, ob eine stetige
Funktion sogar gleichméflig stetig ist, sehr vom zu Grunde gelegten Defini-
tionsbereich abhéngig. Es ist eine Eigenschaft, die der Funktion auf einer
Menge zukommt. Es ist anders als bei reiner Stetigkeit nicht sinnvoll, von
gleichméfiger Stetigkeit ,,in einem Punkt® zu sprechen.

Wir wollen nun einen Fall von Mengen behandeln, auf denen Stetigkeit und
gleichméflige Stetigkeit zusammenfallen.

Satz 10.53. Ist K C R kompakt und f € C(K,R), so ist f gleichmdfsig stetig
auf K.

Beweis. Wir nehmen an, f wire nicht gleichméfBig stetig auf K. Nun miissen
wir unsere Gesellenpriifung in elementarer Logik ablegen und die Definition der
gleichméfigen Stetigkeit negieren. Am besten macht man das ganz formal und
ohne viel nachzudenken mit den Quantoren. Wir schreiben uns noch einmal hin,
was gleichméflige Stetigkeit bedeutet:

Ve > 030 >0, so dass Vz,y € K mit |z —y| <0 gilt |f(z) — f(y)| <e.

Beim Negieren miissen wir wieder aus jedem V ein 4 und aus jedem 3 ein V
machen sowie die Aussage negieren. Das ergibt: f ist auf K nicht gleichmafig
stetig, falls
deog >0V >03x =2(5) € K Jy =y(J) € K mit |z —y| <,
so dass [f(x) — f(y)| = eo.
Nun machen wir uns klar, was wir da bekommen haben. Nach Annahme gibt es
ein €9 > 0, so dass fiir alle 6 > 0 etwas gilt. Wir begniigen uns damit, alle ¢

anzuschauen, die von der Form 1/n fiir ein n € N sind. Also gibt es ein gy > 0, so
dass fiir alle n € N zwei Zahlen z,,,y, € K existieren, fiir die zum einen

1
[Zn — Yn| <0 = - und zum anderen | f(z,) — f(yn)| > €0
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10. Stetigkeit

gilt. Nun ist die Folge (z,), eine Folge in der kompakten Menge K, d. h. sie ist
insbesondere beschrinkt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf [7.35] besitzt sie
damit eine konvergente Teilfolge (x,, )i und es gilt zo := limg 00 z,, € K, da K
abgeschlossen ist. Betrachten wir die Folge (y», )k, so bekommen wir

Ynp = Ty, + (ynk - xnk)

Der erste Summand auf der rechten Seite konvergiert gegen xy nach Konstruktion
und wegen |z, — y,| < 1/n fir alle n € N konvergiert der zweite gegen Null. Also
sind beide Summanden auf der rechten Seite fiir & — oo konvergent, was bedeutet,
dass auch die Folge (yn, )i fiir & — oo konvergiert mit limy_,o yn, = %o. Da f in
xo stetig ist, gilt

Tim [£(20,) = F(go,)| < T (1 (on,) = Fl@o)| + | (w0) = F(ga,)]) = 0+0 =0,

was im Widerspruch zu |f(z,) — f(yn)| > &0 fir alle n € N steht. Also muss f
gleichméBig stetig in K sein. O

Wir fiithren noch einen weiteren Stetigkeitsbegriff ein.

Definition 10.54. Es sei D C R und f : D — R eine Funktion. Diese heifst
Lipschitz-stetig, falls eine Konstante L > 0 existiert, so dass

|f(z) = f(y)| < Llz —y|
fiir alle x,y € D gilt.

Bemerkung 10.55. Man kann sich leicht iiberlegen, dass der Begriff der Lipschitz-
Stetigkeit sogar ein noch stérkerer als der der gleichméfligen Stetigkeit ist, denn
wenn f Lipschitz-stetig und € > 0 ist, so gilt fiir jedes 0 < § < ¢/L sofort
€

(@) = fy)l < Lle —y| < L+
fiir alle z,y € D mit |z — y| < §. Man beachte, dass das ¢ nur von £ und nicht
von z oder y abhéngt, also ist f tatsdchlich gleichméBig stetig. Die Umkehrung
ist auch hier wieder i.A. falsch, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 10.56. Wir setzen D = [0,1] und f(z) = y/z. Dann ist f nach Satz
stetig und nach Satz [10.53] auch gleichméBig stetig auf D. Nehmen wir aber an,
es gébe ein L > 0, so dass fiir alle x,y € D gilt

so folgt fiir die spezielle Wahl y = 0 sofort /z < Lz, d. h.

= £

1
L> NG fur alle x € (0, 1].

Also ist f nicht Lipschitz-stetig.
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Schon aus der Schule werden Sie das Thema dieses Abschnitts kennen. Man
mochte das Anderungsverhalten einer Funktion in einem Punkt, d. h. anschaulich
gesprochen die Steigung des Funktionsgraphen an dieser Stelle quantitativ fassen.
Dazu nahert man die Tangentensteigung mit den bekannten Sekantensteigungen
an und kommt auf den Differenzenquotienten. Dessen Grenzwert, die Ableitung,
gibt dann die Steigung an.

Abbildung 11.1.: Der Differenzenquotient %ﬁ)ﬂm) entspricht der Steigung der
blauen Sekante. Fiir x — z definiert er die Steigung des Gra-
phen bzw. die Ableitung der Funktion in x.

Auch die Differenzierbarkeit einer Funktion ist so im Grunde nichts anderes als
ein Grenzwertproblem, das wir mit unseren bisherigen Erkenntnissen behandeln

konnen.
In diesem Abschnitt sei / C R immer ein Intervall.

Definition 11.1. (a) Es sei xg € I. Eine Funktion f : I — R heifit differen-
zierbar in xq, wenn der Grenzwert

i £@) = f(zo)
T—T0 T — 2o

existiert. In diesem Fall heifit dieser Grenzwert die Ableitung von f in xg
und wird mit f'(xq) bezeichnet.

(b) Eine Funktion f : I — R heifit differenzierbar auf I, falls sie in allen
Punkten xo € I differenzierbar ist. In diesem Fall wird durch x — f'(z)
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11. Differenzierbarkeit

fiir x € I eine Funktion ' : I — R definiert. Diese Funktion heifit die
Ableitung oder auch Ableitungsfunktion von f auf I.

Bemerkung 11.2. Es ist nicht schwer sich klarzumachen, dass der Grenzwert
in obiger Definition genau dann existiert, wenn der Grenzwert

lim f(zo+h) — f(xo)
h—0 h

existiert, und dass dann diese beiden Limites iibereinstimmen. Man kann also je
nachdem, was in der jeweiligen Situation {ibersichtlicher erscheint, den einen oder
den anderen Grenzwert untersuchen.

Beispiel 11.3. (a) Es sei zunéchst f(z) = ¢ € R konstant fiir alle € I. Dann
ist f in I differenzierbar und es gilt f’'(z) = 0 fiir alle z € I.

(b) Wir betrachten I = R, 20 = 0 und
flx)=lz|, zeR.

Dann gilt

T — Tg T

ﬁﬂ:ﬂﬂLJﬂ:{ 1, fiir > 0,

T —1, fiir x < 0.

Also existiert der Grenzwert dieses Ausdrucks fiir x — xg = 0 nicht, d. h.
f ist in O nicht differenzierbar. Man beachte, dass f aber in 0 stetig ist.

Wir behandeln in diesem Abschnitt noch eine Umformulierung von Differenzier-
barkeit. Sie besagt anschaulich, dass eine differenzierbare Funktion affin linear
angenihert werden kann (mit Hilfe ihrer Tangente), und dass dabei lokal nur ein
kleiner Fehler passiert.

Satz 11.4. Fine Funktion f : I — R st in xo € I genau dann differenzierbar
mit f'(x¢) = a, wenn sie sich fir x € I durch

f(x) = f(xo) + alz — xo) + (),
darstellen ldsst, wobei fiir die Funktion r: I — R gilt:

lim r(z)

’:0 (11.1)

Beweis. Der Beweis ist ganz direkt, wenn wir uns klarmachen, wie sich die Funk-
tion r zum Differenzenquotienten verhalten muss. Zu festem xq € I betrachten
wir

r(z) = f(z) — f(z0) — alz — x),
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s s >
1 1 v

Abbildung 11.2.: Die affin lineare Funktion z — f(z¢) + a(z — 2) mit Steigung
a = f'(xo) approximiert die differenzierbare Funktion f nahe x.
Der Fehler r(x), der dabei im Punkt z passiert, verschwindet
und ist stetig in xg.

dann existiert a = lim,_,,, %ﬁo@o) genau dann, wenn gilt
r(z) _ f(x)_f(xo)_a _ = Zo s Y
|z — x| T — X |z — x|

]

Die Eigenschaft sagt insbesondere, dass der Fehler oder Rest r, der hier
bei der affinen Approximation von f bleibt, in x( stetig ist und nahe zy langsa-
mer als linear anwéchst. Zum Beispiel in der Physik wird das sehr oft benutzt:
Differenzierbare Funktionen werden durch ,starkes Ranzoomen® oder ,lokales
Hinschauen® praktisch linear.

Wir haben in Beispiel [11.3(b)| gesehen, dass es stetige Funktionen gibt, die nicht
differenzierbar sind. Dass aber umgekehrt jede differenzierbare Funktion not-
wendigerweise stetig ist, ist jetzt eine direkte Folgerung aus der Darstellung in

Satz [11.4]
Satz 11.5. Es sei f: I — R in x¢ € I differenzierbar. Dann ist f stetig in xg.

11.1. Rechenregeln fiir Ableitungen

Eine Ableitung ist nichts anderes als der Grenzwert einer Funktion, ndmlich des
Differenzenquotienten x — %ﬁéwo) Fiir die Berechnung von Grenzwerten ha-
ben wir schon viele Techniken und Kriterien kennengelernt, die wir jetzt anwenden
konnen. Insbesondere liefern die Grenzwertsétze sofort die Differenzierbarkeit von
Summen, Vielfachen und Produkten differenzierbarer Funktionen (vgl. Satz[11.7).
Zuerst bestimmen wir beispielhaft die Ableitung von Monomen und der Expo-
nentialfunktion.
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11. Differenzierbarkeit

Beispiel 11.6. (a) Es sei [ = R und n € N. Wir betrachten
flx)=2a", zeR.

Dann gilt nach Satz fiir alle 2, 29 € R mit = # o
n n n—1
f@) = flwo) _ 2" —af =3 bk

T T
r — T r — 29 0

Also ist

T—xQ T — l’o

n—1 n—1
z) — f(x ) 1 ) 1
lim —f( ) — f(zo) = lim g xkxg 1=k — g lim xkxg 1=k
T—T0 — P T—rx0

3
-

n—1 __ n—1
Ty =nxy .

0

B
Il

Damit ist f auf R differenzierbar und es gilt (z")" = na""!.
(b) Es sei wieder I = R und jetzt
f(z) =exp(z) =¢", xR
Dann gilt

flxog+ h) — f(xg) e¥oth —et0  eTogh _ g0
h h B h

— e (h —0)

mit Hilfe von Beispiel [(b)] Also ist die Exponentialfunktion auf R
differenzierbar und es gilt exp/(z) = e = exp(z).

Jetzt kommen wir zum Grenzwertsatz fiir Ableitungen, der gleichzeitig die Re-
chenregeln liefert, mit denen die Ableitung als Grenzwert der Differenzenquo-
tienten von Summen, Vielfachen, Produkten und Quotienten von Funktionen
bestimmt werden kénnen.

Satz 11.7. Es seien f,g: 1 — R in xy € I differenzierbar und o, 8 € R. Dann
gilt

(a) af + By ist in xq differenzierbar und
(af + B9)'(x0) = af'(zo) + Bg'(x0)- (Linearitét)
(b) fg ist differenzierbar in xo und

(f9) (wo) = f'(z0)g(wo) + f(20)g'(20). (Produktregel)
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11.1. Rechenregeln fiir Ableitungen

(c¢) Ist g(xg) # 0, so existiert ein Intervall J C I mit xg € J und g(x) # 0 fir
alle x € J. Auflerdem ist die Funktion f/q: J — R differenzierbar in xo und
es qilt

JAY ) = f'(xo)g (o) — f(ifo)g/(ffo)‘
( ) 8 (9(900))2

(Quotientenregel)
Beweis. Die Aussagen @ und @ behandeln wir als Ubungsaufgaben.

Die Existenz von J in|(c)| folgt aus der Stetigkeit von g in zq (vgl. Satz[11.5) wie
in [[0.16(b]

Weiter gilt fiir den Differenzenquotienten

Mo 1 @) — fe)y()
x — To g(x)g(xo) T — X
1 f@)g(wo) — flzo)g(o) + f(x0)g(20) — fl20)g(x)
9(x)g(xo) x — g
L1 (@) )~ gl
B 9(93)9(370)< T — T 9(z0) = (o) T — To )

Da g in xz( differenzierbar ist, ist diese Funktion insbesondere in x, stetig (vgl.

Satz|11.5]), also konnen wir in obiger Gleichung zum Grenzwert x — xg ibergehen
und erhalten die Behauptung.

]
Es folgt sogleich die Rechenregel fiir die Verkettung differenzierbarer Funktionen.

Satz 11.8 (Kettenregel). Es seien I,J C R Intervalle und g : I — R sei dif-
ferenzierbar in xo € I. Weiter gelte g(I) C J und die Funktion f : J — R
sei differenzierbar in yy = g(xo). Dann ist auch die Funktion fog : I — R
differenzierbar in xo und es gilt

(fo 9)/(350) = f/(g(l’o)) '9/(1‘0)-

Beweis. Wir betrachten den Differenzenquotienten f : J — R von f auf J:

- M, fiir y € J mit y # yo,
fly) = Y= Yo
f (o), fiir y = vo.
Dann gilt 3
FW)y—yo) = f(y) — f(wo) (11.2)

und wegen der Differenzierbarkeit von f in yq ist

T F(y) = ) = £'(9(x0))
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11. Differenzierbarkeit

Nach Satz ist g stetig in ¢, also gilt auch
Tim f(g(@) = flg(a)) = J'(g(a0)).
Daher folgt schlieBlich mit Hilfe von (T1.2)
f9(x)) = flg(wo)) _ Flg(2))(9(x) — g(0))

T — X T — Xo

= Flg(a) @900 som gy g, O

T — Tg

Beispiel 11.9. Essei a > 0 gegeben. Dann betrachten wir auf / = R die Funktion
o(x) :=a", xeR.

Per Definition ist p(x) = e*™? Um die Kettenregel anzuwenden setzen wir
f(y) := €Y und g(z) := xIn(a). Dann ist ¢ = f o g. Da sowohl f als auch g
auf ganz R differenzierbar sind und f auf ganz R definiert ist, sind die Voraus-
setzungen von Satz erfiillt und es gilt

(a®) = f'(g(2))g'(z) = e’ In(a) = " In(a) = 0" In(a).

Weiter konnen wir eine allgemeine Rechenregel fiir die Ableitung der Umkehr-
funktion angeben.

Satz 11.10. Es sei f : I — R stetig, streng monoton und in xq € I differenzierbar
mit f'(xo) # 0. Dann ezistiert die Umkehrfunktion f=' : f(I) — R, diese ist
differenzierbar in yo = f(xo) und es gilt

1
F (o) = -
= )
Beweis. Die Existenz der Umkehrfunktion folgt sofort aus der strengen Monoto-
nie von f. Fiir den Differenzenquotienten gilt mit f~*(y) = z:

) = o) o=@ eey 1
Y=Y f(z) = f(xo) f'(zo)
Die Behauptung folgt jetzt direkt daraus, dass wegen der Stetigkeit von f~! in

Yo (Satz[10.32)) der Grenziibergang y — 1o die Konvergenz f~'(y) = 2 — x5 =
/= Y(yo) nach sich zieht. 0

Beispiel 11.11. (a) Wir bestimmen die Ableitung des Logarithmus als Um-
kehrfunktion der Exponentialfunktion. Sei dazu I = R und f(z) = e” auf
I. Dann ist f~!(z) = In(z) fiir alle z € (0,00) und mit Satz gilt fiir
y = f(z) die Bezichung

W) (y) = (F V() = o =+ = =3ye@m»
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11.2. FEigenschaften differenzierbarer Funktionen

(b) Damit bekommen wir dank der Kettenregel fiir jede auf I differenzierbare
Funktion f: I — R, die f(z) > 0 fur alle « € I erfiillt,

1 f()
@) 7o)

Man nennt das die logarithmische Ableitung von f.

(nof)(z) = — f'(z) = rel.

(c) Fiir 2 >0, a € R und f(z) := 2® = e*™®) erhalten wir

a—1

f'(z) = e*"@ (In(z)) = 2= = ax

SRS

Die Ableitungsregel fiir die Potenz mit natiirlichem Exponenten aus Bei-
spiel verallgemeinert sich also auch auf die allgemeine Potenz, so-
lange x > 0.

Insbesondere haben wir im Fall a = 1/2

(VY () = 2\% >0,

11.2. Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Dieses Kapitel sammelt wichtige Séatze iiber differenzierbare Funktionen, ver-
gleichbar mit Kapitel fiir stetige Funktionen. Wir beginnen mit einem Satz,
der in den verschiedensten Zusammenhéingen in- und auflerhalb der Mathematik
zur Anwendung kommt. Er hilft bei der Bestimmung von Maximal- und Mini-
malstellen einer Funktion. Wir definieren zunéchst genau, was wir damit meinen.

Definition 11.12. Es sei D C R und f: D — R eine Funktion.

(a) Man sagt, dass f in xg € D ein globales Maximum (bzw. globales Mini-
mum) hat, falls f(x) < f(xo) (bzw. f(x) > f(xo)) fiir alle x € D gilt.

(b) f hat in xo € D ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum), falls ein
d > 0 emistiert, so dass f(x) < f(xo) (bzw. f(x) > f(xo)) fir alle z €
D N Us(xg) gilt.

(c) Allgemein spricht man von einem globalen bzw. lokalen Extremum in xo,
wenn f dort ein entsprechendes Mazximum oder Minimum hat.

Satz 11.13. Es seien I C R ein offenes Intervall und f : I — R differenzierbar
inxy € I. Hat f in xo ein lokales Extremum, so gilt f'(zo) = 0.

Warnung 11.14. Da dieser Satz so oft verwendet wird, wird er auch gerne falsch
verwendet. Darum hier (aus vielfach gegebenem Anlass) zwei Warnungen.
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11. Differenzierbarkeit

(a) Die Voraussetzung, dass f auf einem Intervall ohne Randpunkte als De-
finitionsbereich betrachtet wird, ist wesentlich. Ein einfaches Beispiel ist
die Funktion f(x) = x auf dem Intervall [0, 1]. Diese hat ein globales (und
damit insbesondere ein lokales) Minimum in zg = 0, aber f/(0) = 1.

(b) Die Umkehrung gilt nicht! Das sieht man sofort an dem Beispiel f(x) = 23

auf I = R. Dann ist niimlich f'(x) = 322, also f'(0) = 0, aber diese Funktion
hat in 0 kein Extremum, denn in jeder Umgebung Us(0) fiir § > 0 liegen
Punkte mit f(z) > 0 = f(0), z. B. x = 9/2, und mit f(z) < 0= f(0), z. B.
x = —9/2.

Beweis von Satz[11.13. Wir gehen zunichst davon aus, dass f in z( ein lokales
Maximum hat. Dann existiert ein § > 0, so dass gleichzeitig Us(zo) € I und
f(x) < f(xg) fur alle x € Us(xy) gilt. Die erste Bedingung kénnen wir erfiillen,
weil zg kein Randpunkt von [ ist, die zweite ist genau die Definition des lokalen
Maximums. Sei nun = € Us(xg) aber z # xy. Dann ist

F(x) — f(z0) { <0, falls # > o,

T — X > 0, falls © < xg.
Da f aulerdem in x( differenzierbar ist, muss damit gelten

T—rzo+ T — Xg T=TO— T — Xo
Also ist f'(xo) = 0.
Wir widmen uns nun dem Fall, dass f ein lokales Minimum in z, hat. Dann
hat die Funktion —f in xg ein relatives Maximum, denn es gibt ein 6 > 0, so
dass fiir alle x € Us(zg) die Ungleichung f(z) > f(zo) erfiillt ist. Also ist fiir
alle diese = auch —f(z) < —f(xg). Nach dem ersten Teil des Beweises gilt also

f'(xo) = =(=f)(20) = =0 = 0. O

Satz 11.15 (Mittelwertsatz der Differenzialrechnung). Seien a,b € R mit a < b
und f : la,b] — R sei stetig auf |a,b] und differenzierbar in (a,b). Dann gibt es
ein & € (a,b), so dass

[
(

f(b) - f(a)
b

> 0.

= f'(£), bzw. gleichbedeutend f(b) — f(a) = f'(£)(b—a)

qgilt.

Anschaulich bedeutet dieser Satz, dass die Sekantensteigung der Funktion, die
man anhand der beiden Punkte a und b erhélt, irgendwann dazwischen tatséchlich
als Tangentensteigung angenommen wird, vgl. Abbildung[11.3] Dabei ist die Se-
kantensteigung zwischen a und b die mittlere Steigung, die die Funktion auf die-
sem Intervall hat. Der Mittelwertsatz sagt also, dass differenzierbare Funktionen
auf jedem Intervall mindestens einmal ihre mittlere Steigung annehmen miissen.
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f(b)

f(a)

Abbildung 11.3.: Der Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

Beweis. Wir betrachten die Hilfsfunktion
(x —a), x€la,b.

Dann ist offensichtlich auch g € C([a, b], R) und g ist differenzierbar auf (a,b) mit

g = ) - LD,
—a
AuBerdem ist g(a) = g(b) = 0. Kénnen wir nun zeigen, dass es ein £ € (a,b) gibt,
fiir das ¢’(£) = 0 gilt, so haben wir damit f/(§) = f(®)—=f(a)/p—¢ und sind fertig.
Wir beobachten zunéchst, dass im Fall g(x) = 0 fiir alle € [a, b] nichts mehr
zu tun ist, denn dann ist insbesondere ¢'(x) = 0 fiir alle x € (a,b). Es sei also
g nicht konstant. Da ¢ eine stetige Funktion auf der kompakten Menge [a, b] ist,

gibt es nach Satz[10.27| Zahlen ¢, s € [a, ], so dass
g(t) < g(x) < g(s) fiiralle z € [a,b]

gilt. Ware nun sowohl ¢ € {a, b}, als auch s € {a, b}, so wire g(s) = g(t) = 0 und
damit wieder g(x) = 0 fir alle x € [a, ], was wir gerade ausgeschlossen haben.
Es gilt also ¢t € (a,b) oder s € (a,b), d. h. eins der beiden ist ein innerer Punkt
von [a, b]. Weiterhin hat g dort ein relatives Extremum. Also gilt nach Satz
g'(t) = 0 oder ¢'(s) = 0 und der Beweis ist beendet. O

Wir wollen nun einige Folgerungen aus dem Mittelwertsatz ziehen.
Satz 11.16. (a) Es seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R sei stetig. Ist f

auf (a,b) differenzierbar und gilt f(a) = f(b), so gibt es ein £ € (a,b) mit
f'(€)=0. (Satz von Rolle)
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(b) Es sei f: 1 — R auf dem Intervall I differenzierbar. Dann gilt

Ist f' =0 auf I, so ist f auf I konstant.

Ist f' >0 auf I, soist f auf I streng monoton wachsend.
Ist f' <0 auf I, soist f auf I streng monoton fallend.
Ist f' >0 auf I, so ist f auf I monoton wachsend.

Ist f' <0 auf I, soist f auf I monoton fallend.

Beweis. (a) folgt direkt aus dem Mittelwertsatz.

(b) Es seien a,b € I mit a < b. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein
¢ € (a,b) mit f(b) — f(a) = (b —a)f'(§). Ist die Ableitung von f nun
konstant Null auf 7, so muss also f(a) = f(b) gelten. Da a und b in [
beliebig waren, ist f auf I konstant,

Weiter ist der Ausdruck b—a immer positiv, also ergibt sich das Vorzeichen
von f(b) — f(a) direkt aus dem Vorzeichen von f’(§). Daraus kann man die
4 restlichen Behauptungen sofort ablesen.

]

Schon an diesen reichhaltigen Folgerungen sieht man die Stérke des Mittelwertsat-
zes. Dieser ist aber auch im analytischen Alltag immer wieder ein unverzichtbares
Hilfmittel. Eine typische Anwendung zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 11.17. Wir zeigen, dass fiir alle a,b > 1 die Ungleichung

va - Vi < 0

gilt. Dazu seien a,b > 1 gegeben. Wir wenden den Mittelwertsatz auf die Wur-
zelfunktion f(x) = y/x an und erhalten mit einem & zwischen a und b

Va = Vo] = [f(a) = F®)] = | £ €)@ —b)| = |F(©)]la - b].
Da a und b groBer oder gleich 1 sind, gilt £ > 1, also ist

1 1

/(9| = NG <3

und wir erhalten

[y

5
Satz 11.18 (verallgemeinerter Mittelwertsatz). Es seien a,b € R mit a < b und
f,g:la,b] = R seien stetig sowie differenzierbar auf (a,b). Ist ¢'(z) # 0 fir alle
x € (a,b), so gibt es ein & € (a,b) mit

fb) — fla) _ f'(§)
g(b) —gla) g€

!f—@|§%|a—b|=

146



11.2. FEigenschaften differenzierbarer Funktionen

Beweis. Zuerst halten wir fest, dass g(b) — g(a) # 0 ist, da sich mit ¢'(z) # 0 fiir
alle z € (a,b) sonst ein Widerspruch zum Satz von Rolle ergébe. Wir betrachten
jetzt die Hilfsfunktion

h(z) = (f(b) = f(a))g(x) — (9(b) — g(a)) f(2).
Dann ist h € C([a, b], R), differenzierbar in (a,b) und es gilt

h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(a) — g(b) f(a) + g(a)f(a)
= f(b)g(b) — f(a)g(b) — g(b)f(b) + g(a)f(b) = h(b).

Also gibt es nach dem Satz von Rolle ein £ € (a,b) mit

0="n() = (f(b) — f(a))g'(€) — (9(b) — g(a)) f'(£),
woraus wegen ¢'(z) # 0 fiir alle z € I die Behauptung folgt. O

Ubungsaufgabe 11.19. Es sei f : I — R differenzierbar auf einem Intervall
I C R. Dann erfilllt f' die Zwischenwerteigenschaft, d. h. sind u,w € f'(I) mit
u < wund yg € (u,w), so gibt es ein xy € I mit f'(x9) = yo.

Anders formuliert: Fiir jede differenzierbare Funktion f : I — R ist f/(I) ein
Intervall (oder ein Punkt).

Beachten Sie bei Ihrem Beweis, dass f’ nicht unbedingt stetig vorausgesetzt ist,
den Zwischenwertsatz konnen Sie also in der Tasche lassen.

Der verallgemeinerte Mittelwertsatz gibt uns ein starkes Hilfsmittel zur Bestim-
mung von Grenzwerten bei Quotienten von Funktionen, das wir zum Abschluss
dieses Abschnitts beweisen wollen.

Satz 11.20 (Satz von de I'Hospital). Es sei (a,b) ein offenes Intervall in R
(dabei ist hier a = —oo oder b = oo zugelassen) und f,g : (a,b) — R seien
differenzierbar auf (a,b) mit ¢'(x) # 0 fir alle z € (a,b). Gilt dann

(1) lim f(z) = lim g(z) = 0 oder

(1I) lim g(x) = +o0

r—ra

und existiert der Grenzwert )
L := lim M
T—a g’(x)
oder hat dieser im Sinne von bestimmter Divergenz einen Wert oo oder —oo,
dann gilt
f(z)

lim —~% = L.
r—a g([L‘)

Die Aussage dieses Satzes bleibt richtig, wenn man dberall a durch b ersetzt.
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11. Differenzierbarkeit

Beweis. Wir betrachten den Fall (I) und gehen zunéchst davon aus, dass a € R
gilt. Dann setzen wir f und g durch f(a) := g(a) := 0 stetig fort und wéhlen
ein b € (a,b). Dann gilt f,g € C([a,b],R), denn die Funktionen sind ja auf (a, b)
differenzierbar und damit insbesondere stetig. Ist nun « € (a,b), so gibt es nach
dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (Satz ein £ = ¢(z) € (a, ) mit

f@) _ f@) - f@) _ F©)
g(x)  g(x)—gla)  g(&)

Strebt nun x — a, so muss zwangslaufig auch & — a gehen, also folgt

o T@) o JE) )

vva g(x)  wmag(E(x))  Eoag(§)
Wir kénnen uns also dem Fall a = —oo zuwenden. Dann substituieren wir ¢t = /5.
Das fithrt dazu, dass der Grenziibergang r — a = —o0 in t — 0— iibergeht. Wir
setzen

= L.

f(t):= f(Ye) und  g(t):=g(//e), € (=1/pl,0).
Dann gilt fiir alle t € (—1/js},0)

Fo= (1) (1) i 70—a()) (1)

und somit gilt auch

lim J'(®) li f'/(=) _ lim f'() . f(x)

PR G(E) T ehon g(f) () et g () e gla)
Wir konnen also das oben schon Bewiesene anwenden und erhalten

T ACA R TI  V0 BETI (O

T gla) T et g(f) e gln) e gi(n)

Der Fall (II) und die Ersetzung von a durch b bleiben als Ubungsaufgabe stehen.
[

Beispiel 11.21. (a) Es seien a,b > 0. Wir wollen den Grenzwert
.a® =0
lim
r—04+ x
untersuchen. Wir betrachten das Intervall (0, 1) und die Funktionen f(z) =

a® —b* und g(x) = z auf (0,1). Diese sind dort beide differenzierbar und
es gilt ¢'(x) =1 # 0 fur alle x € (0,1). Auflerdem ist

Wir koénnen also den Satz von de I’Hospital anwenden und erhalten
a® — b* a”In(a) — b* In(b)

lim = lim
r—0+ x r—0+ 1

= In(a) — In(b),

was wohl nur sehr schwer zu erraten gewesen wire.
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11.3. Die Ableitung von Potenzreihen

(b) Ebenso kann man zeigen:

In(z 1
lim ( >: lim ﬁ:O.
T—00 X z—oo 1
In diesem Fall hat man es mit einem uneigentlichen Grenzwert der Form
/00 zU tun.

(c) Eine kleine Umformung fithrt dazu, dass man mit der Regel von de 1'Hospi-
tal auch Grenzwerte der Form 0- oo behandeln kann. Das geht exemplarisch
S0:

1 1
lim zIn(z) = lim n(x) = lim / = lim (—x) =
z—0+ z—0+ 1/33 z—0+ —1/952 z—0+
Man beachte, dass hier u.a. wegen lim, o4 In(z) = —oo und lim, 4 /2 =

oo die Anwendung des Satzes gerechtfertigt war.

Dieser Grenzwert ermoglicht uns nun zusammen mit der Stetigkeit der Ex-
ponentialfunktion noch die Berechnung von

lim 7% = lim ezln(m) — elimzﬁoJrrln(m) — eO —1.
z—0+ z—0+

Warnung 11.22. Dieser Satz hat viele Voraussetzungen und diese sind wirklich
alle notig! Im Eifer des Gefechts gegen einen hartnéckigen Grenzwert wird hier
gerne die eine oder andere vergessen. Besonderer Beliebtheit erfreut es sich, nicht
nachzupriifen, ob es sich wirklich um einen sogenannten , uneigentlichen* Grenz-
wert der Form 90 oder £>°/+o handelt. Nur solche kann dieser Satz behandeln!
Die besondere Gemeinheit ist, dass man bei einer nicht gerechtfertigten Anwen-
dung von I’'Hospital keine Warnmeldung zuriickbekommt, sondern ein schones
Ergebnis, das aber meistens leider einfach falsch ist. Hier ist ein typisches Bei-
spiel: Einfach mit Anwendung der Grenzwertsétze ergibt sich, dass

. e —1  limgy0(e*—1) 0
lim = — = —
=0 ¢ — 1 lim, ,o(x — 1) -1

=0

ist. I'Hospital ist hier nicht anwendbar, da weder Fall (I) noch Fall (IT) aus dem
Satz vorliegt. Wendet man ihn aber trotzdem an, bekommt man

e’ —1 997 . €

lim =lim—=¢e"=1
x—>01}—1 x—)Ol

Y

also ein falsches Ergebnis.

11.3. Die Ableitung von Potenzreihen

Wir wollen uns in diesem Abschnitt zunéchst mit der Ableitung von Funktionen,
die durch Potenzreihen gegeben sind, beschéftigen. Wie nicht anders zu erwarten
stellt sich heraus, dass diese wieder besonders schon sind.
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11. Differenzierbarkeit

Satz 11.23. Es sei f(z) = Y " a,(x — po)" eine Potenzreihe mit Entwick-
lungspunkt py € R und strikt positivem Konvergenzradius r. Wir setzen I =
(po — 7, po + 7). Dann gilt:

(a) Die Potenzreihe
g(x) = Z na,(x — po)"
n=1
hat ebenfalls den Konvergenzradius r.

(b) Die Funktion f ist auf I differenzierbar und es gilt

f(z) =g(x) = inan(m‘ —po)" "t fiir alle x € 1.

n=1

Beweis. Da mit Hilfe von Ubungsaufgabe [7.45

lim sup {/|na,| = lim Sup<{”/ﬁ\”/ |an|> = ILm Ynlimsup ¥/ |a,| = limsup /|a,|
n—00 n—00 n—00 n—00 n—00

gilt, folgt die Aussage in sofort aus dem Satz von Hadamard.

Zum Beweis der Aussage in @ bezeichnen wir fiir jedes n € N mit s, :=

> peoar(® — po)¥ die n-te Partialsumme und mit R, := Y7 ap(z — po)

den n-ten Reihenrest. Nun sei xy € I fest. Dann wéhlen wir ein 0 < o < 7, so

dass xg € [po — 0,p0 + 0] C I gilt. Es folgt fiir alle 2 € [py — 0, po + 0] mit = #

und allen € N

CEC
GOk R”(ml__?o(%) 080 _ o (20) + o 20) — gla0)
< [ mnte) g | | P s ) gt (113

Sei nun € > 0. Unser Ziel ist es, abhéngig von € ein 6 > 0 zu finden, so dass fiir
alle x € Us(x) der Ausdruck auf der linken Seite der oberen Ungleichung kleiner
als € wird. Dazu untersuchen wir die 3 Summanden auf der rechten Seite jeweils
einzeln und versuchen sie jeweils kleiner als /3 abzuschétzen.

Zunéchst gilt

sp(x) = Z kar(z —po)*,
k=1

also existiert nach [(&)] lim, .« s, () = g(z) fiir alle z € I. Insbesondere gibt es
also ein ny € N, so dass

st (20) = glo)] <
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11.3. Die Ableitung von Potenzreihen

fiir alle n > n;y gilt.
Wir wenden uns dem zweiten Summanden zu. Fiir alle = € [py — 0, po + 0| mit
x # x9 und alle n € N gilt nach der Dreiecksungleichung und mit Hilfe von

Satz

’R (7o) ‘ )Z ar((x — po)* (fo—po)k)‘
L= %o k=n+1 L= %o
k-1
= ) Z (x —po— 2o +po) Y (. —po) (xo — po)*
T — 2o

k=n+1 7=0

Z |ak|2|x—P0|J|$o—po|k .

k=n-+1

Verwenden wir nun, dass sowohl x — py als auch zy — py im Betrag unterhalb p
bleiben, ergibt sich als weitere Abschitzung

00 k—1 . ' 00 k—1
<D a]d P = Y ] Yo

k=n+l  j=0 k=n+1  j=0
oo
k-1 __.
= E klag|o" =: cp.
k=n+1

Wir haben in [(a)| gesehen, dass die Potenzreihe Y2 | n|a,|(z — po)"~! auch den
Konvergenzradius r hat. Da ¢ € (—r,r) gilt, konvergiert die Reihe Y~ | n|a,|o" !
und damit folgt lim,,_,, ¢, = 0, da es sich dabei um die Folge der Reihenreste
handelt, vgl. Satz @ Also konnen wir ein ny € N wihlen, so dass

‘Rn(x) — R, (z0) ’ €
3

r — X

fir alle n > ny gilt. Sei nun ng = max{ny, ns}. Da s, fiir jedes n € N als Polynom

differenzierbar ist, gibt es nun ein > 0, so dass fiir alle x € Us(z) mit = # xg

gilt

Sng (l‘) — Sng (x())
T — 2o

Wl M

— S (Zlf())‘ <

Wiederholen wir die Abschitzung aus (11.3)) fiir n = ng, und nehmen wir das
soeben gewiihlte 4, so ist jeder der 3 Summanden auf der rechten Seite von (|11.3)
kleiner als ¢/3 und die Behauptung ist bewiesen. O

Die besondere Stérke dieses Satzes besteht darin, dass er uns nicht nur abstrakt
die Differenzierbarkeit einer durch eine Potenzreihe gegebenen Funktion sichert,
sondern dass er uns auch gleich sagt, wie wir diese, oder wenigstens eine Potenz-
reihe dieser Ableitungsfunktion, bekommen koénnen: Namlich auf die denkbar
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11. Differenzierbarkeit

einfachste Weise, wir diirfen jeden einzelnen Summanden ,,unter dem Summen-
zeichen® differenzieren. Da sowohl die Summation als auch die Differenziation
einen Grenziibergang darstellen, haben wir hier also wieder ein Beispiel fiir einen
Satz, der das Vertauschen zweier Grenzprozesse gestattet.

Einen kreativen Einsatz dieses Satzes zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 11.24. Wir betrachten die durch eine Potenzreihe gegebene Funktion

fy =3

Wie man leicht nachrechnet, hat diese den Konvergenzradius 1. Fiir |z| < 1 gilt
nun nach dem obigen Satz

flla)= (~1)ra" =) (~a)"

und — welch Gliicksfall — diese Reihe ist eine geometrische, wir kénnen also den
Reihenwert angeben und erhalten

o= = it )

Nach Satz [11.16][(b)] gibt es also ein ¢ € R, so dass f(z) = In(1 + z) + ¢ fiir alle
x € (—1,1) gilt. Nun gilt aber f(0) = 0, genauso wie In(1+ 0) = In(1) = 0 ist,
also muss ¢ = 0 sein. Das liefert

oo n+1
In(1+ ) = Z(—1)"§+ - we (=L,
n=0

Wir konnten also mit Hilfe des obigen Satzes eine Potenzreihendarstellung einer
Funktion angeben, fiir die wir bis jetzt keine solche hatten, bzw. andersherum
formuliert, hat obiger Satz uns geholfen, einen zunéchst schwierig aussehenden
Reihenwert zu berechnen.

11.4. Trigonometrische Funktionen

Wir hatten im Abschnitt [8.5|{iber Potenzreihen die trigonometrischen Funktionen
Sinus und Cosinus definiert als

sin(x) = nz;(—l)”m und cos(x) = nz;(—l)”(gn)!.
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11.4. 'Trigonometrische Funktionen

Geometrisch kennen wir sin(«) und cos(«) als die Langen der Katheten des recht-
winkligen Dreiecks, das im Einheitskreis zum Winkel o (im Bogenmaf) abgetra-
gen werden kann, s. Abbildung[IT.4l Unter anderem dadurch, dass wir den trigo-
nometrischen Pythagoras, sin®(a) + cos?(a) = 1, mit Hilfe der Potenzreihendar-
stellung beweisen, iiberzeugen wir uns, dass die Potenzreihen dem geometrischen
Bild entsprechen. In diesem Abschnitt beweisen wir noch weitere Eigenschaften
von Sinus und Cosinus und definieren die Zahl 7 und weitere trigonometrische
Funktionen. Wir definieren auch die zugehorigen Umkehrfunktionen und bestim-
men die Ableitungen.

Radius =1

Winkel im Bogenmass: o € [(). 27)

1 = Lénge des griinen Teils des Umfangs

Umfang = 27

Abbildung 11.4.: Cosinus und Sinus sind die Léngen der Katheten zum Winkel
« im Einheitskreis (oder: die z- und y-Abschnitte). Die Groe
des Winkels ist im Bogenmafl die Lange des entsprechenden
Anteils des Umfangs im Einheitskreis. Den trigonometrischen
Pythagoras, sin?(a) + cos?(a) = 1, sehen wir hier geometrisch.

Mit unserem Satz[11.23|iiber die Differenzierbarkeit von Potenzreihen konnen wir
direkt die Ableitung des Sinus berechnen und erhalten

e 2n 0 2n

sin'(x) = > (~1)"(2n + ”ﬁ = (-1 (gn)! = cos(a).

n=0 n=0

Genauso berechnet man die Ableitung des Cosinus und erhélt zusammengefasst
das folgende Resultat.

Satz 11.25. Sinus und Cosinus sind auf R differenzierbar und es gilt
sin’(x) = cos(z) wund cos'(x) = —sin(z), r eR.

Weitere Eigenschaften von Cosinus und Sinus:
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11. Differenzierbarkeit

Satz 11.26. Fir alle z,y € R gelten die folgenden Aussagen:

(a) sin®*(z) + cos?(z) = 1.  (trigonometrischer Pythagoras)

(b) |sin(z)| <1 und |cos(z)| < 1.

(c) sin(—x) = —sin(x) wund cos(—x) = cos(z).

(d) Additionstheoreme:

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(z),
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).

Beweis.  (a) Wir setzen g(x) := sin?(x) + cos?(x) fiir # € R. Dann gilt

¢'(z) = 2sin(z) cos(x) + 2 cos(x)(—sin(z)) =0 fiir alle z € R.

Also ist g wieder eine konstante Funktion und da g(0) = sin?*(0) +cos?(0) =
04 1=1ist, gilt g(z) =1 fiir alle x € R.

Fiir alle z € R gilt | sin(z)| = /sin*(x) < y/sin?(x) + cos?(x) = 1. Genauso
rechnet man fiir den Cosinus.

Diese Beziechungen folgen direkt aus der Potenzreihendarstellung, denn in
der Potenzreihe des Sinus tauchen nur ungerade z-Potenzen und in der des
Cosinus nur gerade z-Potenzen auf.

Das erste Additionstheorem wurde mit Hilfe des Cauchyprodukts fiir Po-
tenzreihen in der Zusatzaufgabe von Ubungsblatt 7 bewiesen . Das zweite
kann analog bewiesen werden. *Alternativ ist der Beweis deutlich kiirzer,
wenn wir die Euler-Formel, Satz , aus dem Komplexen nutzen, mit
der gilt

cos(x +y) +isin(z + y) = /@Y,

Nach Teil @ des selben Satzes haben wir fiir die komplexe Exponenti-
alfunktion die gewohnten Potenzrechenregeln, also gilt mit riickwartiger
Anwendung der Euler-Formel

cos(z + y) +isin(z + y) = ee?¥ = (cos(z) + isin(z)) (cos(y) + isin(y))
= cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)
+ i(cos(z) sin(y) + sin(z) cos(y)).

Vergleicht man links und rechts dieser Gleichung jeweils den Real- und den
Imaginérteil, so ergeben sich gleich beide Additionstheoreme. O

Die Eigenschaften aus Teil des obigen Satzes kommen immer wieder mal vor
und bekommen deshalb einen eigenen Namen.

154



11.4. 'Trigonometrische Funktionen

Definition 11.27. Fine Funktion f: R — R heifst
(a) gerade, wenn fir alle x € R gilt f(—z) = f(x).
(b) ungerade, wenn fir alle x € R gilt f(—z) = —f(z).

Wir wollen jetzt die Zahl m mit Hilfe der Cosinus-Reihe definieren. Geometrisch
gibt sie das fiir jeden Kreis identische Verhéltnis des Umfangs U zum Durchmesser
D an. Im Einheitskreis gilt also

%. (11.4)

Dazu zuerst zwei Voriiberlegungen.
Satz 11.28. (a) Fiir alle x € (0,2) gilt sin(z) >z —2°/31 > 0.
(b) Die Funktion cos hat eine kleinste strikt positive Nullstelle &.
Beweis.  (a) Sei x € (0,2). Dann gilt fur allen € N
2’ <4 <4n® <4n’+2n=2n(2n+1)

und deshalb #°/2n(2n+1) < 1. Multiplizieren wir diese Ungleichung nun mit
@~ /(on—1)1 > 0 durch, so erhalten wir

x2n+1 2n—1 2n—1 2n+1

T x T
(2n+1

S @ ™ @ @r) Y

fiir jedes n € N. Damit ist

: B x r  x ¥ 2
sinte) = (0= )+ (5= 7) + (g m) =25
=0 >0 >0
(b) Wir beobachten zunéchst, dass aus
. 1 1 5
Sm(l)>1_§:1_6:6

folgt. Damit gilt mit dem Additionstheorem und mit Satz |[11.26 @

cos(2) = cos(1 + 1) = cos*(1) — sin®*(1) = cos*(1) + sin®*(1) — 2sin*(1)
—1—2sm2(1)<1—2-5—2—1—@<0
a 62 36

Da auflerdem cos(0) = 1 > 0 gilt und cos eine stetige Funktion ist, gibt es
nach dem Zwischenwertsatz ein £ € (0,2) mit cos(§) = 0.
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Nun haben wir also eine Nullstelle, sind aber noch nicht fertig, denn wir
wollen ja zeigen, dass es eine kleinste positive Nullstelle gibt. Dazu setzen
wir M := {n > 0 : cos(n) = 0}. Nach dem oben Gezeigten wissen wir,
dass M # () ist. Da M auBlerdem durch Null nach unten beschrinkt ist,
existiert also &y := inf M. Zu zeigen ist noch, dass & selbst eine Nullstelle
des Cosinus ist, dass also &, € M und damit das Minimum von M ist. Da
& das Infimum ist, gibt es nach Satz fiir jedes n € N ein &, € M mit
& < &, < &+ 1/n. Insbesondere konvergiert diese Folge (&), gegen &. Nun
ist aber die Cosinus-Funktion stetig, d. h.
cos(&§) = lim cos(&,) = lim 0= 0.
n—oo n—o0

Also ist &, = min M und schliefllich ist &, strikt positiv, da & > 0 ist und
& = 0 wegen cos(0) = 1 nicht sein kann. O

In Abbildung[I1.4]sehen wir, dass die kleinste Nullstelle &, des Cosinus gleich dem
Viertel des Umfangs U des Einheitskreises sein sollte. Wegen ([11.4]) gilt aulerdem
U

7 = 5. Daraus ergibt sich die folgende Definition.

Definition 11.29. Die Zahl
= 2&

heifst Pi.

Da nach obigem Satz &, € (0,2) liegt, wissen wir bereits, dass 7 echt zwischen 0
und 4 liegt. Tatsdchlich ist 7 eine irrationale Zahl, deren Wert etwa 3, 14159. ..
betrigt.

Wir haben nun also nach Definition cos(7/2) = 0 und dank 7/2 € (0,2) und
Satz [11.28][(a)| auBerdem sin(7/2) > 0. Wir kénnen diesen Wert sogar ausrechnen,
denn nach dem trigonometrischen Pythagoras gilt

1 = sin?(7/2) + cos?(7/2) = sin®(7/2), also sin(7/2) = 1,

da der Wert nicht negativ und somit nicht —1 sein kann. Kombiniert man nun
dieses Wissen mit den Additionstheoremen, so sieht man schnell ein, dass die
folgenden Identitdten gelten, die sich alternativ geometrisch am Einheitskreis
ablesen lassen.

Satz 11.30. Fir alle v € R gilt

sin(x 4 7/2) = cos(z), cos(x 4 7/2) = —sin(x),
sin(z + 7) = —sin(z), cos(xz + ) = — cos(z),
sin(x + 27) = sin(x), cos(x + 2m) = cos(x).

Auch diese Eigenschaft von Sinus und Cosinus, dass die Funktionen bei einer
geeigneten Verschiebung im Argument unveréndert bleiben, bekommt einen Na-
men.
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11.4. 'Trigonometrische Funktionen

Definition 11.31. FEine Funktion f : R — R heifit periodisch mit Periode L € R
oder kurz L-periodisch, wenn fir alle x € R gilt f(z + L) = f(x).

Damit sind Cosinus und Sinus beide 2r-periodisch.

Satz 11.32. Der Cosinus hat in [0, 7] genau eine Nullstelle, ndmlich /2.

Beweis. Es sei n € [0, 7] eine Nullstelle des Cosinus. Dann gilt nach Satz [11.28
sofort n > 7/2. Wir setzen 77 := m — 7. Dann ist 7 € [0,7/2]. AuBerdem ist nach
Satz [11.30| und da der Cosinus eine gerade Funktion ist

cos(n) = cos(—n + m) = — cos(—n) = — cos(n) = 0.
Somit muss aber 77 = 7/2 und damit auch 1 = 7/2 sein. O

Nun haben wir das gesamte Riistzeug zusammen, um sédmtliche Nullstellen von
Sinus und Cosinus zu bestimmen, und das sind ganz schon viele.

Satz 11.33. Es gilt
(a) cos(z) =0 <= x = k:7r+gfi£r ein k € Z.
(b) sin(z) =0 <= z = knr fir ein k € Z.

Beweis. Die Beweisrichtung von rechts nach links ergibt sich in beiden Féllen
sofort aus Satz [11.30, Wir beweisen also jeweils nur noch von links nach rechts.

(a) Sei xz € R mit cos(x) = 0. Dann gibt es ein k € Z, sodass kr < z < (k+1)7
gilt. (Wer die GauBklammer kennt, kann & = [%/x] nehmen.) Setze nun
n :=x — kn. Dann gilt » € [0, 7] und

cos(n) = cos(z — km) = cos(z) cos(—km) — sin(x) sin(—kw) = 0,

da cos(x) = 0 und sin(—km) = 0 gilt. Nach Satz [11.32 ist damit n =
x—kr=7/2,d. h. x = kn + 7/a2.

(b) Fiir die entsprechende Aussage fiir den Sinus miissen wir die Arbeit nicht
wiederholen, denn falls sin(x) = 0 ist, so haben wir cos(x + 7/2) = 0. Also
gibt es nach dem soeben Bewiesenen ein k € Z mit

T T
Z—kr 4 —
T+ 5 T+ 5
d. h. x = k. ]

Wir kénnen nun weitere trigonometrische Funktionen definieren.
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11. Differenzierbarkeit

Definition 11.34. Fir x € R\ {kn +7/2: k € Z} heifit die Funktion

sin(x)

tan(x) := cos(2)

der Tangens und fir x € R\ {kn : k € Z}

cos(z)

cot(x) := Sn(2)

der Cotangens von x.

Tangens und Cotangens haben auch eine geometrische Interpretation. Sie geben
die Lange der dem Winkel im Einheitskreis entsprechenden Tangentenabschnitte

an, s. Abbildung [IT.5]

>
>

1 cot(a) V2

Radius =1

sin(a) tan(«)

Abbildung 11.5.: Tangens und Cotangens beziehen sich auf die Tangenten am

Einheitskreis. Mit den Strahlensitzen 22e — _L_ ypd e —
K sin « cos cot «
S1n o

=12 ergeben sich die Definitionen geometrisch.

Fiir die Ableitung des Tangens gilt mit der Quotientenregel,

cos?(z) +sin*(z) 1

= =1+ tan®
cos?(x) cos?(x) + tan’(z) > 0

tan'(x) =

fiir alle x im Definitionsbereich. Also ist der Tangens insbesondere auf dem In-
tervall (—7/2,7/2) streng monoton wachsend und da

lim tan(z) = —oco und lim tan(z) = oo
T——m/2+ T—T/2—

gilt, ist tan((—7/2,7/2)) = R. Somit existiert die Umkehrfunktion tan™! : R —
(—m/2,7/2). Diese bekommt wieder einen Namen.
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11.4. Trigonometrische Funktionen
Definition 11.35. Die Umkehrfunktion des Tangens auf (—v/2,7/2)
arctan : R — (—7/2,7/2)

heifst Arcustangens.

Sinus — — Cosinus Tangens = Arcustangens |

Abbildung 11.6.: Die Graphen von Sinus, Cosinus, Tangens und Arcustangens

Die Ableitung des Arcustangens kénnen wir nun nach der Formel fiir die Ablei-
tung der Umkehrfunktion (Satz|11.10]) bestimmen:

1 1 !
t ’ _ — pu— .
arctan’(y) tan’(arctan(y)) 1+ tan®(arctan(y)) 1+

Uberraschenderweise erhalten wir als Ableitung eine gebrochen-rationale Funkti-
on und nichts Trigonometrisches.

In der gleichen Weise kann man auch Umkehrfunktionen von Sinus und Cosinus
definieren, wenn man sich im Definitionsbereich einschréankt. So sind

sin : [—7/2,7/2] — [-1,1] und cos: [0,7] = [—1,1]
bijektiv. Das rechtfertigt die folgende Definition.
Definition 11.36.

arcsin := sin~* : [~1,1] — [~7/2,7/2] (Arcussinus),

arccos := cos ' : [—1,1] = [0,7] (Arcuscosinus).
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11. Differenzierbarkeit

Die Ableitungen berechnen sich wieder mit Hilfe der Ableitungsregel fiir die Um-
kehrfunktion zu
1 1 1
arcsin’(z) = = =

cos(arcsin(z)) /1 —sin®(arcsin(z)) V1 — a?

und genauso
1

V1—22

arccos' (r) = —

fir alle |z| < 1.

Man beachte, dass die Auswahl des Bereichs, in dem man diese Funktionen in-
vertiert, willkiirlich ist. Ublicherweise werden zwar die hier gewihlten Intervalle
verwendet, aber welcher Bereich gewahlt wurde, sollte bei Verwendung der Arcus-
funktionen am besten immer dazugesagt werden. Hier ist Wachsamkeit angesagt!

Zum Abschluss definieren wir noch die hyperbolischen Funktionen.

Definition 11.37. Fliir alle x € R definieren wir

1
cosh(z) := é(e” +e77) (Cosinus hyperbolicus),
1
sinh(z) := E(ex —e ) (Sinus hyperbolicus),
inh
tanh(z) := sinh(z) (Tangens hyperbolicus).

cosh(x)

sinh(x) = = cosh(x) tanh(x)l

Abbildung 11.7.: Die Graphen von Sinus, Cosinus und Tangens hyperbolicus
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11.4. 'Trigonometrische Funktionen
Wir berechnen auch hier die Ableitungen:
/ 1 x —x : . / 1 x —x
cosh’(z) = é(e —e ¥) =sinh(z) und sinh'(z) = i(e + e %) = cosh(x),

sowie
cosh?(z) — sinh?(x)

tank'(z) = cosh?(z)

=1 —tanh*(z) >0

fiir alle x € R, und weiterhin die Grenzwerte

e —e® e 1l—e2 1-0
lim tanh(z) = im —— = lim — - = =
T—00 ( ) z—o00 ¥ 4+ e~ 7 o0 et ] 4 e 2% 1+0
e’ —e " e -1 0-—1
lim tanh(z) = llim — = lim = = —1.
T——00 ( ) z——oco ¥ + =¥ z——o00 2% 4 ] 0+1

Damit ist der Tangens hyperbolicus streng motonon wachsend auf R und es gilt
tanh(R) = (—1, 1). Also existiert auch hier die Umkehrfunktion

Artanh : (—=1,1) = R (Areatangens hyperbolicus).

Die Ableitung ergibt sich hier zu

1 1
Artanh’(z) = = , < 1.
rtanti () 1 — tanh?(Artanh(z)) 1—2? =

In diesem Abschnitt haben wir nun so viele neue Funktionen eingefiihrt, dass wir
diese noch einmal alle in einer Tabelle zusammenfassen wollen:

’ Name ‘ Symbol ‘ Def.-bereich ‘ Bild ‘ Ableitung ‘
Sinus sin R [—1,1] | cos
Cosinus cos R [—1,1] | —sin
Tangens tan R\ {km+7/2} | R —5 =1+ tan?
Cotangens cot R\ {k7} R ——7 = —1— cot®
Arcussinus arcsin | [—1,1] [—%, 5] 11_x2
Arcuscosinus arccos | [—1,1] 0, 7] - \/11_7
Arcustangens arctan | R (—5,5) | 1 +1x2
Sinus hyperbolicus | sinh R R cosh
Cosinus hyp. cosh R [1,00) | sinh
Tangens hyp. tanh R (-1,1) | =5 =1— tanh?
Areasinus hyp. Arsinh | R R :c§+ -
Areacosinus hyp. | Arcosh | [1,00) 0, 00) xé_ -
Areatangens hyp. | Artanh | (—1,1) R 1_1332
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11. Differenzierbarkeit

*Ergdanzung: komplexe Polarkoordinaten und komplexer
Logarithmus

Sinus und Cosinus wurden in Kapitel [9] im Komplexen analog iiber ihre Potenz-
reichen definiert. Wir konnen ihre Eigenschaften nutzen, um nun die komplexen
Zahlen noch genauer zu verstehen. Insbesondere lasst sich beschreiben, was die
komplexe Multiplikation anschaulich tut. Dazu erinnern wir uns erneut an die

Euler-Formel '
e = cos(t) + isin(t) fir alle t € R

aus Satz [8.40(c)| Diese liefert uns im Zusammenspiel mit dem trigonometrischen
Pythagoras, vgl. Satz|11.26 , die folgenden Erkenntnisse.

Satz 11.38. Fiir allet € R und alle z € C gelten:
(a) e = 1 und |e*| = eRe(®),
(b) €72 = e* d. h. exp : C — C ist 2mwi-periodisch.

Beweis. Alle drei Gleichheiten rechnet man mit den oben schon angegebenen
Zutaten direkt nach:

|| = |cos(t) + isin(t)] = \/cosz(t) +sin?(t) = V1 =1,

Re(z)—f—iIm(z)‘ _ |eRe(z)||eiIm(z)| _ eRe(z) 1= eRe(z)7

e*| = e
2 — 262 — ¢ (cos(2m) + isin(2m)) = *(1 4 0) = €. [

Neben der Darstellung einer komplexen Zahl als x + iy mit z,y € R, die dem
kartesischen Koordinatensystem in der komplexen Zahlenebene entspricht, gibt
es eine zweite Moglichkeit der Darstellung, die in Polarkoordinaten. Dazu beob-
achten wir zunéichst anschaulich geometrisch, vgl. Abbildung [I1.4] dass fiir jede
komplexe Zahl z gilt

Re(z) = |z]cos(p)  Tm(z) = |2|sin(ep),

wobei ¢ den Winkel zwischen der positiven reellen Achse und der Verbindungs-
linie zwischen z und dem Ursprung bezeichnet. Also ist

z = |z|(cos(p) + isin(p)) = |z]e'?.
Diese geometrische Uberlegung konnen wir auch analytisch untermauern.
Satz 11.39. Es seiz € C\{0}. Dann gibt es genau ein ¢ € (—7, 7] mit z = |z|e'?.

Beweis. Wir setzen w := #/|) und wihlen u,v € R so, dass w = u + iv. Wegen
|lw| = 1 gilt dann |u| = |Re(w)| < 1. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann
wegen cos(0) = 1 und cos(m) = —1 ein a € [0, 7] mit u = cos(a).
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11.4. 'Trigonometrische Funktionen

Nun ist u? 4+ v? = |w|? = 1, also haben wir v? = 1 — cos?(a) = sin®(a), womit
v = sin(«) oder v = —sin(«) gelten muss. Ist v = sin(«), so setzen wir ¢ := «,
denn dann gilt

z = |zlw = |z](u +iv) = |z](cos(¢) + isin(p)) = |z[e",
wobei ¢ € [0, 7] ist.

Ist dagegen v = —sin(a), so setzen wir ¢ := —«, denn dann gilt, da der Cosinus
gerade und der Sinus ungerade ist

z = |z](u + iv) = |2|(cos(—¢p) — isin(—¢)) = |z|(cos(p) +isin(p)) = |z[e'*.

In diesem zweiten Fall ist dabei ¢ € [—m,0]. Wir haben jetzt also immer ein

¢ € [—m, | gefunden, wollten aber eigentlich den Fall ¢ = —m ausschlieflen.
Das ist kein Problem, denn es gilt cos(m) = cos(—) und sin(7) = sin(—), also
konnen wir falls ¢ = —m ist, auch ¢ = 7 nehmen.

Schlieflich miissen wir noch die behauptete Eindeutigkeit beweisen. Wir nehmen
also an, wir hétten zwei Winkel ¢,¢ € (—m, 7] mit 2 = |z]e!* = |z]e!¥. Dann ist
e'® = e d. h. wir haben e/(*~%) = 1. Damit muss

cos(é— ) = Re( @) =1 und sin(6 — ) = Im () = 0

sein. Diese Konstellation tritt nur genau an den Stellen ¢ — ¢ = 2xk fiir alle
k € Z auf. Da aber sowohl ¢ als auch v in (—m,n] liegen, gilt |¢ — ¥| < 27.
Damit kommt nur der Fall £ = 0 in Frage, was aber ¢ — 1 = 0 und damit ¢ = ¢
impliziert. O

Definition 11.40. Es sei z € C\ {0}. Die nach Satz existierende Zahl

© € (—m, | heifit das Argument von z und wird mit arg(z) bezeichnet.

Anschaulich gibt das Argument von z € C\ {0} den Winkel an, in dem diese
Zahl in der Gauflschen Zahlenebene zur positiven reellen Achse steht.
Wir haben damit fiir alle z € C, die nicht Null sind, mit z = |z]e'®®() eine
weitere Moglichkeit neben z = Re(z) 4 ilm(z) diese durch reelle GréBen auszu-
driicken. Umgekehrt erhalten wir fiir r € (0,00) und ¢ € (—m, 7] mit re'® genau
alle komplexen Zahlen auler der Null. Als Faustregel kann man sagen, dass diese
Polardarstellung immer dann zu bevorzugen ist, wenn komplexe Zahlen multipli-
ziert oder dividiert werden miissen, denn fiir zwei komplexe Zahlen z = rel® und
w = se¥ gilt

2 _ €0 T o)

2w = rse®e” = rsel@t?) und S = — =
w  se¥ s

)

d. h. man muss zum Multiplizieren (Dividieren) nur die Betridge multiplizieren
(dividieren) und die Argumente addieren (subtrahieren).
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11. Differenzierbarkeit

Nun, da wir eine Exponentialfunktion haben, stellt sich die Frage nach einem
komplexen Logarithmus. Dies ist nicht so einfach wie im reellen, denn durch
die Periodizitdt der Exponentialfunktion wird der Logarithmus im Komplexen
mehrdeutig. Zuerst definieren wir die Logarithmen aber ganz abstrakt.

Definition 11.41. Es sei w € C. Jede Zahl z € C mit ¢* = w heifit ein Loga-
rithmus von w.

Nun wollen wir natiirlich wissen, wie man einen solchen Logarithmus finden kann.
Wir suchen also fiir ein vorgegebenes w € C\ {0} (einen Logarithmus fiir Null
wird es natiirlich auch im komplexen nicht geben, da ja e€* # 0 fiir alle z € C
gilt, vgl. Satz also alle Losungen z € C der Gleichung e* = w. Sei dazu
r:= |w| und ¢ := arg(w) € (—m, w]. Weiter setzen wir z in der Form z + iy mit
x,y € R an. Dann soll also gelten

z T+iy

e =e = e%eV = rel?,

Also miissen insbesondere die beiden letzten Ausdriicke in dieser Gleichungskette
den selben Betrag haben, was wegen |e| = || = 1, sofort r = e®, also

Re(z) =z = In(r) = In(Jw|)

liefert. Es bleibt also noch y zu bestimmen. Da nun e® = r gilt, muss auch e = ¢
gelten, d. h. wir haben e'#=%) = 1. Wie am Schluss des Beweises von Satz
folgt daraus y — ¢ = 2km fiir ein k € Z. Als Losungen unserer Gleichung kommen
also nur solche Zahlen z = z + iy mit z = In(Jw|) und

y=¢+2kr = arg(w) +2kn firein k € Z

in Betracht. Dass alle diese Zahlen tatséichlich Logarithmen von w sind, rechnet
man schliellich einfach nach:

eln(\w\)—i—i(arg(w)—i—?k’rr) _ eln(|w|)ei arg(w)ei2k7r iarg(w)

= |wle 1l=w.

Da der komplexe Logarithmus mehrdeutig, und damit gar keine Funktion mehr
ist, tritt das gleiche Phénomen auch beim Versuch auf, eine allgemeine Potenz-
funktion in C zu definieren. Wir wollen das hier nicht weiter vertiefen, sondern
nur vorwarnen, dass in diesem Zusammenhang grofite Vorsicht angeraten ist.

11.5. Hohere Ableitungen

Wir wollen in diesem Abschnitt das Konzept der zweiten, dritten und allgemein
n-ten Ableitung einer Funktion einfiihren.

Definition 11.42. FEs sei I C R ein Intervall, xg € I und f : I — R sei
differenzierbar auf I.
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(a) Die Funktion f heifit in xo zweimal differenzierbar, falls die Funktion f' :
I — R in xo wiederum differenzierbar ist. In diesem Fall heifit f"(xq) =
(f") (xo) die zweite Ableitung von f in x.

(b) Ist f in jedem Punkt x € I zweimal differenzierbar, so heifit f zweimal
differenzierbar auf I und die Funktion x — f"(x) ist die zweite Ableitung
von f auf I.

(¢) Fiirn > 3 beliebig definieren wir rekursiv: Die Funktion f heifit in xq (bzw.
auf I) n mal differenzierbar, falls sie (n — 1) mal differenzierbar ist und
die Funktion f=Y in zy (bzw. auf 1) wieder differenzierbar ist. In diesem
Fall heipt f™(xzq) = (f™ VY (z¢) die n-te Ableitung von f in xq, bzw.
x> M (2) die n-te Ableitung von f auf I.

Héufig ist es praktisch die Funktion selbst als ihre nullte Ableitung aufzufassen,
also

O = .
Beispiel 11.43. (a) Ist f(x) = sin(z), so gilt

['@) = cos(z),  ["(a) = —sin(z) = —f(2),
(@) = —cos(z), () = sinx) = f(x).

(b) Betrachten wir auf R die Funktion

22, falls z >0
f(x) =

—22, falls z < 0,

so ist f auf ganz R differenzierbar mit f'(z) = 2|z|, + € R (nachrech-
nen!), aber da die Betragsfunktion in Null nicht differenzierbar ist (vgl.

Beispiel [(b)), ist diese Funktion in Null nicht mehr differenzierbar,
d. h. f ist in 2y = 0 nicht zweimal differenzierbar.

(c) Essel f(z) =" yan(z—x0)", d. h. f sei durch eine Potenzreihe gegeben,
von der wir annehmen wollen, dass der Konvergenzradius r > 0 ist. Wir
setzen wieder [ := (xg —r,xo + ). In Satz haben wir gesehen, dass f
dann auf I differenzierbar ist mit

f(z) = Z apn(z —x0)" ", w €,
n=1

und dass dies wieder eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r ist. Also ist
nach nochmaliger Anwendung dieses Satzes f sogar zweimal auf I differen-
zierbar mit

f(z) = iann(n —1)(z—x)" 2, wzel
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Durch weitere Iteration dieses Arguments (Formalisten mogen eine saubere
Induktion fithren), ist dann f auf I beliebig oft differenzierbar und es gilt

fiir jedes k € N

@)=Y amn(n—1)---(n— (k= 1))(z —z0)" ", =zl

n=~k

Setzt man speziell x = x ein, so erhélt man die fiir das Weitere wichtige

Beziehung
f®(x0) = apk(k —1)---2-1 = klay.

Andersrum gedacht zeigt sie uns insbesondere: ist eine Funktion f durch
eine Potenzreihe darstellbar, dann lassen sich die Koeffizienten a, dieser

Reihe durch die Ableitungen von f im Entwicklungspunkt bestimmen:

B f(k) (z0)

= T

(d) Wir betrachten auf I = [0, c0) die Funktion

22 sin(Yz), falls z >0
fz) = _
0, falls x = 0,

vgl. Abbildung [I1.8|
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Abbildung 11.8.: Der Graph des ,,Flattersinus™ aus Beispiel [11.43][(d)|

Dann ist f in allen x > 0 offensichtlich differenzierbar und es gilt

Fia) = S vasin(L) 4 2 cos( 1) (_L)

T 2

- 5vasn(;) - o)
—2 ZL'SlIlw \/ECOS:E.
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Um f auf Differenzierbarkeit in 0 zu untersuchen, betrachten wir den Dif-

ferenzenquotienten
— f(0 2 sin(1/x
lim M‘ = lim M = lim ‘ﬁsm( >)
z—0+ X — z—0+ x z—0+
< Ii =0.

Somit ist f auf ganz [0, c0) differenzierbar, wobei f/(0) = 0 gilt.

Anhand dieses Beispiels sieht man nun, dass etwas Abstruses passieren
kann. Die Funktion f’ : [0,00) ist ndmlich in Null nicht nur nicht noch
einmal differenzierbar, sie ist nicht einmal mehr stetig, so dass wir iiber
Differenzierbarkeit erst gar nicht mehr nachzudenken brauchen. Dariiber
hinaus ist sie ,,gegen 0 “ unbeschriankt und stark oszillierend, also in gewisser
Weise so schlimm, wie es {iberhaupt nur geht. Um das zu sehen, betrachten
wir die Nullfolge x,, := 1/nr, n € N. Dann gilt fiir jedes n € N

3 1
s Vim sin(nm) — v/nm cos(nm) = —y/nn cos(n)

= —(1)"Var = (-1

Das schlechte Differenzierbarkeitsverhalten der Funktion in @ des obigen Bei-
spiels nehmen wir zum Anlass, um einen stéarkeren Differenzierbarkeitsbegriff zu
formulieren, der so ,héssliche” Funktionen ausschlief3t.

f(@n) =

Definition 11.44. FEs sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion.

(a) Fiirn € N heifit die Funktion f n-mal stetig differenzierbar auf I, falls sie
n-mal differenzierbar auf I ist und die Funktion ™ auf I stetig ist.

Wir setzen C*(I,R) := {f : I — R : f n-mal stetig differenzierbar auf I}.
(b) Wir setzen
C°(I,R) :== C(I,R) wund C*(I,R):= (] C*(I,R)
n€Ng
und nennen eine Funktion f € C*°(I,R) beliebig oft differenzierbar.

Bemerkung 11.45. (a) Da die Differenzierbarkeit insbesondere Stetigkeit im-
pliziert, sind fiir eine Funktion f € C"(I,R) alle Ableitungen f’, f”,..., f
stetige Funktionen auf I.

(b) Oft hort man statt ,beliebig oft“ auch die Bezeichnung ,unendlich oft*
differenzierbar. Diese ist etwas ungliicklich, denn sie hort sich so an, als
existiere auch eine ,unendlichste“ Ableitung. f € C*(/) heifit aber eben
nur, dass f fiir jedes n € N auf I existiert und dort stetig ist.
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11.6. Der Satz von Taylor

Dieser Abschnitt stellt mit dem Satz von Taylor einen fundamental wichtigen
Satz der Analysis vor, der sowohl in abstrakten als auch in ganz angewandten
Zusammenhéngen immer wieder gebraucht wird. Es geht dabei darum, Funktio-
nen moglichst gut durch Polynome anzunéhern.

Konkreter betrachten wir eine n-mal differenzierbare Funktion f und suchen ein
Polynom p vom maximalen Grad n, sodass in einem Punkt x,

flwo) = plxo),  ['(z0) =p'(w0), .. ["(wo) =™ (0),
gilt. Ist dabei p von der Form
p(z) = ag + ar1(z — 2¢) + az(z — 20)* - -+ + an(x — 20)",
dann folgt induktiv wie in Beispiel , dass die Koeffizienten durch
™) ()

n!

G/O:f('rO)v a1 :f/(xO)v an =

I

gegeben sind. Das Polynom ist also eindeutig bestimmt und es bekommt einen
eigenen Namen.

Definition 11.46. Es sei [ C R ein Intervall, xo € I, n > 1 und f € C*(I,R).
Dann heifst das Polynom

n ) (g
T (x,x0) := Z I )(:v — o)k

k!

das n-te Taylorpolynom von f in xy.

Nun stellt sich sofort die

Frage 1: Liefert das Taylorpolynom eine gute Ndherung der Funktion f?

Um diese Frage zu beantworten, untersuchen wir das Restglied

Ry (,20) = f(2) = Tu(x, %),

das den Fehler angibt. Der Satz von Taylor ist eine Aussage iiber die Struktur von
R, und erlaubt uns insbesondere, den Fehler abzuschétzen, wenn wir die n+ 1-te
Ableitung von f gut genug kennen.

Satz 11.47 (Satz von Taylor). Es sei I C R ein Intervall, z,xo € I und f: 1 —
R sei (n+ 1)-mal differenzierbar auf I. Dann gibt es ein £ zwischen x und xg, so
dass gilt

o B (o) v, SO et
f(x)—g o (z — x0) +m(ﬁ—l‘o) ‘
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Bemerkung 11.48. (a) Im Fall n = 0 ist dieser Satz genau der Mittelwertsatz

(vgl. Satz |11.15)).

(b) Der Wert von £ hdngt natiirlich jeweils von zg,  und n ab und ist im All-
gemeinen nicht zu bestimmen. Das wére auch sehr erstaunlich, denn dann
wére ja die Berechnung von f auf den Schwierigkeitsgrad eines Polynoms
zuriickgefiihrt, was dann fiir einfach nur (n + 1)-mal differenzierbare Funk-
tionen doch ein bisschen zu simpel wire. Im ¢ (und damit in R,,) steckt
sozusagen die Komplexitéit der Funktion f.

Beweis von Satz[11.47. Wir betrachten ohne Beschrankung der Allgemeinheit

den Fall ¢y < z und setzen

n 1) ") (g )
k=0

- ([E _ l‘o)n'H

Dann gilt

— ¥z T — x)" !
-3 e

und unsere Aufgabe ist es, ein & € (xp,7) zu finden, so dass o = f("FV(€) ist.
Dazu schreiben wir die letzte Gleichung so um, dass auf der rechten Seite Null
steht und definieren dann die Hilfsfunktion

n (k) .
ot0)i= 50 = 3 -t = o0

—¢ n+1
) t € [(L’(),l’].

Dann ist nach den Voraussetzungen g € C([xg,z],R) und da in g hochstens die
n-te Ableitung von f auftaucht, ist g sogar noch einmal differenzierbar auf [z, z].
Auferdem gilt direkt g(z) = f(z) — f(z) = 0 und so wie wir o gewéhlt haben
gilt auch g(zy) = 0. Nach dem Satz von Rolle gibt es also ein & € (xg, z), so dass

(z) = g(o)

g€ ="2 o 0

gilt.
Andererseits ist (nachrechnen!)

n! n!
womit . .
0=g(6) = "= por (=9
und schlieBlich o = V(&) folgt. O
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11. Differenzierbarkeit

Wir betrachten jetzt den Spezialfall einer beliebig oft differenzierbaren Funktion

f € C*(I,R). Wir kénnen dann fiir ein 2y € I alle Taylor-Koeffizienten %

ausrechnen und erhalten damit eine ganze (Potenz-)reihe von Taylorpolynomén.
Sie bekommt zuerst einen eigenen Namen.

Definition 11.49. Es sei I C R ein Intervall, xg € I und f € C*(I,R). Die

Potenzreihe "
(Z f k('CUO) (SL’ _ xo)k>n _ (Tn(l’, xO))n
k=0 )

heifst dann die Taylorreihe von f um z.

Nun stellt sich sofort die

Frage 2: Konvergiert die Taylorreihe und wenn ja, gilt dann auch in einer Um-
gebung von x,

n!

) (5
fay =3 L) e

Die Anwort ist (leider nur) ein entschiedenes manchmal.

Ist einerseits f durch eine Potenzreihe gegeben (wie ja zum Beispiel exp, sin, ...),
dann entspricht diese mit Beispiel auch automatisch der Taylorreihe
(wenn der Entwicklungspunkt iibereinstimmt) und die Antwort ist dann ja.
Andererseits zeigt das folgende Beispiel, dass nicht jede beliebig oft differenzier-
bare Funktion lokal durch eine Potenzreihe darstellbar ist. Fiir diesen Fall wire
die Antwort dann nein:

Beispiel 11.50. Wir wihlen I =R, zp = 0 und

e_l/”‘Q, falls = # 0,
flz) = ’
0, falls x = 0.

Dann ist f offensichtlich in jedem Punkt x # 0 differenzierbar, aber wir sind
ja gerade an xg = 0 interessiert. Um Differenzierbarkeit in Null zu untersuchen,
miissen wir iiber den Differenzenquotienten gehen. Es ist fiir alle z # 0

flx) = f0) e iy

x—0 x i

Da der Nenner dieses Ausdrucks fiir x gegen null bestimmt nach unendlich diver-
giert, ist die Bedingung (II) fiir die Regel von de 1'Hospital aus Satz|11.20|erfiillt.
Dieser Satz liefert dann

F@) =) Ve e
/ —
fO) =lm = = = Im o = I o oo
—h%f e =0.0=0
T—
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11.6. Der Satz von Taylor

Mittels Induktion kann man sogar zeigen, dass f in null beliebig oft differenzierbar
ist und f™(0) = 0 fiir alle n € N gilt. Also konvergiert in diesem Fall die
Taylorreihe, allerdings nicht gegen die richtigen Werte:

n

i f(n)‘(o)x” _ io ca"=0# f(x) fiir alle z # 0.
n=0 ’ n=0

Sie stellt also in keiner auch noch so kleinen Umgebung des Nullpunktes die
Funktion f dar. Weiterhin gilt: Wire f nahe dem Nullpunkt durch eine andere
Potenzreihe darstellbar, miisste diese der Taylorreihe entsprechen. Das ist also
auch nicht moglich.

Der folgende Satz liefert jetzt ein Kriterium, wann eine beliebig oft differenzierba-
re Funktion in einer Umgebung des Entwicklungspunktes durch ihre Taylorreihe
dargestellt wird, wann also solch unangenehme Dinge wie in Beispiel nicht
passieren konnen. Es handelt sich natiirlich um eine Folgerung aus dem Satz von
Taylor.

Satz 11.51. Es sei I C R ein Intervall und f € C*(I,R) eine Funktion. Weiter
existiere eine Konstante C' > 0, so dass fir alle n € N und alle x € I gilt

’ f™ ()

n!

<cm
Dann qilt fir jedes xq € I die Identitdt

flz) = i %(:ﬂ —x9)"  firallex € J =10 (xg—1c,zo+ 10).
n=0 :

Beweis. Wir miissen zunéchst sicherstellen, dass die obige Potenzreihe {iberhaupt
fiir alle x € J konvergiert. Das folgt direkt aus der Voraussetzung und dem Satz
von Hadamard, denn

(n) (n)
Il -6 g b Timsup \"/)f (x‘))‘ <C
n! neN n!

und damit ist der Konvergenzradius groer oder gleich 1/c.
Sei nun z € J beliebig gewéhlt. Nach dem Satz von Taylor gibt es fiir jedes n € N
ein &, zwischen zy und x, so dass

n

n B (g e, .
) =3 T o LS o e

Uns bleibt nur zu zeigen, dass der letzte Summand fiir n gegen unendlich gegen
Null strebt. Dazu schétzen wir mit der Voraussetzung ab:

‘ f("“)(fn) (- xo)"+1

n+1 . n+1l __ N n+1
1) < O™z — zo|" = (Clz — o))"
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11. Differenzierbarkeit

Da aber z € J ist, gilt |z — x| < Y/, bzw. C|z — x| < 1, so dass obiger Ausdruck
tatsiachlich gegen Null geht, wenn n nach unendlich strebt. O]

Wir wollen nun den Satz von Taylor in ganz verschiedenen konkreten Situatio-
nen anwenden. Zunéchst einmal kann man ihn dazu verwenden, den einen oder
anderen Reihenwert zu bestimmen. Wir betrachten hierzu das folgende Beispiel.

Beispiel 11.52. Wir untersuchen auf (—1, 00) die Funktion f(z) = In(1+42z) um
zo = 0. Um den Satz anwenden zu konnen, miissen wir die ersten n+ 1, also alle,
Ableitungen von f ausrechnen. Wir finden fiir x > —1

1 —1 2 —2-3
! _ 1" _ " _ 4 —
und per Induktion allgemein
k=1(1. _ 1\1
Wy (DT (R —1) N
Insbesondere ist also fiir alle k € N
f00) _ (=t
Kok
Nach dem Satz von Taylor gilt nun (mit z = 1):
" R0 fortD(g N
In(2) = f(1) = f(0) + kz: k‘( )1’g + nt 1()!)1 1 (11.5)
=1
n -1 k-1 —1)" n -1 k—1
Y ) R S o
pt k 14+ &) (n+1) pt k

mit einem £ € (0,1). Unabhingig davon was das £ nun genau ist, haben wir in
jedem Fall 1+ ¢ > 1 und damit auch (1 + £)"*! > 1. Deshalb gilt

n € N.

‘C’:‘ (=)™ ‘< 1
" 1+& " (n+1) ~ n+1’

Also gilt lim,, ,o, ¢, = 0. Damit kénnen wir in (11.5) n gegen unendlich streben
lassen und erhalten mit

(_1)]{?71
Zl — =n(2)
den Reihenwert der alternierenden harmonischen Reihe (vgl. Beispiel (Hin-
weis: Satz war hier nicht direkt anwendbar - warum?).
Um etwaigen Mikeleien zuvorzukommen: Wer meint, dass das aber viel Aufwand
fiir so einen mickrigen Reihenwert war, hat noch nie selbst versucht, einen (diesen)
Reihenwert zu bestimmen.

o
k=
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11.6. Der Satz von Taylor

Abschlielend sei darauf hingewiesen, dass wir damit unser Ergebnis aus Bei-
spiel [11.24] insofern verbessert haben, als wir nun

[e'S) 1 k
In(l+2x) = Z %xkﬂ fir alle z € (—1,1]
k=0

und damit auch an einem Randpunkt wissen. Am anderen Randpunkt x = —1
ist die Reihe eine harmonische Reihe und somit divergent.

Wir kommen nun zu einer weiteren, vielleicht eher iiberraschenden, Anwendung
des Satzes von Taylor.

Satz 11.53. ¢ € Q.

Beweis. Wir wissen schon, dass 2 < e < 3 gilt. Nehmen wir nun an, es gébe
n,m € N mit e = m/n, so muss n > 2 sein, denn sonst wére e € N. Mit dem so
gewdhlten n, f(x) =e*, x = 1 und xy = 0 wenden wir nun den Satz von Taylor
an. Dieser liefert ein £ € (0,1) mit

m n . fk) (n+1)
__e_f(l)_ka‘(O)+f (5)
k=0 ’

n (n+1)!°

Nun sind die Ableitungen der Exponentialfunktion zum Gliick nicht schwer zu
bestimmen. Wir erhalten also

m_i: 1 n et
no =kl (n+1)!

und nach Multiplikation dieser Gleichung mit n!

! ¢
mn— Dl =nl+nl+ o414
—_—— 2! oon+1
eN ;gl

Da der Ausdruck ©/n+1 positiv ist, bleibt ihm damit nichts anderes iibrig als
selbst zu N zu gehoren. Damit haben wir aber einen Widerspruch, denn wegen
n>2und ¢ € (0,1) gilt
et e e

nil i1 o3<h -
Schlieflich wenden wir uns noch einmal dem Thema Eztremwerte zu. Wir haben
in Satz gesehen, dass eine differenzierbare Funktion, die im Inneren eines
Intervalls ein relatives Extremum hat, dort eine verschwindende Ableitung ha-
ben muss. Allerdings ist dies kein hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen eines
Extremums, d. h. es kann sein, dass die Ableitung Null ist, ohne dass an dieser
Stelle tatséchlich ein relatives Extremum vorliegen muss. Um wirklich nachzu-
weisen, dass eine solche kritische Stelle ein relatives Extremum ist, brauchen wir
genauere Hilfsmittel. Auch hier hilft der Satz von Taylor.

0<
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11. Differenzierbarkeit

Satz 11.54. Es sei I C R ein offenes Intervall, xg € I und f € C"(1,R) fir ein
n > 2. Weiter gelte f'(xo) = f"(v0) = -+ = f" " V(xg) = 0, aber f™(xq) # 0.
Ist nun n ungerade, so hat f in xy kein lokales Extremum, ist n gerade, so liegt
in o ein lokales Extremum vor, und zwar falls f™ (x0) > 0 ein lokales Minimum
und falls f™ (z¢) < 0 ein lokales Mazimum.

Beweis. Da f(™ in x( stetig und I ein offenes Intervall ist, gibt es ein § > 0 mit
Us(xo) C I, so dass f™)(x) fiir alle z € Us(xg) dasselbe Vorzeichen wie f™ ()
hat. Sei nun x € Us(xg) \ {zo} gewdhlt. Dann gibt es nach dem Satz von Taylor
ein ¢ zwischen z und xy mit

F()

n!

flz) =Ty 1(x,20) + (x — x0)".

Nach Voraussetzung sind aber die ersten n — 1 Ableitungen von f in zq alle Null,
also bleibt vom (n — 1)-ten Taylorpolynom nur der Summand nullter Ordnung
tibrig, d. h. es gilt T,,_1(x, z9) = f(2o) und damit

f(©)

n!

f(x) = f(xo) + (# = 20)" = f(20) + ().
Da ¢ zwischen z und x liegt, liegt es auch in Us(wo), also hat f ()(¢) dasselbe Vor-
zeichen wie (™ (x4). Mit diesen Uberlegungen kénnen wir nun die verschiedenen
Félle der Behauptung nacheinander untersuchen.
Ist n ungerade und £ (zy) = 0, so gilt dasselbe fiir f™(¢) und damit ist
o(2) 2 0, falls z € (2, zo +6),
< 0, falls z € (29 — 9, 20),

da Potenzieren mit einem ungeraden Exponenten das Vorzeichen erhélt. Daraus
folgt aber mit f(x) = f(xg) + c(z)

f(z) 2 f(xo), falls x € (xg, xo + 0),
S f(xp), falls z € (xg — 9, xp).

Damit kann f in zy kein Extremum haben, denn die Funktionswerte von f sind
auf der einen Seite von x( kleiner und auf der anderen Seite von xy gréfer als in
Zg.

Ist dagegen n gerade, so lasst das Potenzieren mit n das Vorzeichen verschwinden.
Also gilt fiir £ (zy) = 0 wegen f™(¢) = 0 dann ¢(z) = 0 unabhingig davon
auf welcher Seite von zy das z liegt. Das liefert schlieflich f(x) 2 f(zo) fur alle
x € Us(zo) und damit die Behauptung. ]
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12. Integration

12.1. Das Riemann-Integral

Wir haben nun zunichst mal unsere Betrachtungen zur Differenziation abge-
schlossen und wollen uns einem auf den ersten Blick ganz anderen Problem zuwen-
den: der Berechnung von Flécheninhalten von krummlinig begrenzten Fliachen. Wir
betrachten das Problem der Flichenberechnung unter einem Funktionsgraphen,
d. h. fiir a, b € R mit a < b und eine gegebene beschriankte Funktion f : [a,b] — R
wollen wir den Fliacheninhalt der Flache, die von der z-Achse, den beiden Geraden
x = a und x = b und dem Graphen der Funktion eingeschlossen wird.

Abbildung 12.1.: gesuchter Flacheninhalt

Die grundlegende Idee der Integration nach Riemann ist es, die Fldche unter
dem Graphen durch die Summation der Fldcheninhalte von Rechtecken zu ap-
proximieren, die parallel zu den Koordinatenachsen liegen, wie im folgenden Bild
skizziert:

Abbildung 12.2.: Eine Approximation des Flacheninhalts durch Rechtecke iiber
einer Zerlegung Z = {a = xg,x1,...,2Zy_1, T, = b} von [a, b].

Wenn wir eine Weile iiber das Problem nachdenken, stellen wir fest, dass es
ja eigentlich auch gar nicht viele andere Moglichkeiten gibt, einen unbekannten

175



12. Integration

Flacheninhalt zu bestimmen, als ihn durch bekannte Flacheninhalte anzunédhern.
Auflerdem fallt uns auf, dass uns auler denen von Rechtecken gar nicht sooo viele
Flacheninhalte bekannt sind. Dass sich zum Beispiel Kreise oder Dreiecke aller-
dings weniger gut eignen, um das Problem anzugehen, ist am Bild aber eigentlich
auch schon klar (oder?). Die Riemannsche Idee erscheint also ganz natiirlich.

Zu einer Approximation wie im Bild gehort eine Zerlegung des Intervalls [a, b]
in Teilstiicke. Als Analytiker fillt es uns jetzt leicht, zu sagen, dass die tatsdachliche
Fldache unter der Funktion durch den Grenzwert der approximierenden Fldchen
unter immer feiner werdenden Zerlegungen gegeben ist.

Die im obigen Absatz kursiv gedruckten Begriffe machen wir uns jetzt mathema-
tisch préazise.

Definition 12.1. Es seien a,b € R mit a < b.

(a) Eine Menge Z = {xg,x1,...,2,} C [a,b] heifit Zerlegung des Intervalls
la,b] genau dann, wenn gilt

Aa=Tg < T <Xy <+ < Tp_1 <, =>o.

(b) Zu einer gegebenen Zerlegeung Z = {xy,...,x,} des Intervalls I := [a,b]
schreiben wir I; == [x;_1,x;| fir die dadurch entstehenden n Teilsticke von
I und |I;| = xj — x;_y fiir ihre Linge.

(¢c) Den Wert

= = ma I
[= fizg je{l,.ffn}“‘

bezeichnen wir als die Feinheit einer gegebenen Zerlequng Z von |a,b].

Beispiel 12.2. Auf dem Intervall [a,b] ist zu n € N die dquidistante Zerlequng
Zn = {xo,...,x,} definiert durch

b—a b—a
To:=a,...,r:=a+k- s, Tp=a+n
n n

=b.

a

Da jedes Teilstiick I; = [z;_1,z;] die Lénge |[;| = = hat, ist =2 auch die
Feinheit der Zerlegung Z,,.

Wir koénnen jetzt zu jeder gegebenen Zerlegung Z von [a,b] eine Approximati-
on des Flacheninhalts unter einer gegebenen Funktion f: [a,b] — R definieren,
wenn wir uns noch entscheiden, wo die Funktion in den Teilstiicken I; jeweils
ausgewertet werden soll:

Definition 12.3. Sei f: [a,b] — R eine gegebene Funktion und Z eine Zerlequng
von |a, b|.

(a) In jedem I; wdhlen wir einen Punkt &; und setzen & = (&1,&s, ... &) Ein
solches & nennen wir einen zu Z passenden Zwischenvektor.
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12.1. Das Riemann-Integral

(b) Die zu einer Zerleqgung Z und einem passenden Zwischenvektor & gegebene
Approximation

Si(Z,8) = Zf(ﬁj)”ﬂ

des Flicheninhalts unter f heifft Riemannsche Summe.

F(b) + *fé&kl)f (&n)

agl 62 -Tj—lg]-l'j fn—l Enb

Abbildung 12.3.: Eine Darstellung der Auswertungspunkte &; eines Zwischen-
vektors £ zu einer Zerlegung Z von [a,b] und der zu-
gehorigen Funktionswerte f(&;). Die Riemannsche Summe
Se(Z,6) = Z;‘:l f(&)(x; — xj_1) entspricht dem grau schraf-
fierten Flacheninhalt.

Beispiel 12.4. Es sei a < b und f: [a,b] — R eine gegebene Funktion.

(a) Zu einer gegebenen Zerlegung Z = {zo,...,z,} von [a,b] konnen wir die
Auswertung von f am linken Rand, rechten Rand oder in der Mitte der I,
durch die Wahl der Zwischenvektoren

€l = (170,$1,...,$n_1),

& = (x1,29,...,2,), oder

m To+ 21 T1+ T2 Tp_1+ Ty

5 ::( b L) )7
2 2 2

realisieren.

(b) Ist zum Beispiel f(z) = = auf I = [0,1] gegeben und Z,, die dquidistan-
te Zerlegung von [0,1] mit Feinheit 1, dann berechnen sich die Riemann-
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Summen zu den entsprechenden Zwischenvektoren durch

S5(Zun€l) = z zﬂ Lol

g:l
(2 =3 f_z et d)
]1
m 27 — 1 2 1
CNTEDS g—Zéﬁ—”=a
Jj=1 j

und alle liefern eine etwas andere Approximationsfolge fiir den tatséchlichen
Flicheninhalt § unter dem Graphen von f iiber [0, 1] (wobei die Letzte hier
eindeutig die Beste ist).

Damit eine gegebene Funktion Riemann-integrierbar ist, fordern wir jetzt, dass
die Riemannschen Summen konvergieren, wenn wir nur die Zerlegungen beliebig
fein wahlen. Der Grenzwert ist dann das Riemann-Integral, bzw. der Flachenin-
halt, wenn wir es mit Vorzeichen erstmal nicht so genau nehmen.

Definition 12.5. Es seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R sei eine be-
schrinkte Funktion. Dann heifst f Riemann-integrierbar, wenn es ein S € R gibt,
so dass fir alle e > 0 eine Feinheit 6 > 0 existiert, sodass fir alle Zerlequngen Z
mit Feinheit u < § und alle passenden Zwischenvektoren & gilt:

15¢(2,€) = S| <e.

In diesem Fall schreiben wir f € R([a,b])und nennen

/abf(w) dv =

das (Riemann-)Integral von f auf [a,b].
Bemerkung 12.6. Diskussion und Beispiele:

e Diese Definition wirkt vielleicht etwas sperrig, denn tatsidchlich méchte man
sich ja nicht immer mit allen moglichen Zerlegungen und allen méglichen
Zwischenvektoren rumschlagen, um zu zeigen, dass eine Funktion integrier-
bar ist. Wir untersuchen gleich noch eine dquivalente Definition des Inte-
grals iiber Ober- und Untersummen, die vielleicht eleganter wirkt und die
wir in der Theorie oft verwenden.

e Gleichzeitig ist die obige Definition unglaublich praktisch, wenn man schon
weif3, dass eine Funktion integrierbar ist, und nur noch das Integral bestim-
men will: sie sagt ja gerade, dass dann jede Approximationsfolge, die man
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12.1. Das Riemann-Integral

sich ausdenken kann, gegen den richtigen Wert konvergiert, solange die Zer-
legungen nur beliebig fein werden. Eine solche Strategie wére zum Beispiel:
Wiéhle zu jedem n € N die dquidistanten Zerlegungen 7, von I = [a, ]
der Feinheit b_T“, jeweils mit Auswertung £" immer am rechten Rand der
Teilstiicke. Dann folgt aus der Riemann-Integrierbarkeit von f:

lim S;(Z,, &) = 8.

n—oo

Ist ganz konkret f: R — R konstant mit Wert ¢, dann folgern wir so direkt

[ = m > p) " e e )
a j=1

Gilt f(x) = z fir x € R, dann kénnen wir

1
/ f(z)dex = lim S¢(Z,,&") = 1
0 n—soo 2

direkt aus Beispiel folgern. Da diese beiden Flicheninhalte auch einfa-
cher durch ein geometrisches Argument zu haben gewesen wéren, war das
ein guter erster Check dafiir, dass das Riemann-Integral das Richtige liefert.
Klar ist jetzt: das Integral ist ein Grenzwert — und mit denen kennen wir
uns aus!

Was die obige Defintion insbesondere sperrig macht, sind die beiden All-
quantoren iiber den (ausreichend feinen) Zerlegungen und iiber den Zwi-
schenvektoren bzw. Auswertungspunkten. Die sind aber gleichzeitig auch
sinnvoll bis notwendig, denn sonst diirfte das Integral ja von der Wahl
der Approximation iiber verschiedene Zerlegungen oder Zwischenvektoren
abhédngen. Dazu ein Beispiel:

Die Dirichletsche Sprungfunktion

flz) = 0, falls « € [a,b] und = ¢ Q,

{ 1, falls z € [a,b] N Q

ist nicht Riemann-integrierbar. Ist namlich Z eine beliebige Zerlegung von
la,b], dann liegen in jedem dadurch bestimmten Teilstiick I; von [a, b] un-
endliche viele rationale und unendlich viele irrationale Zahlen. Inbesondere
koénnen wir also einerseits einen passenden Zwischenvektor £/ aus rationa-
len Zahlen wéhlen und erhalten S¢(Z,£™) = b —a > 0, oder wir wéhlen
andererseits einen Zwischenvektor £, der nur aus irrationalen Zahlen be-
steht, und erhalten S;(Z,£™) = 0. Da Z mit beliebiger Feinheit gegeben
war, kann das Riemann-Kriterium nicht erfiillt werden.
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Fiir eine alternative Perspektive auf das Riemann-Integral betrachten wir jetzt
die folgenden Rechteckskonstruktionen, die den gesuchten Flacheninhalt von oben
bzw. unten einschachteln:

Definition 12.7. Es seien a,b € R mit a < b, Z = {xq,...,x,} eine Zerlegung
von |a,b] und f : [a,b] — R beschrdankt.

(a) Wir bezeichnen mit m; := inf f(I;) bzw. M; :=sup f(I;) das Infimum bzw.
Supremum von f tber den I;.

(b) Der Wert
Up(Z) = > my|I;|
j=1
heifst dann die Untersumme von f zu Z und

(c) der Wert
Op(Z) = ML}
j=1

heifst die Obersumme von f zu Z.

M,
M, M;
m2
) m’
f(a) 1 e
f() + N M,
M
a =1y T Tj—1 Tj Tp_1 Tp=0>

Abbildung 12.4.: Ober- und Untersumme schachteln den Graphen von f und
damit den tatséchlichen Flacheninhalt von oben bzw. von un-
ten ein. Das Darboux-Kriterium besagt, dass f integrierbar ist,
wenn Zerlegungen gewéhlt werden kénnen, sodass die Differenz
von Ober- und Untersumme — also der helle Bereich — beliebig
klein wird.

Offensichtlich ist wegen m; < M, jeder Summand der Untersumme kleiner oder
gleich dem entsprechenden Summanden der Obersumme, d. h. es gilt immer

Us(Z) < O4(2). (12.1)
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Das iibertrégt sich zu der allgemeinen Abschéitzung

Sy = sup Us(Z) < inf O4(2) = S;

{Z:Z Zerlegung von I} ~ {Z:Z Zerlegung von I}

von ,,groBtmoglicher” Untersumme gegen , kleinstmogliche® Obersumme (der Be-
weis ist eine Ubungsaufgabe).Wegen @) existieren dabei die Werte S, und S
zu jeder beschriankten Funktion f. Sie werden auch das obere Integral bzw. das
untere Integral von f genannt.

Die Wahrheit - das Riemann-Integral, bzw. der gesuchte Fldcheninhalt, - liegt
also irgendwo dazwischen. Der folgende Satz sagt, dass f genau dann Riemann-
integrierbar ist, wenn sich Ober- und Untersumme beliebig nahe kommen.

Satz 12.8. Seia < b und f: [a,b] — R eine beschrankte Funktion. Dann sind
dquivalent:

(a) f ist Riemann-integrierbar, und,
(b) fir alle € > 0 existiert eine Zerlegung Z. von [a,b] mit

04(2.) ~ Us(Z) <.

Beweis. Da die Funktion f ja fest vorgegeben ist, verzichten wir im Folgenden der
Ubersichtlichkeit halber immer wieder auf das angestellte f bei der Bezeichnung
der Ober-, Unter- und Riemann-Summen O(Z2),U(Z), S(Z,€).

Zuerst zeigen wir (a) = (b):

Nach Voraussetzung gibt es zu jedem € > 0 ein Z, sodass fiir alle Zwischenvek-
toren & gilt:

S—Z<S(Z,5) <S+Z. (12.2)

Durch geschickte Wahl der Zwischenvektoren kénnen wir diese Abschétzung mit
kleinen Abstrichen auf die Ober- und Untersumme iiber Z iibertragen: zu jedem
Mj = sup,¢q, f(z;) existiert per Definition ein 9, sodass f(£9) > M; — & gilt,
wobei n € N die Zahl der Teilstiicke der Zerlegung Z ist. Mit dieser Wahl fiir £©
auf jedem Teilstiick erhalten wir

S(Z,6%) => L) = ) LI (M, — ) =02) -1
3=1 j=1
Ein analoges Argument liefert einen Zwischenvektor ¢V mit

S(2,6") <U2)+ 7.

Zusammen ergibt sich mit :
0(2) - U(2) < $(Z,6%) = $(2,6") + 5 <.
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Jetzt zur umgekehrten Richtung (b) = (a):
Nach Voraussetzung existiert zu jedem e > 0 eine Zerlegung Z. von [a, b], sodass
€

0(2.) = U(Z.) < ¢ (12.3)

gilt. Sei jetzt n € N die Zahl der Teilstiicke von Z. und sei

M :=sup f(I) —inf f(I) >0

xel zel

(dieser Wert existiert, da f ja beschriankt ist). Wir zeigen jetzt, dass dann

OZ)—-U(Z) <e, fiir alle Z mit Feinheit py < 6 := (12.4)

3nM

gilt. Als Kandidaten fiir das Riemann-Integral wahlen wir das untere Integral
S = S§;. Wegen der elementaren Abschitzung U(Z) < S(Z,§) < O(Z) und
wegen U(Z) < S < O(Z) folgt dann auch

15(2,8) =5 <0(2) -U(Z) <¢,

fiir alle diese Zerlegungen Z und beliebige passende Zwischenvektoren &, also die
Behauptung.

Jetzt also zum Beweis von ([12.4)): wir definieren zu gegebenem Z mit Feinheit
tz < 0 und Z. die gemeinsame Verfeinerung Z :=ZUZ.von Z und Z.. Es
handelt sich wieder um eine Zerlegung von |[a, b], die bis zu n der Teilstiicke I; von
Z in jeweils 1 < n; < n Teilstiicke I;, zerlegt, indem alle in /; liegende Elemente
aus Z. hinzugenommen werden. Insofern ist Z natiirlich feiner als Z selbst und
als Z. (oder genauso fein). Wir zerlegen jetzt die abzuschitzende Differenz,

0(2) =U(2) =[0(2) = 0(Z)| +[0(2) = U(Z)| + [U(Z) = U(Z)],  (12.5)

und machen ein $-Argument: um den ersten Term rechts abzuschétzen, halten wir
fest, dass wir beim Verfeinern eines Teilstiicks I; von Z in der Obersumme vom

Summanden |I;|M; zu einem Summanden der Form Z;Z?n |I;,| M, iibergehen,
wobei sich die Lingen der Teilstiicke summieren, Y17, |1;,| = |1;], und es gilt

M; — M,, = sup f(z) — sup f(z) < M.

-’EEIj "Eejji
Wir haben also fiir jedes Teilstiick I; von Z, in dem sich durch die Verfeinerung
etwas dndert, die Abschétzung

nj 7 nj

1My = LMy, = (L] =)L DM + Y
=1 =1

=1

i,

(Mj — Mj,) < |I;|M < M.
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12.1. Das Riemann-Integral

Da es hochstens n Teilstiicke von Z gibt, auf denen sich durch die Verfeinerung
etwas dndert, folgern wir daraus

O(Z) — O(Z) < néM = %
Mit einem ganz analogen Argument schétzen wir die Untersummen im dritten

Term rechts in ((12.5)) zu

ab. Es bleibt nur noch, den mittleren Ausdruck rechts in (12.5)) zu untersuchen:
wegen der (trivialen) Abschétzungen

M;, = sup f(x) < sup f(z) = Mj,

zefj-i z€l;
mj, = inf f(x) > inf f(z) = m;,
:vef]i zely

auf den Teilstiicken I¢, auf denen sich bei der Verfeinerung von Z. zu Z etwas

andert, folgt mit ((12.3)) auch

O(Z) - U<Z) S O<Za) - U(Za) <

)

Wl M

und damit die Behauptung. O]

Bemerkung 12.9. Die Bedingung in (b) in Satz liefert uns ein alterna-
tives Kriterium fiir die Integrierbarkeit beschrinkter Funktionen. Wir nennen
es Darboux-Kriterium. Da dafiir nur eine geeignete Folge von Zerlegungen un-
tersucht/gefunden werden muss, ist es meistens praktischer als das Riemann-
Kriterium, um eine Aussage aus der Theorie der Riemann-Integrale zu beweisen
(das sehen wir in den folgenden Abschnitten). Um eine Ober- oder Untersum-
me zu einer gegebenen Zerlegung zu berechnen, ist aber typischerweise schon
relativ viel Aufwand notig — insbesondere miissen ja iiber jedem Teilstiick sup
und inf der Funktion gefunden werden. Zum Ausrechnen von Integralen eignet
sich das Darboux-Kriterium also weniger gut. So hat jede Sichtweise ihre Vor-
und Nachteile und das Gute an obigem Satz ist, dass wir jetzt beliebig zwischen
Darbouxscher und Riemannscher Perspektive wechseln konnen.

Bemerkung 12.10. Reelle Integrale unterscheiden sich vor allem dadurch von
Flacheninhalten, dass sie auch negative Vorzeichen haben kénnen. Zum Beispiel
zeigt ja eine schnelle Rechnung analog zum Beispiel in [12.6;

’ -l _n(n+1) 1
/_1“9”:352021 S =—l4 lim —oe— = -2,
<

183



12. Integration

Funktionen, die unterhalb der z-Achse liegen, bekommen also ein negatives In-
tegral. (Wir verwenden in diesem Absatz ohne Beweis, dass die Funktion f mit
f(z) = x auf [-1, 1] Riemann-integrierbar ist. Mehr dazu im néchsten Abschnitt.)
Bestimmen wir das Integral zu einer Funktion, die mal positiv und mal negativ
ist, dann konnen sich die so signierten Flacheninhalte wegheben. Zum Beispiel

gilt ja:
1
/ zdx =0.
-1

Diese Effekte sind einfach immer zu beachten, wenn Flacheninhalte durch Inte-
grale bestimmt werden. In diesem Zusammenhang treffen wir noch die folgende
Vereinbarung: Ist @ < b und f iiber [a,b] Riemann-integrierbar, dann definieren
wir:

/baf(x)dx::—/abf(x)dx und /aaf(x)dx::()'

12.2. Welche Funktionen sind
Riemann-integrierbar?

Da es sich beim Integral um einen Grenzwert handelt, sind wir nicht iiberrascht,
dass Grenzwertsdtze gelten:

Satz 12.11. Es seien a,b € R mit a < b und f,g € R([a,b]), also Riemann-
integrierbar. Dann gilt

(a) (Monotonie) Ist f < g auf |a,b], so gilt

/a ) de < / g(a) d

(5) (Homogenitit) Ist o € R gegeben, so gilt af € R([a,b]) und
/abaf(:r:) de = a/abf(;v) de.
(¢) (Additivitit) Es gilt auch f + g € R([a,b]) mit
/ab(f(x) T g2) do = /abf(x) dx+/abg(w) dz.

Beweis.  (a) Ist (Z,), eine Folge von Zerlegungen von [a, b] mit Feinheiten p,, —
0 fiir n — oo (die gibt es immer, zum Beispiel die dquidistanten Zerlegungen
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12.2. Welche Funktionen sind Riemann-integrierbar?

Z, mit Feinheit b’T“) und sind €% dazu passende Zwischenvektoren, dann
folgt aus g > f die Ungleichung

Sg(Zn, £%7) — S§(Zn, E77) > 0.

Also folgt aus dem Riemann-Kriterium mit der Linearitdt und der Mono-
tonie des Grenzwerts:

/bg(x) dz — /bf(x) dr = lim 8y(Z,,§%) — lim Sy(Z,,6)

n—0o0

— lim (Sg(zn,gzn) - Sf(Zn,gzn)> >0,

n—o0

und damit die Behauptung.

(b) Wir folgern auch die Homogenitét direkt mit dem Riemann-Kriterium: zu
jedem € > 0 und fiir alle Zerlegungen Z mit geeigneter Feinheit py < 6 und
alle passenden Zwischenvektoren gilt nach Voraussetzung

‘a/ab f(z) de — Sas(Z, g)‘: laf /abf(m) do — S;(2,6)| < Jale,

und daraus folgt die Riemann-Integrierbarkeit von «.f mit dem behaupteten
Integral.

(c) auch hier funktioniert der Beweis direkt mit dem Riemann-Kriterium und
verbleibt als Ubungsaufgabe.
O

Aus der Homogenitdat und Additivitéit ergibt sich insbesondere auch die Linea-
ritdt des Integrals. Weiter konnen wir auch Betrdge, Produkte und Quotienten
Riemann-integrierbarer Funktionen behandeln:

Satz 12.12. Es seien a,b € R mit a < b gegeben und f,g auf |a,b] Riemann-
integrierbar. Dann gelten

(a) |f| ist Riemann-integrierbar auf |a,b] und es ist

/ab f(z) dz

(b) Ist |f(z)| < K fiir alle x € [a,b], so gilt die Standardabschétzung

/a ’ f(z) do

(c) f-g ist Riemann-integrierbar auf [a,b].

b
< / |f(z)] dz. Dreiecksungleichung fiir Integrale

< K(b—a).
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12. Integration

(d) Ist g(x) # 0 fir alle x € [a,b] und 1/g auf |a,b] beschrankt, dann ist auch

f/g auf [a,b] Riemann-integrierbar.

Beweis.  (a) Ubungsaufgabe mit Hilfe von Satz [12.19]

(b) Aus (a) folgt direkt mit Hilfe des Beispiels in [12.6}

g/ab]f(x)]dxg/abde:K(b—a).

/abf(a:) dz

(c¢) Uberraschenderweise geniigt es hierzu, zu zeigen, dass fiir jede Riemann-

integrierbare Funktion ¢ die Funktion ¢? Riemann-integrierbar ist. Denn
wenn wir das gezeigt haben, konnen wir folgendermaflien argumentieren:

Nach Satz [12.11] ((c)) sind die Funktionen f + ¢ und f — ¢g Riemann-
integrierbar, also damit auch (f +g¢)? und (f —g)?, womit schlieBlich wieder

nach Satz[12.11 auch

fo==((f+9?—(f—9))

A,

Riemann integrierbar ist.

Gehen wir also die Riemann-Integrierbarkeit des Quadrats mit Hilfe des
Darboux-Kriteriums an. Wir setzen D := ¢([a,b]). Da ¢ als integrierbare
Funktion beschréankt sein muss, gibt es ein K > 0, so dass D C [—K, K]
gilt. Nach Voraussetzung gibt es zu jedem e > 0 eine Zerlegung Z von [a, b],
sodass O,(Z)—U,(Z) < ¢ gilt. Wegen der Monotonie der Funktion x — z?
fir x > 0 gilt auflerdem

2
sup ¢?(r) = (Sup gp(x)) =: M?, und

JIGIJ' :EE]]'
2
inf ¢(2) = (Inf p(2)]) = |m,l

Es folgt mit den iiblichen Bezeichnungen:

n n

Op2(2) = Upa(Z) = Y ILIMT = |myl*) =Y |LI(M; + [my ) (M — [my])

Jj=1 J=1

< zn: |L|2K (M; —my) = 2K (04(2) — U,(Z)) < 2Ke,

woraus die Riemann-Integrierbarkeit von ¢? folgt.

(d) Ubungsaufgabe mit Hilfe von (c) und Satz [12.19]
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12.2. Welche Funktionen sind Riemann-integrierbar?

Verkettungen von Riemann-integrierbaren Funktionen sind leider etwas proble-
matischer als zum Beispiel Verkettungen von stetigen oder differenzierbaren Funk-
tionen (Erinnerung: was gilt da?). Wir behandeln sie am Ende dieses Abschnitts.

Nachdem wir mit obigen Sitzen gesehen haben, wie wir aus integrierbaren Funk-
tionen neue Riemann-integrierbare Funktionen bauen koénnen, wollen wir uns
jetzt ,,Baumaterial“ beschaffen: die folgenden beiden Sétze zeigen, dass sowohl
monotone Funktionen als auch stetige Funktionen einfach immer integrierbar
sind. Man beachte dabei, dass monotone und stetige Funktionen auf kompakten
Intervallen automatisch beschrankt sind.

Satz 12.13. Sind a,b € R mit a < b und ist f : [a,b] — R eine monotone
Funktion, dann ist f auf [a,b] Riemann-integrierbar.

Beweis. Wir fithren den Beweis im Fall, dass f monoton wachsend ist. Fiir
monoton fallende Funktionen geht die Argumentation analog. Wir verwenden
das Darboux-Kriterium. Wir verwenden dazu die dquidistante Zerlegung 7, =
{zo,...,x,} von [a,b] mit

b—a

)
n

rji=a+] J=0,...,n.

Wegen der Monotonie von f gilt sofort m; = f(x;_1) und M; = f(x;). Damit
haben wir fiir die Differenz von Ober- und Untersumme

OZ:) ~ U(Z,) = S (M; = m| L = *— 37 (F(a) ~ fla 1)

j=1 j=1

Diese Summe ist nun eine Teleskopsumme, die sich verkiirzt auf

_b—a

O(Zn) = U(Zn) (f(b) = f(a)) = dp — 0 (n = o0)

n

Fiir jedes € > 0 gibt es also ein n € N mit d,, < . Fiir die zugehorige Zerlegung
Z, gilt dann O¢(Z,) — Us(Z,) < ¢, also ist das Darboux-Kriterium erfiillt und f
ist nach Satz Riemann-integrierbar. n

Satz 12.14. Es seien a,b € R mit a < b gegeben. Dann ist jede auf [a,b] ste-
tige Funktion dort auch Riemann-integrierbar. Anders ausgedrickt: C(Ja,b]) C

R([a,]).

Beweis. Sei f auf [a,b] stetig. Dann ist f dank der Kompaktheit des Intervalls
nach Satz automatisch beschrénkt. Es macht also Sinn, iiber Integrierbar-
keit nachzudenken. Sei dazu ein € > 0 gegeben. Wegen der Kompaktheit des
Intervalls ist f auflerdem sogar gleichméfig stetig (vgl. Satz . Es gibt also
ein 0 > 0, so dass

|f(z) = f(y)] <e  firalle z,y € [a,b] mit |x — y| < 4.
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Sei nun eine Zerlegung Z = {xo,...,x,} von [a,b] so gewdhlt, dass |I;| < § fiir
alle j € {1,...,n} gilt. Fixieren wir nun vorlaufig ein j € N, so ist f eine stetige
Funktion auf I;, nimmt dort also nach Satz ihr Maximum und Minimum
an, d. h. es gibt {,n € I; mit m; = f(£) und M; = f(n) und da beide in I;
liegen, gilt auf jeden Fall | —n| < |[;] < §. Nun garantiert uns die gleichméfige
Stetigkeit von f damit aber

M —my = [M; —my| =|f(n) — ()| <e.

Also ist
Op(Z) = Up(Z) =Y (M —m))|;| <) _|I;| =e(b - a),
j=1 j=1
und damit das Darboux-Kriterium erfiillt. O

Wir wollen nun zeigen, dass man die Voraussetzung der Stetigkeit noch ein wenig
abschwichen kann, was letztlich nur unserer Intuition entspricht, das Funktionen
stiickweise integriert werden konnen. Dazu das folgende Lemma:

Lemma 12.15. Es seien a,b,c € R mit a < ¢ < b und f : [a,b] — R sei
beschrankt. Dann ist f auf |a,b] genau dann Riemann-integrierbar, wenn f auf
la, c] und [c, b] Riemann-integrierbar ist und in diesem Falle gilt

/abf(x) dx:/acf(:c) da:+/cbf(x) dz.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass sich die Integrierbarkeit von ganzem Intervall
auf die Teile und andersrum iibertrigt. Danach beweisen wir, dass die Integrale
iibereinstimmen.

Zuerst zu <=

Wir verwenden das Darboux-Kriterium. Sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung exis-
tieren dann Zerlegungen Z, = {a,zi,...,25_1,¢ =: xx} von [a,c] und Z, =
{e, g1, .., op1, 20 = b} von [c,b], sodass Oq(Za) — Ua(Z,) < 5 und Oy(Z) —
Up(Zy) < 5 gelten. Damit ist aber auch Z := Z, U Z, = {xo,...,z,} eine Zerle-
gung von [a, b] und es folgt direkt

O(Z) = U(Z) = O(Za) + O(Z) — U(Z) — U(Zy) < e.

Jetzt zu ,, =

Wir verwenden wieder das Darboux-Kriterium. Nach Voraussetzung gibt es zu
jedem € > 0 eine Zerlegung Z von [a, b], sodass O(Z) —U(Z) < € gilt. Wir unter-
scheiden zwei Fille: ist erstens ¢ bereits in Z = {a = zg,..., 2, = ¢,...,x, = b}
enthalten, dann sind Z, := {zo, ..., 2} und Z, := {zy, ..., z,} Zerlegungen von
la, c] bzw. [c,b] und es gilt

O(Zy) — U(Z) + O(Zy) —U(Zy) = O(Z) — U(Z) < e.
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12.2. Welche Funktionen sind Riemann-integrierbar?

Aus der Positivitdt der beiden Differenzen auf der linken Seite folgt daraus auch
die Behauptung. Wéare zweitens ¢ noch nicht in Z enthalten, dann erhalten wir
mit

Z = ZU{c}

eine Zerlegung Z von [a,b], die c enthélt. Wie im ersten Fall konnen wir jetzt Z
in zwei Zerlegungen Z,, Z), von [a, c], [c, b] zerteilen und erhalten

O(Zs) = U(Za) + O(Z) = U(Zy) = O(Z) = U(Z).

Da es sich bei Z auBerdem um eine Verfeinerung von Z handelt, gelten die
Abschétzungen O(Z) < O(Z) und U(Z) > U(Z) (Ubung!), also auch

O(Z) ~U(Z) £0(2) = U(Z) <,

und damit die Behauptung.

Jetzt zur Gleichheit der Integrale:

Sei (Z™),, eine Folge von Zerlegungen von [a, b], sodass die Feinheiten pzn — 0
fiir n — oo erfiillen. Wir wéhlen die Z™ aulerdem so, dass sie alle den Punkt
¢ enthalten, sich also wie oben in die Zerlegungen Z und Z' von [a,c| bzw.
[c, b] unterteilen lassen. Das geht, weil wir den Punkt ¢ ja immer hinzufiigen
konnen und dadurch die Feinheit hochstens verkleinern. Dann gilt fiir alle Zwi-
schenvektoren " passend zu Z" wegen der Linearitdt des Grenzwerts und der
Riemann-Integrierbarkeit auf beiden Seiten der Gleichung im Lemma:

n—oo

b
[ #ta) de = lim 8,27, = i (S,(Z3,62) + 55(2.)

c b
= lim Sy(20.€0) + lim /(2. = [ f@) ot [ f(o) da,

n—oo

also die Gleichheit der Integrale. O]

Satz 12.16. Es seien a,b € R mit a < b gegeben und f : [a,b] — R sei eine
beschrinkte Funktion, die nur in endlich vielen Punkten aus [a,b] nicht stetig ist.
Dann ist f Riemann-integrierbar auf [a,b].

Beweis. Im gesamten Beweis seien m := inf f([a,b]) < M := sup f([a,b]) die
grofite untere bzw. kleinste obere Schranke an f. Dann gilt auch |f(z)] < K :=
max(|m|, |M|) fiir alle x € [a, b].

Wir betrachten zuerst den Speziallfall, dass f nur in genau einem Punkt y € (a, b)
unstetig ist. Es sei dazu ein € > 0 vorgegeben. Dann wihlen wir ein ¢ € (a,y) und
ein d € (y,b) so, dass 2K (d — c¢) < e/3 ist. Nun ist f|[, g, also die Einschrankung
von f auf das Intervall [a,c] eine dort stetige Funktion, die nach Satz
integrierbar ist. Es gibt dazu also eine Zerlegung Z, von [a, c| mit

O(Za) - U(Za) <

Wl ™
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Mit der gleichen Argumentation gibt es fiir fljqs eine Zerlegung Z, von [d, b], so
dass

O(Z) — U(Zy) < %

gilt. Nun ist auch hier Z := Z, U Z, eine Zerlegung von [a, b]. Diese hat eben
nur keinen Zerlegungspunkt in der kritischen Region zwischen ¢ und d. Fiir diese
Zerlegung gilt dann

O(Z) = U(Z) < O(Za) + M(d = ¢) + O(Z) — [U(Za) + m(d — c) + U(%)]
= 0(Z,) = U(Zy) + (M —m)(d — ¢) + O(Z) — U(Z)

15

3

und wir erhalten in diesem Fall Riemann-Integrabilitit von f.

Als zweiten Fall beschéftigen wir uns damit, dass die (weiterhin einzige) Unste-
tigkeitsstelle von f am Rand des Intervalls, also in a (oder b) liegt. In diesem Fall
wéhlen wir nur ein ¢ (oder d) aus [a, b] mit 2K (c—a) < £/2 (oder 2K (b—d) < £/2)
und argumentieren genau so wie oben mit der Zerlegung Z := Z, U {a} (oder
Z = Zb @) {b})

Wir wenden uns also nun dem allgemeinen Fall von endlich vielen Unstetigkeits-
stellen zu. Wir nummerieren diese als y1, 42, ...,Yp € [a,b] mit y; < yo < --- <y,
durch und wéhlen Zahlen 7,72, ...,1,-1, so dass

Y1 <M <Y <M<Yy < <1Mp-1<Y

gilt. Dann ist nach den bisherigen Uberlegungen in diesem Beweis f auf jedem der
Intervalle [a,m], [n;, nj+1 fir jedes j =1,...p— 2 und [n,_1, b] integrierbar, denn
in jedem dieser Intervalle liegt genau eine Unstetigkeitsstelle. Die Behauptung
folgt nun aus Lemma iiber die Moglichkeit, Integrale zu zerteilen. O

Wir kommen nun zu einer wichtigen Folgerung dieses Satzes, die man etwas flapsig
so beschreiben kann: Das Integral sieht Mengen, die aus endlich vielen Punkten
bestehen, nicht.

Satz 12.17. Es seien a,b € R mit a < b und eine Riemann-integrierbare Funk-
tion f : [a,b] — R, sowie eine beschrinkte Funktion g : [a,b] — R gegeben. Ist
dann die Menge P := {x € [a,b] : f(x) # g(x)} endlich, so ist auch g € R([a,b])

und es gilt
b b
/ f(z) da :/ g(x) dz.

Insbesondere sind die Integrale gleich, falls f(x) = g(z) fir alle x € (a,b) gilt.

Beweis. Wir setzen h := f — g und wie im letzten Beweis P = {y1,92,...,Yp}-
Dann gilt h(z) = 0 fiir alle € [a,b] \ P. Also ist h nur genau in den Punkten
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12.2. Welche Funktionen sind Riemann-integrierbar?

von P unstetig, und damit nach Satz integrierbar. Damit ist aber sofort
auch g = f — h integrierbar (vgl. Satz . Wir miissen also nur noch zeigen,
dass fab h(z) dz = 0 gilt.

Um Integrale auszurechnen, eignet sich das Riemann-Kriterium: Wir wéhlen eine
Folge von Zerlegungen (Z,,), mit Feinheiten uy, — 0 fiir n — oo Da h nur in
endlich vielen Punkten # 0 ist, gibt es zu jeder Zerlegung Z, von [a,b] auch
einen Zwischenvektor ¢47, der h nur an Nullstellen auswertet. Dadurch haben
dann auch alle Riemann-Summen der Folge den Wert Null. Aus dem Riemann-
Kriterium folgt also

n—oo n—o0

b
/ h(z) dz = lim S(Z,,&%") = lim 0 = 0.

O

Wir wollen uns zum Schluss dieses Abschnitts noch mit der Integrierbarkeit der
Verkettung zweier Riemann-integrierbarer Funktionen auseinandersetzen. Es gibt
dabei ein negatives und ein positives Resultat:

e Beispiel [12.18 unten zeigt, dass die Verkettung von Riemann-integrierbaren
Funktionen im Allgemeinen nicht Riemann-integrierbar ist.

e Satz[12.19 besagt, dass die Verkettung eine Lipschitz-stetigen Funktion mit
einer Riemann-integrierbaren Funktion wieder Riemann-integrierbar ist.

Beispiel 12.18. Auf dem Intervall [0, 1] sei

1, fallsx =0
flz) = 0, falls z € [0,1] und = ¢ Q,
1/g, falls z € (0,1]N Q und = = p/q mit p,q € N teilerfrei.

Auf Ubungsblatt 12 wird gezeigt, dass f auf [0, 1] Riemann-integrierbar ist. Ins-
besondere haben wir hier ein Beispiel fiir eine Funktion, die Riemann-integrierbar
ist, aber an mehr als endlich vielen Stellen unstetig. Satz liefert also ein
hinreichendes, aber kein notwendiges Kriterium fiir Integrierbarkeit.

Wir betrachten weiter die Funktion g mit

(2) = 0, falls z = 0,
TE=9 1, talls = € (0,1].

Dann ist ¢ monoton wachsend, also auch Riemann-integrierbar. Fiir die Verket-
tung von g und f gilt aber

(90 £)(@) = o(f (@) = { L falls « € 0,11 Q.

0, falls x € [0,1] und = ¢ Q

und dies ist die Dirichletsche Sprungfunktion, die nach dem Beispiel in [12.6| nicht
Riemann-integrierbar ist.
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Es stellt sich also die Frage, wie die Voraussetzungen verschéarft werden kénnen,
damit die Verkettung zweier Funktionen integrierbar wird. Eine mogliche Antwort
gibt der folgende Satz. Der Beweis ist Ubungsaufgabe.

Satz 12.19. FEs seien a,b € R mit a < b und f € R([a,b]) gegeben. Bezeichnen
wir mit D := f([a,b]) das Bild von f und ist h : D — R eine auf D Lipschitz-
stetige Funktion, so gilt auch ho f € R([a,b]).

12.3. Eigenschaften integrierbarer Funktionen

Eine sehr wichtige und niitzliche Eigenschaft der Integration ist, dass sie die
Differenziation oft nur riickgdngig macht, und umgekehrt. Um das prézise zu
machen, bendtigen wir noch den folgenden Begrift:

Definition 12.20. Es seien I C R ein Intervall und g,G : I — R Funktionen.
Dann heifit G eine Stammfunktion von g, falls G auf I differenzierbar ist und
G' =g auf I gilt.

Nach Satz sind Stammfunktionen bis auf eine Konstante eindeutig be-
stimmt, d. h. sind G und H Stammfunktionen von g auf I, so gibt es eine Kon-
stante ¢ € R, so dass G = H + c auf [ gilt. Wir konnen nun das Hauptresultat
dieses Abschnitts beweisen.

Satz 12.21. [Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung] Es seien a,b € R
mit a < b gegeben. Ist f € R([a,b]) und F € Cla,b], so dass F auf (a,b) eine
Stammfunktion von f ist, so gilt

b

/ f(z) dz = F(b) — F(a) = F|".

Beweis. Da wir ein Integral berechnen wollen, eignet sich das Riemann-Kriterium.
Wir halten zunéchst fest, dass es zu jeder Zerlegung Z von [a, b] nach dem Mit-
telwertsatz fiir jedes Teilstiick I; ein §; € (z;_1, ;) gibt mit

F(xj) = Fzj1) = F'(§) (25 — x5-1) = f(§)(25 — 25-1) = F(IE)I]-

Ist also (Z™), eine Folge von Zerlegungen von [a,b] mit je n € N Teilstiicken
und Feinheiten pz» — 0 fiir n — oo, konnen wir dazu wie oben jeweils den
Zwischenvektor £" = (&7, ..., &) wéhlen und erhalten

S5(27,6") = Y FEIE| = 3 F () = Flag ) = F(b) - Fa)

weil es sich um eine Teleskopsumme handelt. Wir haben also eine konstante
Approximationsfolge und folgern aus der Riemann-Integrierbarkeit von f,

| #la) do = im (27,6 = F) - Fla)
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]

Beispiel 12.22. (a) Es seien 0 < @ < b und
flx) = . [a, b]
x x € |a,bl.
) Y

Dann ist f als stetige Funktion Riemann-integrierbar. Auerdem ist F'(x) =
In(z) eine Stammfunktion von f, denn F'(z) = f(x) fiir alle z € [a,b].
Damit haben wir mit dem Hauptsatz

bq ,
/ —dx = ln(x)|a = In(b) — In(a).

T

Die Berechnung des Integrals ist jetzt also viel einfacher geworden als viel-
leicht ,,zu Fu3“ iiber die Riemann-Summen.

(b) Auf dem Intervall [0, 7] betrachten wir die Funktion f(z) = cos(z). Auf-
grund ihrer Stetigkeit ist sie Riemann-integrierbar. Eine Stammfunktion ist
F(z) = sin(x), also gilt

/ cos(z) dox = Sin(a:)‘;r =0-0=0.
0

Im Zusammenhang mit dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung
sind noch zwei Warnungen angebracht.

Warnung 12.23. (a) Es gibt Funktionen, die Stammfunktionen besitzen, aber
nicht integrierbar sind. (Das ist kein Widerspruch zum Hauptsatz, denn dort
haben wir ja die Integrierbarkeit von f vorausgesetzt!) Zur Konstruktion
eines Beispiels betrachten wir auf [0, 1] die Funktion

Flx) = 2*?sin(1/z), falls = € (0,1],
] 0, falls z = 0.

Von dieser haben wir in Beispiel [11.43|[(d)] gezeigt, dass sie auf [0,1] diffe-
renzierbar ist, aber dass die Funktion f := F” auf [0, 1] nicht beschrénkt ist.
Damit kann f auf [0, 1] nicht Riemann-integrierbar sein, aber F ist natiirlich
eine Stammfunktion von f, denn so haben wir f ja gerade konstruiert.

(b) Andersherum gibt es auch integrierbare Funktionen, die keine Stammfunk-
tion besitzen. Als Beispiel dient uns hier auf [—1, 1] die Funktion

fa) = —1, falls z € [-1,0),
TN 1 falls 2 € [0, 1]
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Diese ist monoton wachsend und damit Riemann-integrierbar. Wir nehmen
nun an, es gébe auf dem Intervall [—1, 1] eine Stammfunktion ' von f. Dann
gilt F'(z) = f(x) = —1 fur alle x € [—1,0), also gibt es eine Konstante
c1 € R, so dass auf diesem Intervall F(z) = —x + ¢; gilt. Genauso gibt es
eine Konstante ¢ € R, so dass fiir alle z € [0, 1] die Identitat F'(z) = z+co
gilt. Da F' als Stammfunktion in 0 differenzierbar sein muss, ist sie dort
insbesondere stetig. Es gilt also

o=l Flo) = Fle) =y Fo)=c

Also ist F fiir alle € [—1, 1] bestimmt als F(z) = |z| + ¢ mit einem ¢ € R
und das kann nicht sein, denn die Betragsfunktion ist bekanntermafien in

Null nicht differenzierbar und damit kann es F auch nicht sein und wir
haben einen Widerspruch.

Ist f auf dem Intervall [a, b] integrierbar und wéhlen wir ein beliebiges = € [a, b],
so ist f nach Lemma [12.15 auch auf [a, x] integrierbar. Fiir jedes x € [a, b] konnen
wir also die Abbildung

mr—>/axf(t) dt.

betrachten. Mit den Eigenschaften der so gegebenen Funktion, die nicht notwen-
digerweise eine Stammfunktion ist, beschéftigt sich der folgende Satz.

Satz 12.24. [Zweiter Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung] Es seien
a,b € R mit a < b gegeben und f : [a,b] — R sei auf [a,b] integrierbar. Dann
gelten fiir die Funktion F : [a,b] — R, gegeben durch

F(z) = /x f(t) dt, x € [a,b

die folgenden Aussagen:

(a) F ist Lipschitz-stetig auf |a,b] und es gilt insbesondere F € C([a,b]).

(b) Ist f stetig in xy € [a,b], so ist F' in xy differenzierbar und es gilt F'(xy) =

f (o).

(c) Ist f € C(la,b]), so ist F € C'([a,b]) und fiir alle x € [a,b] gilt F'(z) =

f(z), d. h. F ist eine Stammfunktion von f auf [a,b].

Beweis. (a) Da f als integrierbare Funktion auf jeden Fall beschrénkt ist, gibt
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la, b]. Gilt dabei z < y, so haben wir unter Zuhilfenahme von Lemma [12.15

/ayf(t) dt—/;f(t) dt’
/jf(t) dt+/:f(t) dt—/jf(t) dt‘: /zyf(t) dt‘

Yy Yy
< [1rwldes [ Lat=Ly-a) = Lly-s

|F(y) — F(x)| =

Fiir den Fall > y kann man analog armguentieren, indem man die Rollen
von z und y vertauscht.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass zg € [a,b) ist. Sei dann ein h > 0
mit xg + h < b gegeben. Damit gilt wie im Beweis des vorherigen Punkts

Fao 4+ h) — F(zo) 1/MMf®dt

h h

o

Um nun die Konvergenz dieses Differenzenquotienten fiir h — 0+ gegen
f(xo) zu beweisen, beobachten wir zunéchst, dass gilt

xo+h xo+h
% / flxo) dt = f(;fO) / dt = f(;fO) (zo + h — 20) = f(x0).

Also ist

‘F(:co + h) — F(xg) ~ Fzo)

1 zo+h 1 zo+h
h “J [ g [T o af

zo

/m”Kﬂa—f@w>&\

o

1

h
zo+h
<i [ 150 ) ar

Zo

Sein nun ein € > 0 gegeben. Da f stetig in x; ist, gibt es dann ein § > 0,
so dass zg +d < bist und |f(t) — f(zo)| < € ist fiir alle t € [zg,z¢ + I].
Betrachten wir ab nun nur noch solche A > 0, die kleiner als ¢ sind, so
haben wir damit |f(t) — f(zo)| < € und also auch

et =200 )| <
fiir alle h € (0,6). Also gilt
lim F(xo+ h) — F(x) = fla).

h—0+ h
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Mit einer analogen Betrachtung kann man fiir alle « € (a, b] zeigen, dass

[ Flao +h) = Flx)
h—0— h

= f(20)

ist. Also haben wir nun im Inneren des Intervalls, also fiir alle zy € (a,b)
auch den vollen Grenzwert

fg TR = F@0) _ g

h—0 h

) folgt aus[(a)] und [(b)]

Weiter geht es mit wichtigen Séatzen iiber integrierbare Funktionen:

Satz 12.25 (Mittelwertsétze fiir Integrale). Es seien a,b € R mit a < b und zwei
Funktionen f,g € R([a,b]) gegeben, so dass g auf [a,b] keinen Vorzeichenwechsel
hat, d. h. es gilt g(x) > 0 fir alle x € [a,b] oder g(x) < 0 fir alle x € [a,b].
Weiter bezeichnen wir mit m := inf f([a,b]) und M := sup f([a,b]). Dann gilt

(a) (1. Mittelwertsatz) Es gibt ein p € [m, M|, so dass gilt

/f u(b— a).

Ist f zusdtzlich stetig auf |a,b], so gibt es sogar ein & € [a,b] mit = f(&).

(b) (2. Mittelwertsatz) Es gibt ein u € [m, M], so dass gilt

/ F(x)g(z) dz = /abg(:zc) dz.

Ist f auflerdem stetig auf |a,b], so gibt es ein & € [a,b] mit p = f(&).

Beweis. Da der Teil direkt aus der Aussage in @ mit g = 1 folgt, beweisen
wir nur diesen zweiten Teil. Teil ist anschaulich auch vollig klar: Es gibt ein
Rechteck der Hohe m < p < M und Breite b — a, das den gleichen Flacheninhalt
hat wie die Flache unter f. Oder anders gesagt: es gibt den mittleren Wert p der
Funktion f iiber [a,b], s. Bild:

Jetzt zum Beweis der Aussage in[(b)|im Fall, dass g(z) > 0 fiir alle z € [a, ] gilt
(der Beweis fiir negatives g verlauft analog): Da m < f(x) < M fiir alle x € [a, b]
gilt, haben wir dank der Positivitdt von g auch mg(x) < g(x)f(x) < Mg(x) fiir
alle diese . Also gilt wegen der Monotonie des Integrals

/ dx</f da:<M/
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Y Rechteck

7.

‘ a xi b X

— int

Abbildung 12.5.: Zum 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Ist nun das Integral von g tiber [a, b] Null, so folgt aus dieser Ungleichungskette
sofort, dass auch das Integral iiber das Produkt von f und g Null sein muss und
die Aussage des Satzes ist fiir jedes p € R richtig. Ist der Wert des Integrals von
g nicht Null, so setzen wir

M@t dr
f;g(:v) dz

Damit gilt auf jeden Fall die im Satz behauptete Gleichheit. Da ¢ nicht-negativ
ist, kann auch das Integral von g auf [a, b] nicht negativ sein, es muss hier also
sogar strikt positiv sein, so dass wir aus unserer Ungleichungskette nach Division
durch dieses Integral auch noch bekommen, dass p € [m, M| liegt.

Damit bleibt noch die Zusatzaussage fiir stetige Funktionen f zu beweisen. Ist
f € C([a,b]), so existieren dank der Kompaktheit von [a,b] Zahlen xq, x5 € [a, D]
mit m = f(x;) und M = f(xs). Da p € [m, M] ist, gibt es also nach dem
Zwischenwertsatz (vgl. Satz ein € € [a,b] mit f(&) = pu. O

Im Rest dieses Abschnitts wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, ob man
bei Funktionenfolgen und -reihen den Grenziibergang mit der Integration vertau-
schen darf, ob also das Integral der Grenzfunktion der Grenzwert der Integrale
der Funktionenfolgenglieder sind. Da es sich bei der Integration ja auch um einen
Grenzwertprozess handelt ist das also mal wieder eine Frage nach der Vertausch-
barkeit zweier Grenziibergénge und damit steht zu befiirchten, dass es eine eher
knifflige Frage ist. Tatséchlich ist das gewiinschte im Allgemeinen falsch, wie das
folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 12.26. Wir betrachten auf dem Intervall [0, 1] die Funktionenfolge der
folgenden ,,Hiitchenfunktionen*:
n?z, falls x € [0,1/n],
fulx) = ¢ —n’z + 2n, falls € (1/n,2/n],
0, falls x € (2/n, 1],
wobei n > 2 ist. Es ist dann eine leichte Ubungsaufgabe zu zeigen, dass die Funk-

tionenfolge (f,,), punktweise aber auf [0, 1] nicht gleichméfig gegen die Nullfunk-
tion konvergiert. Auflerdem ist f,, fiir jedes n > 2 Riemann-integrierbar und es
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gilt, wie man sich auch leicht durch Berechnung der Dreiecksflache klar macht,
1
/ folz)dz =1 fir allen > 2.
0

Damit haben wir die Nichtvertauschbarkeit der Grenzprozesse, denn es ist
1

1 1
lim i falz)de =1#0= /0 f(z)dz = / nh_}rglo fu(z) da.

n—o0 0

Auch in diesem Zusammenhang zeigt der Begriff der gleichméafigen Konvergenz
seine Berechtigung, denn das Problem im obigen Beispiel war tatséchlich das
Fehlen derselben, wie man am folgenden Satz sieht.

Satz 12.27. Es seien a,b € R mit a < b und (f,), sei eine Funktionenfolge, so
dass [, € R([a,b]) fir alle n € N gilt und (f,), auf [a,b] gleichmdfSig gegen eine
Funktion f : |a,b] — R konvergiert. Dann ist auch f Riemann-integrierbar und

es gilt
b

lim [ fu(z)de= / f(z) de.

n—oo a

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es Dank der gleichméfiigen Konvergenz von (f,,),
ein ng € N, so dass

) — f(2)] < ﬁ fiir alle n > no und alle z € [a, b]

gilt. Losen wir den Betrag auf, so ergibt das fiir alle n > nyg
€
b—a
Da jedes f, Riemann-integrierbar ist, ist insbesondere f,, beschrénkt, also ist
wegen der rechten Ungleichung auch f beschrinkt. Weiterhin existiert eine Zerle-
gung Z, sodass Oy, (Z.) — Uy, (Z:) < ¢ gilt. Gleichzeitig folgen die Ungleichun-
gen

¥ fulz) < F(2) < fulz) + ﬁ fiir alle = € [a, b]. (12.6)

Oy(Z.) < Ofn() (Ze) +e  und Ufng (Ze) —e < Uy(Ze)

aus ((12.6]). Zusammen ergibt sich
O4(Z:) —Up(Ze) < Ofno (Ze) — Ufno (Z:) +2e < 3¢,

und damit die Riemann-Integrierbarkeit von f aus dem Darboux-Kriterium. Um
die Gleichheit der Integrale im Grenzwert zu sehen, folgern wir aus (12.6) mit
der Monotonie des Integrals, dass fiir alle n > ng

/abfn(x)dx—ag/abf(x)dxg/abfn(:c) dz +¢,

und damit auch
b b
/ ful(z) dx—/ f(z) dx

erfiillt ist. Die Folge ( fab fa() dz)  konvergiert also gegen f: f(x) dz. O

< 2¢,
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12.4. Wie bestimme ich ein Integral?

Um Integrale zu approximieren, liefert das Riemann-Kriterium schon eine sehr gu-
te Grundlage. Um den Wert eines Integrals exakt zu bestimmen, ist das Auffinden
von Stammfunktionen von zentraler Bedeutung. Leider gibt es dazu nicht wie bei
der Differenziation einen kompletten Satz von Regeln, mit dessen Hilfe, genug
Zeit und Konzentration vorausgesetzt, im Prinzip jede Funktion differenziert wer-
den kann. Stattdessen miissen wir uns mit Rechenregeln und Tricks begniigen,
mit denen wir das Problem der Integration einer Funktion auf das entsprechen-
de Problem fiir eine andere Funktion zuriickspielen konnen, die dann hoffentlich
einfacher ist.

Das liegt nicht daran, dass uns im Moment noch starke mathematische Hilfsmit-
tel fehlen, sondern ist ein prinzipielles Problem. Es gibt einfache stetige (sogar
beliebig oft differenzierbare) Funktionen, die nach dem Hauptsatz eine Stamm-
funktion haben, die sich aber nicht in einer geschlossenen Form angeben lésst.
Zusammengefasst:

Differenzieren ist Handwerk, Integrieren ist Kunst.

Zwei Techniken, die man immer parat haben sollte, sind partielle Integration
und Substitution, die auf der Produkt- bzw. der Kettenregel fiirs Differenzieren
beruhen. Sie sind, zusammen mit einer Reihe von Beispielen, das Thema dieses
Abschnitts.

Satz 12.28 (Partielle Integration). Es seien I := [a,b] C R ein kompaktes In-
tervall und f,qg: I — R stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

/abf’ngg )Z—/abfg"

Beweis. Zunichst einmal existieren alle in der Behauptung auftretenden Integra-
le, denn nach Voraussetzung sind f’g und fg' stetige Funktionen und damit auch
Riemann-integrierbar auf I.

Nach der Produktregel gilt nun

(fg9)' = flg+ fd,

also ist fg eine Stammfunktion von f'g + fg¢’. Aus dem ersten Hauptsatz der
Differenzial- und Integralrechnung, Satz[12.21] folgt also

/ab(f’g+fg') I/ab(fg)’zfg ‘b d. h. /abf/g:fg [_/abfg/'
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Beispiel 12.29. (a) Wir betrachten das Integral

200

1
/ xsinh(x) dz,
0

d. h. wir wenden unseren Satz mit g(z) = = und f'(z) = sinh(z) auf dem
Intervall [0,1] an. Dann ist f(z) = cosh(x) eine mogliche Wahl fiir die
Funktion f und wir erhalten mit partieller Integration:

1
—/ cosh(z) dx
0

r=1

z=1

1
/ xsinh(z) dz = z cosh(x)
0

=0
= cosh(l) — 0 — (sinh(a:)
_etle et 1

2 2 e

Die Wahl von f und ¢ kann fiir den Erfolg einer Anwendung dieser Regel
sehr entscheidend sein. Wenn wir beispielsweise im Integral aus umge-
kehrt g(x) = sinh(x) und f'(z) = x genommen hétten, wiren wir bei

) = cosh(1) — sinh(1)

z=0

r=1

=0

! 1 "1
/ xsinh(z) dz = 53:2 sinh(x) — / 53:2 cosh(z) dx
0 0

gelandet. Diese Umformung ist natiirlich auch richtig, aber von dem nun
entstandenen Integral wissen wir erst recht nicht, wie wir es berechnen
sollen.

Manchmal muss man sich die zweite Funktion zur partiellen Integration
erst kiinstlich schaffen:
=2 2 1
— / r— dx
r=1 1 xXr

/1 In(z) de = /1 1-In(x) de = zIn(x)
—2.In(2)—2-0+1=2-In(2) — 1,

z=1

= (zIn(z) — )

wobei wir g(x) = In(z) und f'(x) = 1 gewihlt haben.

Oft genug braucht man noch weitere Tricks. Bekannte Eigenschaften der zu
untersuchenden Funktionen, wie zum Beispiel der trigonometrische Pytha-
goras im Fall von Sinus und Cosinus, kénnen helfen. Wir wollen

7r/2
A= / sin®(z) dz
0

bestimmen. Dazu wahlen wir f/'(z) = g(z) = sin(z) und berechnen

z="7/2

— /Oﬂ/2 cos(x)(—cos(x)) dz = /0’*/2 cos?(z) d.

= — cos(z) sin(x) Y
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Wenden wir nun mit f'(x) = g(x) = cos(x) noch einmal partielle Integrati-
on an, so erhalten wir

r=r/2

= sin(x) cos(x) L

- /0 " () (— sinz) do — /0 " () do — A

und damit auBler der Gewissheit, dass wir uns unterwegs nicht verrechnet
haben, nichts neues. Wir miissen also einen anderen Weg suchen: Mit dem
Ergebnis unserer ersten partiellen Integration und dem trigonometrischen
Pythagoras sin®(z) + cos?(z) = 1, finden wir

/2 /2 T /2 T
A= / cos?(z) do = / (1—sin*(x)) dz = ——/ sin?(z) do = = — A,
0 0 2 Jo 2

woraus 2A = 7/2 und schliefSlich

folgt.

Satz 12.30 (Substitution(sregel)). Es seien [a,b] C R und [c,d] C R kompakte
Intervalle, sowie f € C([a,b],R) und g € C'([¢,d],R) mit g([c,d]) C [a,b]. Dann

18t

d 9(d)
[ roy-sa= [ s ar

Beweis. Nach dem Zweiten Hauptsatz [12.24(c)| besitzt f auf [a,b] eine Stamm-
funktion F. Wir betrachten die Funktion H := F o g auf [¢, d]. Dann gilt fiir alle
t € [¢,d] nach der Kettenregel

H'(t) = F'(g(t)) - 4'(t) = f(g(1)) - g'(1).
Also kénnen wir mit zweimaliger Anwendung des Hauptsatzes folgern:

d g9(d)
/ fg(t)) - ¢'(t) dt = H(d) — H(c) = F(g(d)) — F(g(c)) = " flz) de. O
c g(c
Bemerkung 12.31. H&ufig behilft man sich bei der Anwendung der Substituti-
onsregel einer intuitiven, aber nicht rigorosen Schreibweise. Diese leitet sich aus
der alternativen Notation j—gyc (gesprochen ,,dy nach dz“) statt ¢ fiir eine diffe-
renzierbare Funktion y ab. Man fasst dann in der Substitutionsregel die Setzung
x = g(t) so auf, als sei z eine Funktion von ¢ und rechnet mit den Differenzialen

dx und dy wie gewohnt:

d
d—“: —g(t) ., =>do=gt)dt “
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Dabei erhélt man genau die in der Substitionsformel stehende Ersetzung von dx
durch ¢'(t)dt.

Dieser Formalismus ist sehr iibersichtlich und praktisch, es sollte dabei aber nicht
in Vergessenheit geraten, dass das keine saubere Mathematik ist.

Beispiel 12.32. (a) Wir berechnen das Integral

202

2
X
/—dx
1 \/2+[E2

mit unserer Schmierrechnungsmethode. Dazu setzen wir 2 + 2% = t. Wegen
x € [1,2] konnen wir das auflosen zu © = v/t —2, d. h. wir wenden die
Substitutionsregel mit g(¢) := /t — 2 an. Weiter ist bei der Anwendung
des Satzes ¢ = 3 und d = 6, denn dann ist g(¢) = 1 und g(d) = 2. Die
natiirliche Wahl fiir [a, b] ist [1, 2], aber auch [a, b] = [—3, 15] ist in Ordnung.
Nun wenden wir die Substitutionsregel an. Es ist i—f = 1/2yi=2 = 1/22, also
»2xdr = dt“. Damit haben wir

/2 | 1/2 L 9 1/61dt /61dt
—_—Ar = — —_— - Z2xAr = — JRE— — [
1 V2 + 22 2J)1 V2+a? 2 )3 Vit 5 2Vt
t=6
=t 32\/6—\/3.
t—

Als zweites Beispiel wollen wir das Integral
1
A::/ V1—22dx
0

bestimmen. Dieses hat auch eine anschauliche Bedeutung, denn der Graph
der Funktion v/1 — 22 ist fiir x € [0, 1] der Viertelkreisbogen des Kreises
mit Radius 1 um 0 zwischen den Punkten (1,0) und (0,1). Wir bestim-
men mit diesem Integral also die Fléche dieses Viertelkreises, es sollte also,
bitteschon, 7/4 herauskommen.

Wir substituieren x = cos(t). Dann gilt z. B. z = 0 fiir t = 7/2 und z = 1
fiir t = 0. Wir wéhlen also ¢ = 7/2 und d = 0. Die Schmierrechnung gibt
uns wegen dz/ar = cos'(t) = —sin(t) die Ersetzung dz = —sin(¢) d¢. Nun
gilt fiir alle t € [0,7/2]

V1 — 22 = /1 — cos(t) = y/sin%(t) = | sin(t)| = sin(t).

Setzen wir das nun alles zusammen, ergibt sich mit Beispiel |12.29 tat-
sachlich

A= [) sin(t)(— sin(t)) dt = /OW/Q sin?(t) dt =

2

™
1 .



12.5. Uneigentliche Integrale

(c) Schlieflich bestimmen wir

bt
H(b) = —  d¢
() /0t2+2t+1

fiir alle b > 0. Wir setzen dazu g(t) = t* + 2t + 1 und f(z) = < und stellen
fest, dass dann mit der Substitutionsregel gilt:

Ho = [ 200 /f

1 90 1
:_/ EI T |g ——1n(b2+26+1)
2 Jgoy=1 3"

12.5. Uneigentliche Integrale

Bisher konnen wir Integrale nur iiber kompakte Intervalle und beschrankte Funk-
tionen bilden. Wir wollen unser méchtiges Werkzeug des Grenziibergangs jetzt
auch hier verwenden, um allgemeinere Integrale zuzulassen.

In diesem Abschnitt seien stets a,b € R und o € RU{—o00} sowie f € RU {o0}.

Definition 12.33. FEs sei f : [a,5) — R (bzw. f : (a,b] — R) Riemann-
integrierbar auf dem Intervall [a,t] (bzw. [t,b]) fir jedes t € (a,B) (bzw. t €
(a,b)). Dann heif$t f uneigentlich integrierbar, wenn der Grenzwert

t b
tggl—/a ! (bzw. t£g1+ : f)

existiert. In diesem Fall heifst der Grenzwert

[remmm [r G [ [0

das uneigentliche Integral von f dber (a, ) (bzw. (a,b)).
Beispiel 12.34. (a) Wir betrachten

[ 7=
——dx
0 1— .%2
Das ist ein uneigentliches Integral, denn die Funktion 1/vi=2? ist auf [0, 1]
wegen lim, ,;_ 1/vi—2? = oo nicht beschrinkt. Fiir jedes ¢t € (0,1) ist sie
aber stetig auf dem Intervall [0, ¢], also dort integrierbar. Wir haben damit
im Sinne der obigen Defintion den Fall ¢ = 0 und § = 1. Dann ist fiir jedes
te(0,1)

=t

dz = arcsin(z) = arcsin(t)

t
1
\/0 \/1—372 =0
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12. Integration

und wegen lim,_,;_ arcsin(t) = 7/2 existiert das uneigentliche Integral

r = lim dz = lim arcsin(t) = T

1 t
1 1
/0 m d t%l/o m t—1—

(b) Wihrend im ersten Beispiel die Funktion unbeschrinkt war, schauen wir
uns nun eine Integration iiber ein unbeschranktes Intervall an:

>~ 1
/ LI
0 1+I2

es ist also a = 0 und 8 = oco. Fiir ¢ € (0, 00) gilt nun

=t
= arctan(t) —

=0

t

1

/ dz = arctan(z) (t — 00),
0 ]. + I2

|

also existiert auch dieses uneigentliche Integral mit dem Wert

<1
/ dx:z.
o 1+ a2 2

/0 I o
foo L4222

(c) Esseis > 0. Wann ist die Funktion 1/z+ auf dem Intervall [1, co) uneigentlich
integrierbar? Fiir ¢ € (1, 00) gilt fiir s =1

b1
T dr =1
/1 mdx n(z)

also existiert das uneigentliche Integral in diesem Fall wegen lim;_,, In(t) =
oo nicht.

Fiir s # 1 ist

Genauso sieht man

r=t

= In(?),

=1

“1 1
— dz = 1=s
, xs 1—s5

Der Grenzwert dieses Ausdrucks existiert nun genau fiir s > 1 und es ist in
diesem Fall

<1 1 1 1
/ — dz = lim (t1*5 —1)=- —
1 xf

thoo 1l — s 1—s s—1
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12.5. Uneigentliche Integrale

(d) Genauso wie im vorherigen Beispiel kann man zeigen, dass das uneigentliche
Integral
"1
0 °
genau dann existiert, wenn s < 1 ist. In diesem Fall gilt
1
1 1
—dz =

0 T 1—s

Bisher haben wir nur uneigentliche Integrale betrachtet, die an einer Grenze un-
eigentlich sind. Natiirlich will man auch den Fall behandeln kénnen, dass es an
beiden Intervallgrenzen Probleme gibt. Dazu miissen wir unsere Definition nur
ein bisschen modifizieren.

Definition 12.35. FEs sei f : (o, 5) — R Riemann-integrierbar auf jedem Inter-
vall [€,n] C (o, B). Dann heifit f auf (o, B) uneigentlich integrierbar, wenn es ein
c € (a, B) gibt, so dass die beiden uneigentlichen Integrale

/(:f und /Cﬁf

im Sinne von Defintion existieren. In diesem Full sagen wir, dass das un-

eigentliche Integral
g c B
o=+ ]1

Natiirlich muss man, damit diese Definition Sinn macht, zeigen, dass der so er-
haltene Wert fiir das uneigentliche Integral nicht von der speziellen Wahl von ¢
abhéngt:

Ubungsaufgabe 12.36. Definition [12.35] ist von der Wahl von ¢ € (a, 3) un-
abhéngig.

existiert bzw. konvergiert.

Warnung 12.37. Das uneigentliche Integral ffooo f ist nicht definiert durch

lim oo ff . J, sondern durch

o0 0 s
/ f= lim / f+ lim f.
o t——o0 [, s—o0 [
Das ist ein wesentlicher Unterschied, wie man an dem Beispiel ffoooa: dx sieht.

Dieser Wert existiert offensichtlich nicht, denn sowohl ffoo x dx, als auch fooo r dx
sind divergent. Gleichzeitig ist aber fiir jedes t > 0

t
/ x dr =0,
—t
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12. Integration

sodass der ganz oben angegebene ,gleichzeitige® Limes existiert und den Wert
Null hat. Trotzdem ergibt es keinen Sinn, dadurch das uneigentliche Integral
zu definieren, denn dass sich die positiven und negativen Beitrdge hier gerade
aufheben, liegt daran, dass wir die Grenzwerte in Richtung oo und —oo genau
gleich schnell laufen lassen. Bildet man z.B. den genau so sinnvollen (bzw. nicht
sinnvollen) Grenzwert

t+1

, 1 , 1, 1
lim a:dx—tlggoé(t+1) —§t _tli>r£10<t+§)_oo,

t—=oo J_4

sieht das Ergebnis schon anders aus.
Also merke: Ein doppelt uneigentliches Integral konvergiert nur dann, wenn es
an beiden Integrationsgrenzen unabhéngig voneinander konvergiert.

Beispiel 12.38. (a) Es existiert mit Hilfe von Beispiel [12.34 @ das doppelt

uneigentliche Integral
/ 1
dr = .
o 1+ 22

(b) Sei s > 0. Kombiniert man und [(d)] aus Beispiel [12.34] so sieht man,
dass das doppelt uneigentliche Integral

genau dann existiert, wenn s > 1 und s < 1 gilt, also nie.

Die folgenden Satze und Definitionen formuheren wir der Ubersichtlichkeit halber
nur fiir uneigentliche Integrale der Form f f(x) dz. Entsprechende Sitze und
Defintionen gelten auch fiir die anderen Arten uneigentlicher Integrale.

Im néchsten Satz geht es um einen ersten prizisen Zusammenhang zwischen der
Konvergenz von Reihen und von Integralen.

Satz 12.39 (Vergleichssatz Integral-Reihe). Ist f: [1,00) — Ry monoton fallend
und Riemann-integrierbar auf [1, 8] fir alle 5 > 1, dann gilt:

Zf(n) eristiert & / f(z) dx existiert.
n=1 1

Beweis. Zuerst zur Richtung ,,=“: Fiir £ > 2 und z € [k — 1, k] ist nach Voraus-
setzung f(k) < f(z) < f(k—1), also auch f(k) < fk f(x)dz < f(k—1) und

damit L
/ fa st(k)
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12.5. Uneigentliche Integrale

fiir n > 2. Wegen der Positivitdt von f ist die Folge ( fln f(x) dx) monoton und

wegen der Folgerung

n—1 o)

JRCEEWICES T

k=1 k=1

aus der zweiten Abschétzung oben auch beschréankt und damit konvergent (warum
ist das ausreichend?).

Jetzt zur umgekehrten Richtung ,,<*“: Wie oben und aufgrund der Monotonie
und Positivitat von f folgt

Ei:f(@ < /lnf(:v) dz < /loof(x) dr,

sodass die Folge <ZZ:1 f (k)) unter der Voraussetzung der Existenz des unei-
gentlichen Integrals monoton wachsend und beschrinkt ist, also konvergent. [

Beispiel 12.40. Zu gegebenem o € R betrachten wir die Funktion f: (1,00) —

R; mit f(z) = m Es ist F(z) = % eine Stammfunktion von f fiir
o € Ry \ {1} und F(z) = In(Inz) eine Stammfunktion von z — —— (beides

nachrechnen!). Damit ldsst sich das uneigentliche Integral f;o f(z) dz bestimmen
und wir sehen, dass es genau dann existiert, wenn o > 1 ist (auch nachpriifen!).
Weiter ist f wegen

1+

/ ) = — Inz

J(@) x?(lnz)e

auf (1,00) monoton fallend, sodass die Voraussetzungen von Satz [12.39| erfiillt
sind. Es folgt, dass der Reihenwert

= 1
; n(lnn)e

genau dann existiert, wenn o > 1 ist.

Bemerkung 12.41. Unter den Voraussetzungen von Satz [12.39] betrachten wir
die Folge (a,), gegeben durch

n n+l
ap = Zf(k:) —/1 f(z) de.

Der Beweis des Satzes zeigt, dass die Folge monoton wachsend und aufgrund der
Abschétzung 0 < a, < f(1) — f(n+ 1) < f(1) fiir alle n € N beschrénkt ist.
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12. Integration

Die Folge ist also konvergiert und der Grenzwert erfiillt 0 < lim,,_,o a, < f(1).
Speziell fiir die Funktion f(z) = % ergibt sich

. 1 1
Iim(1+-+4---+——1Inn) =y <1,
n—00 2 n
was bedeutet, dass sich die harmonische Reihe in etwa wie die Folge n — Inn
verhélt. Der Grenzwert v heifit Fuler-Konstante.

Grob gesagt funktioniert die Theorie zur Existenz von uneigentlichen Integralen
irgendwie so dhnlich wie die Theorie zur Konvergenz von Reihen. Bei Reihen war
dabei ja insbesondere wichtig, ob die Konvergenz unabhéngig von den Vorzei-
chen der Summanden auftritt, oder durch einen Wechsel des Vorzeichens bedingt
wird — mit anderen Worten: ob es sich um absolute Konvergenz handelt (Stich-
wort: Umordnen). Auch bei den uneigentlichen Integralen fiiren wir deshalb die
entsprechende Unterscheidung ein.

Definition 12.42. Das uneigentliche Integral ff f heifst absolut konvergent,

wenn das uneigentliche Integral ff |f| existiert.
Parallel zu unseren Uberlegungen bei absolut konvergenten Reihen gilt hier:

Satz 12.43 (Dreiecksungleichung fiir uneigentliche Integrale). Ist das uneigent-
liche Integral ff f absolut konvergent, so ist es auch konvergent und es gilt

/ff]s/f|f|-

Beweis. Sei ¢ > 0 und sei (t,), C (a, ) eine Folge mit lim,, o t, = 8. Da das

Integral absolut konvergiert, ist ( fj" |f(z)] dz) eine Cauchyfolge, es ex. also ein

ng € N, sodass

/:n |f(2)] dz — /atm |f ()] dm‘ = /t: ()] d:v) <e

fiir alle n,m > mng erfiillt ist. Daraus folgt mit der Dreiecksungleichung fiir
(gewohnliche, nicht uneigentliche) Integrale aber direkt

/atnf(l')dx_/atmf(l’) dx‘: /t:mf(x) dx‘g/t:m|f(x)|dx<a,

also, dass auch ( f;" f(zx) dx) eine Cauchyfolge, und deshalb auch konvergent

ist. Per Definition existiert damit das uneigentliche Integral. Die Dreiecksunglei-
chung ergibt sich jetzt aus der Stetigkeit der Betragsfunktion und wieder aus der
Dreiecksungleichung fiir nicht uneigentliche Integrale:

A= [l = g [ o] < g [ [0
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12.5. Uneigentliche Integrale

Fiir die Untersuchung von Reihen auf absolute Konvergenz waren Majoranten-
und Minorantenkriterium die vielleicht wichtigsten Hilfsmittel. Sie lassen sich
auch auf die absolute Konvergenz uneigentlicher Integrale iibertragen. Der Beweis
verbleibt dabei als Ubungsaufgabe:

Satz 12.44 (Majoranten-/Minorantenkriterium). (a) Ist|f(z)| < g(x) fir alle
x € |a, B) und ist ffg konvergent, dann ist ff f absolut konvergent.

(b) Ist f(x) > g(x) > 0 fir alle x € [a,) und ist g nicht uneigentlich inte-
grierbar, dann ist auch f nicht uneigentlich integrierbar.

Beispiel 12.45. (a) Wir kénnen jetzt relativ schnell beweisen, dass

/ sin(z) e
0 x

ein konvergentes, aber nicht absolut konvergentes uneigentliches Integral
ist. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass dieses, obwohl es auf den ersten
Blick doppelt uneigentlich aussieht, eigentlich nur einfach uneigentlich fiir
x gegen unendlich ist, denn nach Beispiel @ konnen wir die Funktion
x +— sin@)/z durch den Wert 1 stetig nach = = 0 fortsetzen. Mit Hilfe von
partieller Integration erhalten wir fiir jedes ¢t > 1:

t ¢
t
/ sin(x) dx:cosl—cots _/ cosT
1 1

T 2

Das uneigentliche Integral flt 5% dr existiert, weil es die konvergente Ma-

jorante ff x—12 dx besitzt. Also existiert auch der Grenzwert

t .
. sin x
lim dzx.
t—o00 1 €T

Andererseits haben wir fiir alle £ € N die Abschétzung

km : 1 km 2
/ |sin(z)] dz > = |sin(z)| dz = —,
(

k—1)m z T Jk—1)n km

die sich zu der Abschétzung

nm : 2
[l 2
0 T T

aufsummieren 1&8t. Aus der Divergenz der harmonischen Reihe konnen wir
also schliefen, dass das Integral nicht absolut konvergiert.
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12. Integration

(b) Wir untersuchen

Kwﬁdx—:/lwf(x)dx

auf Konvergenz. Wegen

@) = == < — ()
x)| = =— =g(x
VItas = Vad o 2 J
und da nach Beispiel [12.34] das uneigentliche Integral floo =" dx kon-

vergiert, ist das untersuchte uneigentliche Integral nach dem Majoranten-
kriterium absolut konvergent.

Einen genauen Wert fiir das Integral konnen wir, wie beim Majorantenkri-
terium {iblich, nicht angeben, aber das ist auch meist nicht nétig, denn wir
haben ja mit Hilfe der Dreiecksungleichung die Abschéitzung

wa(x)dxﬁzwg(x)dx:/lw#dx:3/2%1:2'

(c) Wir untersuchen noch das uneigentliche Integral

/1 :U2+7x—|—10 / fl

Vergleichen wollen wir die Funktion f mit der Funktion g(z) := 1/« fiir
grofe x. Dazu bemerken wir zunéchst
2
tim 1) _ ) -

z—o0 g(x) 0 224+ Tz + 10 -

Also gibt es ein ¢ > 1, so dass f(@)/g(z) > 1/2 fiir alle z > ¢ gilt, was wiederum
f(z) > 9@)/2 =1/20 > 0 fiir alle diese x bedeutet. Da nun das uneigentliche
Integral f /20 dz nach Beispiel m. divergent ist, divergiert nach
dem Minorantenkriterium auch das uneigentliche Integral f f(z) dz, und
damit divergiert auch das Ausgangsintegral.

Bemerkung 12.46. Das im letzten Beispiel verwendete Verfahren ist ziemlich
universell einsetzbar. Allgemein folgt fiir zwei Funktionen f und g aus der Bezie-
hung lim, 5 f(®/g@) = L > 0 die Ungleichungskette

1S

27 g(x)
fiir ein nahe genug bei § gewéhltes c¢. Daraus lédsst sich dann immer wie oben
eine Abschéitzung fiir das Majoranten- bzw. das Minorantenkriterium bekommen.
Qualitativ gesprochen bedeutet die Existenz eines endlichen Grenzwertes von
F(@)/g(x), wenn x gegen die Problemstelle lauft, dass f und g das gleiche Verhalten
an der Problemstelle haben.

< ;L fir alle z € [c, B)
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Bevor wir dieses Kapitel abschlieflen, sei noch einmal vor einem typischen Fehler
gewarnt.

Warnung 12.47. Wir haben in Beispiel [(d)] bemerkt, dass das uneigent-
liche Integral fol /& dx konvergiert, aber fo /2 dx divergiert. Daran sieht man,
dass man im Allgmeinen nicht schlieBen kann, dass mit f auch sofort f2 uneigent-
lich integrierbar ist! Das wird trotzdem immer wieder gerne versucht. Es gilt also
allgemein nicht, dass das Produkt uneigentlich integrierbarer Funktionen wieder
uneigentlich integrierbar ist.

12.6. Vermischtes zum Riemann-Integral

Unbestimmte Integrale

Im Verlauf der letzten Abschnitte, insbesondere bei der Berechnung von Integra-
len, hat sich aus unserer urspriinglichen Motivation, ndmlich der der Flichenbe-
rechnung, zunehmend auch die abstrakte Fragestellung nach der Bestimmung ei-
ner Stammfunktion ergeben. Damit héngt der Begriff des unbestimmten Integrals
zusammen, den wir hier noch einfithren, weil er in der Literatur sehr gebrauchlich
ist. Dazu gehort eine dicke Warnung: Die zugehorige Notation ist zwar manchmal
praktisch, aber auch sehr ungenau und irrefithrend!

Definition 12.48. Es sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion.
Besitzt f auf I eine Stammfunktion F', so schreibt man auch

/f:/f(x)dx::{GzlaR:G’:f}
={G: I ->R:3ceRVx el Gx)=F(x)+c},

fiir das sogenannte unbestimmte Integral, also fiir die Menge aller Stammfunk-
tionen von f.

Diskussion und Beispiele:

(a) Oft sieht man eine Schreibweise der Form / e"dr=e"4¢, ceR.

Diese Zeile ist formal unsauber, denn es fehlen rechts vom Gleichheitszei-
chen die Mengenklammern. Auflerdem steht links eine Menge von Funktio-
nen, rechts ist e* 4+ ¢ zu gegebenen x,c € R eine Zahl. Wenn man diese
(manchmal praktische) Notation verwendet, muss einem klar sein, was hier
gerade passiert und wie sie richtig zu interpretieren sind. Nur wenn man
genau weif3, dass man gerade schlampt, darf man in der Mathematik schlam-
pen!

Diese Schreibweise findet sich oft in den ,, Integraltafeln®, also in Nachschla-
gewerken fiir Stammfunktionen von verschiedenen Funktionentypen.
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12. Integration

(b)

212

Wir erinnern uns, dass F': I — R eine Stammfunktion von f: I — R
sein kann, auch wenn f nicht integrierbar ist, vgl. den Flattersinus in War-
nung . Das ist vielleicht das grofite Problem dieser suggestiven
Schreibweise: das unbestimmte Integral [ f ist manchmal definiert, obwohl
f nicht integrierbar ist!

*Fiir Interessierte: es kann sogar noch deutlich schlimmer kommen — die so-
genannte Volterra-Funktion ist zwar differenzierbar auf [0, 1] und insofern
eine Stammfunktion, ihre Ableitung ist aber nicht Riemann-integrierbar,
obwohl sie beschrankt ist.

Auch wenn die Notation also schrecklich ist, zum Schlufl noch ein Beispiel
eines unbestimmten Integrals:

/de.

Fiir die Berechnung des Werts 7 fiir das bestimmte Integral auf [0, 1] hatten
wir hier geschickt getrickst (vgl. Beispiel . Diese Technik wollen
wir jetzt zur Bestimmung der Menge aller Stammfunktion leicht anpassen.
Dabei ist zu beachten, dass wir ja nur eine Stammfunktion brauchen und
alle anderen dann durch Addieren einer Konstanten (Funktion) erhalten.
Da hier der Integrand stetig ist, kénnen wir den zweiten Hauptsatz [12.24
anwenden und erhalten, dass die Funktion

F(r) = /OTde,

definiert fiir r € [0, 1], eine Stammfunktion sein muss. Mit der Substitution

x = cos(t) wie in [12.32] partieller Integration wie in Beispiel [12.29][(c)| und

dem Satz von Pythagoras ergibt sich

71'/2 - 71'/2
F(r)= / sin?(t) dt = —sin COS‘aﬁcos(r) +/ cos?(t) dt,

rccos(r) rccos(r)
7r/2
= —sin cos‘aﬁcos(r) + m/2 — arccos(r) — / sin®(t) dt,
arccos(r)
= —sin cos‘ﬂ/2 ) + m/2 — arccos(r) — F(r),

arccos(r

woraus
_ 2rsin(arccos(r)) — 2arccos(r) +

F(T> - 4
folgt. Wieder aus dem Satz von Pythagoras ergibt sich

sin?(arccos(r)) = 1 — cos®(arccos(r)) = 1 — 72,

sodass wir sin(arccos(r)) zu v/1 — r? umschreiben konnen. Das unbestimmte
Integral in der ,,doppelt geschlampten® Schreibweise ist also gegeben durch

1
/\/1—:62 de=F+c= Q(x\/l—:zﬂ—arccos(x)) +c.



12.6. Vermischtes zum Riemann-Integral

Satz von Taylor mit Integralrest

Wir wollen in diesem Abschnitt einen weiteren Beweis fiir den Satz von Taylor mit
Methoden aus der Integrationstheorie angeben. Auf diese Weise bekommen wir
als neue Erkenntnis eine alternative Darstellung des Restgliedes mit Hilfe eines
Integrals. Da die Idee bei der Anwendung dieses Satzes meist die Abschétzung des
Restgliedes ist, ist es einfach praktisch, moglichst viele verschiedene Darstellungen
dafiir zu haben.

Satz 12.49 (Satz von Taylor (mit Integralrestglied)). Es seien I C R ein Inter-
vall, f € C"™Y(I,R) fiir ein n € Ny und z,zg € I. Dann gilt

"L Bz Tl —1t)" 1
f(m)zzf k(' )(x—xo)k+/ %f(wr)(t) dt.

Beweis. Wir fithren einen Induktionsbeweis. Fiir n = 0 ist die Behauptung

F(2) = flwo) + / " pe) de

was gerade der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung ist. Gilt die
Formel nun fiir ein n € Ny, so haben wir fiir f € C""?(I,R) nach Induktionsvor-
aussetzung

— [P (xo k e =8)"
f(x)zzf—()(iv—fl?o) +/ (_t)f( )(t) dt.

n!

Mit partieller Integration folgt daraus

- ) =@ ) [
_kzzo @) (g )|
L
(n+1) T T (e p)ntl
Z f . 0) + f(n+(1)(')) (x _xo)n+1 +/ ((n —i_t)l)' f(n+2)<t) dt

t)nJrl

n+1 T .
= Z f SE — l’o)k + / (:ZlTl)!f(n+2) (t) dt.

*Die I'-Funktion

Wir starten mit dem folgenden Resultat iiber ein spezielles uneigentliches Inte-
gral:
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Satz 12.50. Es sei x > 0. Dann existiert das doppelt uneigentliche Integral

[(z):= / e " dt
0

Beweis. Wir untersuchen zunichst das Integral von Null bis Eins. Dazu beob-
achten wir, dass
e—ttx—l
1
tl—x

ist. Also gibt es wie in Bemerkung [12.46| ein ¢ € (0, 1) mit

= lime?t=1
t—0+

lim
t—0+

3 1
0<e " !< Y fir alle ¢ € (0, ¢).

Da auflerdem fiir alle z > 0 das uneigentliche Integral foc Vp—= dt existiert,
existiert nach dem Majorantenkriterium auch foc e~ t*=! dt, und damit auch

[e et dt
0 .
Fiir das Integral von Eins bis co vergleichen wir mit 1/:2 und erhalten

Also gibt es wieder ein ¢ > 1 mit

1
0<el*l<_-—

1
< = fir allet > ¢
2 2

und da fcoo 1/12 dt konvergent ist, konvergiert damit nach dem Majorantenkrite-
rium auch wieder fcoo e~t*=1 dt und somit auch floo e~t*=1 dt. Also sind beide
Teile des doppelt uneigentlichen Integrals konvergent, d. h. es konvergiert auch
als ganzes. O]

Das soeben behandelte Integral ist wichtig genug, dass es einen Namen verdient
hat.

Definition 12.51. Die nach Satz|12.5( durch T : (0,00) — R mit
['(x):= / e "l dt, x>0,
0

gegebene Funktion heiffit Gamma-Funktion.

Die Gamma-Funktion wurde von Leonard Euler eingefithrt, um die Fakultéts-
funktion n — n! sinnvoll auf die reellen Zahlen zu erweitern. Es gilt jedenfalls:

Satz 12.52. Fir alle x > 0 gilt I'(x + 1) = 2T'(x).
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12.6. Vermischtes zum Riemann-Integral

Beweis. Es seien 0 < a < . Dann gilt mit partieller Integration

B B
/ et dt = —e H°
[0

g 1 1 B
— / (—e Dt ' dt = —a® — =B + x/ e "1 dt.
a o e e @

Setzen wir speziell 5 = 1, so erhalten wir

1 1 1 1
/ et dt = —a® — = 4+ x/ e it" 1 dt.
(e} ea e [0

und mit o — 0 also
1 1 1
/ e it dt = —= + :v/ e =t dt.
0 € 0

Machen wir die gleichen Uberlegungen mit der speziellen Wahl v = 1 und dem
Grenziibergang 5 — 00, so erhalten wir

B 1 1 B
/ et dt = - — =%+ a:/ e 't*l de,
1 e of 1

o0 1 o0
/ et dt==-+=zx / e "1 dt.
1 € 1

Zusammengenommen bedeutet das

fe') 1 fe’e)
[(z+1)= / e "t" dt = / e 't dt + / e "t dt
0 0 1
1 ! —tyx—1 ]' > —tyx—1 > —tyxr—1
=——+2zx e 't dt+ - +=x e 't dt =z e 't dt
0 1 0

e e
= zl'(x). O

bzw.

... und fiir die natiirlichen Zahlen ergibt sich entsprechend:

Korollar 12.53. Fiir alle n € Ny gilt
Fn+1)=n!

Beweis. Wir fiithren einen Induktionsbeweis. Fiir n = 0 gilt

(1) = / e0dt=lim [ etdi=lim —et| =lim1—e*=1=0L.
0

s—o0 Jg §—00 0 §—00

Also haben wir den Induktionsanfang erledigt. Gilt nun I'(n + 1) = n! fiir ein
n € Ny, so haben wir nach Satz[12.52

'n+2)=T((n+1)+1)=Mn+1)I'(n+1)=n+1nl=n+1)L O
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12. Integration

*Das Lebesgue-Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit

Mit Satz hatten wir gezeigt, dass eine Funktion Riemann-integrierbar ist,
wenn sie an nur endlich vielen Stellen unstetig ist. In Beispiel hatten wir
gesehen, dass es auch Riemann-integrierbare Funktionen gibt, die an mehr als
endlich vielen Stellen unstetig (und nicht monoton) sind. In diesem Abschnitt
lernen wir einen Satz kennen, der ein gleichzeitig hinreichendes und notwendi-
ges Kriterium an die Menge der Stetigkeitsstellen einer Funktion liefert, unter
dem sie Riemann-integrierbar ist. Das ist schon aus theoretischer Sicht eine sehr
interessante Ergénzung zum Riemannschen und zum Darbouxschen Kriterium.
Fiir den Beweis des Satzes fehlen uns leider noch die Techniken, deshalb ist die-
ser Abschnitt nur als kleiner Ausblick auf die Analysis 2 gedacht, in der wir
uns noch einmal intensiv mit alternativen Blickwinkeln auf den Integralbegriff
beschéftigen.

Zur Vorbereitung des Kriteriums brauchen wir noch die folgende Definition.

Definition 12.54. Fine Menge N C R heiffit Nullmenge, wenn es zu jedem
e > 0 eine Folge von Intervallen (I,), gibt, die N dberdecken und in der Summe
héochstens Linge € haben, also

NclJIL, und iun\ <e
n=1

neN
erfiillen.

Beispiel 12.55. (a) Das Bild {a, € R : n € N} jeder reellen Folge (ay),
ist eine Nullmenge. In anderen Worten: endliche und abzéhlbar unendliche
Teilmengen von R sind Nullmengen.

(b) In Ubungsaufgabe 11.3 wurde gezeigt, dass die Cantor-Menge eine Null-
menge ist. Man kann auch zeigen, dass sie iiberabzéhlbar, also insbesondere
nicht von der Form der Mengen in (a) ist.

(c) Die (abzdhlbare) Vereinigung iiber jede Folge von Nullmengen ist wieder
eine Nullmenge.

Jetzt konnen wir den entscheidenden Satz formulieren.

Satz 12.56 (Lebesgue-Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit). Es gilt f €
R([a,b]) genau dann, wenn f beschrinkt ist und die Menge der Unstetigkeits-
stellen von f auf |a,b] eine Nullmenge ist.

Fiir die Theorie des Riemann-Integrals ist dieser Satz sehr wertvoll — er bietet eine
ganz neue Perspektive. Wir halten hier nur noch die folgende Verbesserung von
Satz[12.19]iiber die Integrierbarkeit der Verkettung von integrierbaren Funktionen
fest, weil sie zum einen eine direkte Folgerung des Lebesgue-Kriteriums ist (der
Beweis ist eine Ubungsaufgabe), zum anderen sehr niitzlich ist.
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12.6. Vermischtes zum Riemann-Integral

Satz 12.57. Es seien a,b € R mit a < b und eine Funktion f € R([a,b]) gegeben.
Ist h: f([a,b]) = R eine stetige Funktion, dann gilt auch ho f € R([a,b]).

— kK k ok —
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Tabelle der griechischen Buchstaben

‘ grof3 ‘ klein ‘ Name ‘
A « Alpha
B I6] Beta
r y Gamma
A ) Delta
E €, ¢ | Epsilon
A ¢ Zeta
H i Eta
S} 0,9 | Theta
I L Iota
K k, 2 | Kappa
A A Lambda
M I My
N v Ny
= 1S Xi
O 0 Omikron
II m, w | Pi
P p, 0o | Rho
by o, ¢ | Sigma
T T Tau
Y v Ypsilon
o ¢, ¢ | Phi
X X Chi
v (0 Psi
Q w Omega
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