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Einleitung

Fiir die Beschiéftigung mit Orealgebren gibt es prinzipiell zwei Motivatio-
nen. Aus einer abstrakt algebraischen Perspektive kommt man zu ihnen,
wenn man Polynome in X iiber einem Korper betrachten will, bei denen
man auf ,echte” Kommutativitédt verzichtet, aber noch ein gewisses Maf$ an
Struktur fordert, ndmlich dass sich die Nicht-Kommutativitat durch zwei
Abbildungen o, 6 ausdriicken ldsst:

X-a=o(a)-X+5(a).

Andererseits stellt man fest, dass sich Operatoralgebren wie die Algebren
der Differential- oder Differenzenoperatoren in einem gemeinsamen Set-
ting bewegen und strukturell weitgehend dhnlich betrachten lassen. In sei-
ner Arbeit [59] , Theory of Non-Commutative Polynomials” von 1933 stellt
Oystein Ore die ,[. .. ] principal results of a general non-commutative poly-
nomial theory” erstmals vor, wobei er den direkten algebraischen Zugang
wahlt. In Kapitel [I{ dieser Arbeit wird die Theorie der Orealgebren kurz
zusammengefasst und folgt dabei im Groben der Darstellung in [59], [62]
und [21].

Aus der Sicht der Operatoren kommt auf natiirliche Weise die Fragestel-
lung der Losungen auf, aus der algebraischen Sicht stellt sich die Frage
nach Faktorisierbarkeit. Ahnlich wie im Polynomfall hingen diese Fra-
gen auch im Ore-Fall eng zusammen, wobei bei jeder Verallgemeinerung
zusétzliche Probleme auftreten.

Fiir den Differential-Fall beschrieb Emanuel Beke schon 1894 in [16] einen
Algorithmus fiir das Finden vor Rechtsfaktoren erster Ordnung. Leider ist
dieser Algorithmus allerdings nicht effizient und praktisch nicht zu ge-
brauchen. In der Folge finden sich etwa in [77] Faktorisierungsalgorithmen
fir Differentialoperatoren, die das Problem aber praktisch auch nicht wirk-
lich 16sen. In seinen Arbeiten [42], [43] und [44] stellte Mark van Hoeij einen
neuen Algorithmus fiir Rechtsfaktoren erster Ordnung vor, der auf , ver-
allgemeinerten Exponenten” und der geschickten Benutzung der Fuchs-
Relationen beruht. Hiermit wird die Faktorisierung erstmals wirklich effi-
zient moglich.
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Wiéhrend das Thema der Faktorisierung von Differentialoperatoren als be-
friedigend behandelt betrachtet werden kann, sind im reinen Endomor-
phismentfall, also

X-a=o0(a)-X

noch einige Fragen offen, insbesondere fiir den g-Fall o(f(x)) = f(q - x)
sind derzeit keine effizienten Algorithmen verfiigbar. Deswegen hat diese
Arbeit ihren Fokus auf den beiden Endomorphismus-Fillen des Shifts und
des g-Shifts.

Ein wichtiges Werkzeug fiir die Faktorisierungsalgorithmen ist das
Newtonpolygon, das insbesondere in der Betrachtung der p-adischen
Zahlen bekannt ist, und dessen Spezialfall Eisenstein-Kriterium jedem
Drittsemester-Studenten bekannt sein diirfte. Da man aus dem Newtonpo-
lygon einige Kenndaten von Losungen (bzw. Rechtsfaktoren) a priori ab-
lesen kann, ist die zugehorige nicht-kommutative Theorie (bzw. der Teil,
der in dieser Arbeit benétigt wurde) in Kapitel [2{ zusammengefasst. Die
Darstellung stiitzt sich dabei auf die klassischen Arbeiten von C. Raymond
Adams [8]], [9] und [10] und George Birkhoff [18]. Aufierdem wurden noch
die eher bewertungstheoretischen Arbeiten [74], [71], [50], [61] sowie die
Arbeiten [15], [13], und [7], die sich direkt mit der Losung von Operator-
gleichunngen beschiftigen fiir das Kapitel {iber das Newtonpolygon her-
angezogen.

Die Definition der ,charakteristischen Gleichung” wurde fiir den g-
Fall angepasst, und der fiir diese Arbeit zentrale Satz konnte vollkom-
men elementar bewiesen werden.

Der ,Petkovsek”-Algorithmus aus den Arbeiten [63]], [64] und [6] findet
Rechtsfaktoren erster Ordnung im Shift- bzw. g-Shift-Fall, ist aber leider
nicht besonders effizient — seine Laufzeit ist 2%, wenn k der maximale po-
lynomielle Grad der Koeffizienten ist. In [30] stellen Thomas Cluzeau und
Mark van Hoeij einen effizienten Algorithmus vor, der von den Ideen aus
dem Differential-Fall inspiriert ist. Der dort prasentierte Algorithmus wird
in der vorliegenden Arbeit vereinfacht und auf den g-Fall iibertragen.

Bei der gemeinsamen Betrachtung des van Hoeij- und des Petkovsek-
Algorithmus ist in Abschnitt eine Idee entstanden, die den Petkovsek-
Algorithmus dramatisch beschleunigt und — zumindest im g-Fall — durch-
aus kompetitiv macht. Auch die Formulierung in Algorithmus|16[(vgl. Sei-
te[74) weicht von der Original-Darstellung ab, und ist deutlich einfacher.

In den bisherigen Arbeiten wurde im Wesentlichen nur auf die Berechnung
von Rechtsfaktoren erster Ordnung eingegangen. In Kapitelwird gezeigt,
wie mit Hilfe des adjungierten Operators auch Linksfaktoren erster Ord-
nung berechnet werden kénnen. Mit Hilfe von zyklischen Vektoren werden
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dann Faktoren beliebiger Ordnung berechnet. Die algorithmischen Ideen
finden sich — wenngleich nicht so explizit — zumindest in [70].

Ziel der Arbeit war, effiziente Algorithmen zur Faktorisierung von Shift-
und g-Shiftoperatoren zu finden. Dies gelingt erst durch das Auffinden
problemangepasster und wesentlich verbesserter Algorithmen der linea-
ren Algebra, denn viele der vorgestellten Algorithmen werden letztendlich
auf das Losen von homogenen linearen Gleichungssystemen iiber dem
Korper der rationalen Funktionen zuriichgefiihrt. Die Eintrdge der Matri-
zen sind hier dicht besetzt, so dass bei der Arithmetik riesige Ausdriicke
entstehen, die sich kaum noch effizient behandeln lassen. Insbesondere in
MuPAD liefsen sich einige auftretende Gleichungssysteme gar nicht mehr
16sen. In Kapitel [f| werden Algorithmen hergeleitet, die hier Abhilfe schaf-
fen und viele Systeme behandeln, die vorher deutlich aufler Reichweite wa-
ren. Die hergeleiteten Algorithmen sind durchaus von allgemeinem Inter-
esse, iiber den zentralen Fokus dieser Arbeit hinaus.

Es gibt bereits einige Pakete fiir das Rechnen in nichtkommutativen Alge-
bren, wie etwa ,NCPoly” in Reduce [58], ,Plural” in Singular [57], und , Fe-
lix“ [11]], die aber alle auf rein polynomielle Koeffizienten ausgelegt sind,
und ihren Schwerpunkt vor allem in der Berechnung von nichtkommutati-
ven Grobnerbasen haben. In Mathematica gibt es verschiedene Pakete, et-
wa [49] oder [2]. Auch in Maple sind Pakete fiir (q-)Rekursiongleichungen
und deren Losungen enthalten.

Die entwickelten Algorithmen wurden in MuPAD implementiert. Fiir die
Wahl von MuPAD sprachen eine Reihe von Griinden: Zunéchst existieren
in MuPAD bisher keine zufriedenstellenden Algorithmen zur Losung von
Shift- bzw. g-Shiftoperatoren, dann erlaubt das Domain-Konzept von Mu-
PAD eine sehr natiirliche Notation und komfortable Programmierung (vgl.
Sitzung [2| auf Seite 22). Der letzte Grund fiir die Wahl von MuPAD war,
dass der Autor mit MuPAD vertraut ist, und seine Arbeit sicher auch in
einer der ndchsten Versionen in die Distribution einfliefSen wird.

Ein Teil der Algorithmen wurde von Torsten Sprenger parallel in Maple
implementiert, und insbesondere die Losungstheorie wird in seiner Arbeit
[80] noch detaillierter behandelt.

Ich bedanke mich bei Wolfram Koepf fiir die Betreuung, bei Torsten Spren-
ger fiir viele fruchtbare Diskussionen. Ganz herzlicher Dank geht auch an
den Zweitgutachter Prof. Volker Strehl, der einige Ungenauigkeiten und
Verbessungsmoglichkeiten aufzeigte. Zuletzt mdchte ich noch bei meiner
Familie fiir ihre Geduld und einen weitgehenden Vater-Verzicht meiner
Tochter in den letzten Monaten bedanken: Papa, Du bist so faul — Du gehst
immer an die Arbeit.






Kapitel 1

Einfiihrung

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Objekte fiir diese Arbeit mit
ihren wesentlichen Eigenschaften und den elementaren Algorithmen vorge-
stellt.

Die Darstellung in diesem Kapitel orientiert sich an [59], [|700, [69], [83],
162)I, [27] und [21]]. Fiir die allgemeine Theorie nichtkommutativer Ringe
und Schiefkorper siehe etwa [40], [48], [32] und [31]].

1.1 Grundlegende Konstruktion
Sei F ein kommutativer Korper der Charakteristik Null und 0 eine Un-
bestimmte tiber F. Wir wollen nun das nichtkommutative Analogon zum
iiblichen Polynomring in 9 betrachten, suchen also eine Konstruktion, die
1. ein Linksmodul iiber F ist,
2. vonl,9d, 9% 03 ... erzeugt wird, also ein freier Modul ist,

3. eine vertrdgliche Multiplikation zuldsst.

Aus diesen Bedingungen folgt bereits, dass jedes Element ungleich Null
eine Darstellung der Form

n
> a;d" mit neN, g, €F, an#0 (1.1)
i=0

hat. Um 9a in der Form (1.1) schreiben zu kénnen, miissen demnach fiir
die Multiplikation Abbildungen o,5 : F — F existieren, so dass fiir jedes
a c Fgilt

0a=o(a)o+6(a).
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Aus den Moduleigenschaften folgt weiterhin:
ocla+b)o+d6(a+b)=0-(a+b)=0a+09b
= (o(a) + a(b)) 0 + (8(a) + &(b)),
also miissen o und 4 mit der Addition vertraglich sein, aulerdem:
o(ab)o+8(ab)=0-(ab)=(0a)b=o0c(a)ob+b(a)b
=o(a)(o(b) 0+ 5(b)) + d(a)b
=o(a)o(b)0+ o(a) d(b) + &(a)b,

also miissen o(ab) = o(a) o(b) und d(ab) = o(a) d(b) + d(a)b gelten.
Mit anderen Worten: o muss ein Endomorphismus von F sein, und $ eine
o-Pseudoderivation, die unten in Definition [1.1| definiert wird.

1.2 Pseudoderivationen

Sei im Folgenden stets o : F — F ein Endomorphismus.

1.1 Definition. Eine Pseudoderivation beziiglich o (oder o-Pseudoderiva-
tion) ist eine Abbildung & : F — F mit

d(a+b)=06a+0db, d(a-b)=o0c(a)-6(b)+56(a) b (1.2)
fir alle a,b € F.

1.2 Beispiel. 1. Ist 0 = id, so ist & gerade eine gewohnliche Derivation
auf F.

2. Die Abbildung 6 : a — 0 ist eine Pseudoderivation fiir jeden Endo-
morphismus o.

1.3 Satz und Definition. Sei a € F. Die Abbildung 0, := a - (0 — id) mit
da(b) = a(o(b) —b) ist eine Pseudoderivation beztiglich o. Sie heisst innere
Derivation.

Beweis. Seien b, c € F. Dann ist
da(bc) =al(o(bc) —be) =ao(b)o(c)—abe
=ao(b)o(c)—ao(b)c+aoc(b)c—abec
=o(b)a(o(c) —c)+ a(o(b) —b)c =0(b)da(c) + dq(b)c.
O

1.4 Lemma. Ist F ein kommutativer Korper, o ein Endomorphismus und b eine
o-Pseudoderivation auf F. Dann gilt:

1. Ist o #1id, dann gibt es ein @ € Fso dass & = b4 = d(o —id).
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2. Ist & #0,s0gibt esein b € Fmit o = b6 +id.

Beweis. Da F kommutativ ist, gilt §(ab) = §(b a). Mit erhilt man dar-
aus:

5(ab) = o(a)d(b) +6(a)b =0(b)d(a) +6(b)a =25(ba) (1.3)

= (o(a) — a)8(b) = (o(b) — b)5(a). (1.4)

1. Ist 0 # id, so existiert ein a € F mit o(a) # a. Setze a := %.

Wegen ist dann 8(b) = d(o(b) — b) fiir alle b € F. Also ist 6 =

d(o—id).
2. Ist 5 # 0, so existiert ein a € F mit 5(a) # 0. Setze b := G(;Ega. Dann
ist — wiederum wegen (T.4) - fiir alle b € F: §(b) = b5(b) + b, also
5 ="05+id.
O
1.5 Definition. 1. Die Teilmenge von F [ Fixkorper Fix(o) ]

Fix(o):={a € F| o(a) = a}
ist ein Korper und heifdt der Fixkorper zu o.
. . Konstantenkorper
2. Die Teilmenge von F L Consto s (F) J
Constg 5(F) :={a € F| o(a) = a A da = 0} = Fix(o) N Kern(d)

ist ein Unterkorper von F und heifdt der Unterkorper der Konstanten
von F beziiglich o und 9.

Beachte, dass auch Kern(8) ein Korper ist.

1.3 Univariate Orealgebren

Sei im Folgenden F ein Korper, o : F — F ein Endomorphismus und 9 eine
o-Pseudoderivation.

1.6 Definition. Die Links-Orealgebra F[0; 0, 0] gegeben durch o und o ist
der Ring (F[0; 0, 8], +, -) mit der tiblichen Addition und der Multiplikation,
die durch

0-a=o(a)-0+6(a), furalleacF (1.5)

Orealgebra
F[0; 0, 0]

gegeben ist. Die Multiplikation (1.5) erweitert sich auf ganz F[9; 0, 8]. Die
Elemente von F[0; 0, 8] heifien Orepolynome.

Ist & = 0, so heifst F[0; o] ein Schiefpolynomring. Ist 0 = id, so heif3t F[0; 6] ein
Differentialpolynomring.

Schief- und
Differentialpoly-
nomring
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1.7 Bemerkung. Jedes von Null verschiedene Element A € F[0; 0, 8] ldsst
sich in eindeutiger Weise schreiben als

A=and"+an 0™ " +...4a; 0+ ao.

mit ag,...,an € Fund an #0.
Wir nennen n die Ordnung von A.

1.8 Bemerkung. Damit bekommt man fiir das Produkt zweier Orepolynome
m ) n
> adt - ) b= ZZ a;0' - b;d))
i=0 j=0 i=0 j=0
Fiir 9™ a kann — analog zu (1.5) — eine Rekursionsformel angegeben werden.

Sei z eine Unbestimmte, die mit o und § kommutiert und definiere den
Operator A, ; durch

n
Z Anyjz" =(c+62z)™
Dann ist

Zalal Zb o =

(aiai . b]' a])

Ll\”’ls lMs
M= M=

] a; <Z Ai1(b )
n(Z Z ai Ai,l(bk—l)> ok

k=0 “i=0 1=0
und das ist die gewiinschte Normalform.

Il
o

me

+

I
hg

1.9 Bemerkung. Sind A =ad™+...und B =b 0™ +... zwei Orepolynome,
so ist der Leitkoeffizient des Produktes

Ic(A-B) =aoc™(b)o™™

1.10 Lemma. Es gilt: F[0; 0, 8] ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn o
injektiv ist.

Beweis. Seien A,B € F[0;0,8] \ {0} mit A - B = 0. Es gentigt ohne Ein-
schrankung, A = ad™ und B = bd™ mit a,b € F* zu betrachten (ggf. als
Einschrankung auf die Leitterme), dann muss der Leitterm von A - B ver-
schwinden, also 0 = ac™(b), und da F keine Nullteiler hat, muss c™(b) = 0
sein, damit kann o nicht injektiv sein.

Die andere Richtung ist offensichtlich. O
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Im Folgenden sei deswegen o stets ein Monomorphismus, also injektiv.

Die letzten beiden Aussagen liefern den folgenden Algorithmus zur
Rechtsdivision bei Schiefpolynomen:

Algorithmus 1: rightdivide(A, B)

Input: A,B € F[0;0,8], n=degA >m =degB, A=ad™+..., B=bo™+ ...
Output: Ein Paar (Q,R) € F[9;0,8]* mit A = QB + R und degR < deg B oder
R=0.
i 0,Apg — A, Bo«— B, Q«0
while deg A; > degB; und A; # 0
ny < degAi, ap «— lCAi

a;

1

2

3

4 o

5 Q « Q+ Qi

6 Aiy1 — Ai—Qi-B
7 1 1+1

8 return (Ai_1,Q)

1.11 Bemerkung. Fur A, B € F[0; 0, 8], deg A > deg B, das ist das Paar (Q, R)
mit den Eigenschaften A = QB+ R und deg R < deg B oder R = 0 eindeutig
bestimmt.

Beweis. Seien A = QB + Rund A = Q’B + R’ zwei solche Darstellungen,
dann ist R — R’ = (Q’ — Q)B. Wegen der Gradbedingung an R muss also
Q' — Q = 0 gelten und damit auch R = R’. O

112 Lemma. 1. Fiir A,B € F[0;0,0] gilt deg(AB) = degA + degB >
max{deg A, deg B}.

2. Die Funktion

Ar— 0 A=0
2deg(A) gongt

ist eine euklidische Norm auf F[0; o, 8], es gibt also einen rechts-euklidischen
Algorithmus.

1.13 Definition. Fiir A € F[0; 0, 8] nennen wir jedes B € F[9;0, 0] einen
Linksteiler von A, wenn es ein C € F[0; 0, 8] gibt mit A = B - C. Dies notieren
wir mit B} A.

Analog ist B € F[0; 0, ] ein Rechtsteiler von A, wenn es ein C € F[0; 0, 8] gibt
mit A = C - B. Dies notieren wir mit B |; A.

1.14 Definition. Seien A, B € F[0; 0, 8]. Das eindeutig bestimmte normierte
Orepolynom G € F[0; 0, §] mit
CAANC|;B= C|;G

bezeichnen wir als grofSten gemeinsamen Rechtsteiler gcrd(A,B) von A und
B.

Linksteiler,
Rechtsteiler,

|l ‘r

grofiter
gemeinsamer

Rechtsteiler,
gerd(A, B)




kleinstes
gemeinsames

Linksvielfaches,
Iclm(A, B)
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Algorithmus 2: gcrd(A, B)

Input: A, B € F[0; 0, 8] normiert, deg A > degB > 0
Output: G € F[9; 0, 8] wie in Definition[1.14]
repeat

(Q,R) « rightdivide(A, B)

break if R =0

(A,B) « (B,Q)

1
return 3 B

U= W N =

Die folgenden zwei Aussagen werden wir nicht explizit benutzen, wollen
sie aber der Vollstindigkeit halber erwédhnen:

1.15 Korollar. Es gelten:
1. F[0; 0, 8] ist ein Links-Hauptidealring.

2. F[0; 0, 9] ist links-noethersch.

1.16 Lemma. Es gilt: F[0; 0, 8] ist genau dann auch Rechts-Hauptidealring, wenn
o bijektiv ist. Insbesondere gibt es dann auch einen links-euklidischen Algorith-
mus.

Beweis. Ist o ein Automorphismus, so ist ad = 90 '(a) — (0 "(a)), und
man bekommt fiir A € F[9; 0, 8] eine eindeutige Darstellung A = 0™a, +
...+ 9a7 + ap. Damit gibt es einen Algorithmus zur Linksdivision analog
zu Algorithmus 1] rightdivide (vgl. Seite[I5). Damit ist F[9; o, 8] auch Rechts-
Hauptidealring. O

1.17 Satz und Definition. Seien A, B € F[0; 0, 8]. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes normiertes Orepolynom G € F[0; o, 5] mit

A;CAB|;C= G|, C. (1.6)
Dieses bezeichnen wir als kleinstes gemeinsames Linksvielfaches lclm(A, B)
von A und B.

Fiir den Beweis benétigen wir ein kleines Lemma:

1.18 Lemma. Wenn das kleinste gemeinsame Linksvielfache existiert, dann gilt:
Stimmen die Reste von A, B € F[0; 0, 8] bei Rechtsdivision durch C € F[0; o, 0]
iiberein, so ist

ldlm(A,C) = ¢ - lclm(B,C)-B~ - A (1.7)

mit normierendem c € F. (Beachte: Die Division durch B ist exakt.)
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Beweis. Existiert L = Iclm(A, C), dann gibt es ein C; € F[9; 0, 8] minimalen
Grades mit L = Cq A. Nach Voraussetzung gilt A = B + Q C, und damit
L=CA=CiB+(C;QZC,

und da L rechtsteilbar durch C ist, muss auch C; B durch C teilbar sein.
Demnach wird der niedrigste Grad von C; angenommen, wenn C;B =
Iclm(B, C). O

Beweis von Satz[L.171 Wir folgen hier [59]. Um die Existenz des kleinsten
gemeinsamen Linksvielfachen zu zeigen, leiten wir eine explizite Formel
mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus her. Dieser liefert uns
mit A1 = A und A, = B eine Folge

Ar=Q1-A2+ A3

A2=0Q2 A3+ Ay

Am—2=Qm2 - Am1+An
Am-1=Qm1 -Anm
Die wiederholte Anwendung von auf lclm(A, B) liefert
lclm(A7,Az) = a7 ldlm(A, A3) A3 'A,
= a; lddm(A3, A4)A; A ASTA;

= am_1 ldm(Am, Am 1) AL A 2 AL AAST A,
= amAm_ 1AL Am2 ALl ASATAZATT A,
also
ldm(A,B) = a Am 1 Al A2 ALl - A3ATALASTAT (18)

wobei a, ay,...,am € F* die rechten Seiten normieren.

Es bleibt zu zeigen, dass die rechte Seite von tatsiachlich immer ein
Orepolynom ist, dass von A7 und A; geteilt wird. Dies zeigen wir durch
Induktion. Setze

L= Am g A Am 2 AL A AL A
dann ist L,,_1 = A7 durch A,, und A, rechtsteilbar. Sei nun ge-
zeigt, dass fiir Li11 durch Ai;; und A, rechtsteilbar ist. Dann ist [; =
Lit AL ng A, und L ist zumindest ein Orepolynom, das durch A; rechts-
teilbar ist.
Benutze nun die Identitat A; = Q; A1 + Aiy2 aus dem erweiterten eukli-
dischen Algorithmus, dann gilt

Li=Lin Afﬂz QiAit1 + Lig,
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und L; ist auch durch A, rechtsteilbar. O

Nachdem wir nun gesehen haben, dass das kleinste gemeinsame Linksviel-
fache stets existiert und eindeutig ist, wollen wir es auch berechnen. Hierzu
benutzen wir allerdings nicht die explizite Formel aus , sondern den
Ansatz, einen allgemeinen Operator mit unbestimmten Koeffizienten c; zu
konstruieren und dann durch A und B eine Rechtsdivision mit Rest durch-
zufiihren. Die Koeffizienten der Reste liefern dann nach Koeffizientenver-
gleich ein homogenes lineares Gleichungssystem, dessen Resultat dann in
den Ansatz eingesetzt wird. Ist die Dimension des Losungsraumes grofser
als Null, wird der Grad des Ansatzes reduziert.

Hierbei wird der Algorithmus (A[) rightdivide implizit {iber der transzen-
denten Erweiterung F(cy, . .., cn_1) ausgefiihrt.

Algorithmus 3: Iclm(A, B)
Input: A,B € F[0;0,0], deg A,degB >0
Output: G € F[d; 0,8] wie in Gleichung (L.6).
n ¢ degA +degB, d«1
while d # 0
Cedm+ Y1) il

1

2

3

4 (q1,71) « rightdivide(C, A)
5 (g2, T2) ¢ rightdivide(C, B)
6 S « linsolve(r; = 0,1, =0)
7 d+ dimS, n«n—-d

8 returnsubs(C,S)

1.4 Beispiele

Es ist offenbar ausreichend anzugeben, wie o und & auf x operieren.

| Name | F | o(x) | &) | 0-x
[O1] | Differentialpolynome | Q(x) X 1 x0+1
[O2] | Shiftpolynome Q(x) | x+1 0 (x+1)0
[O3] | g-Differenz Q(x,q) gx | gx—x | gx0+(qg—1)x
[O4] | Euler-Derivation Q(x) X X x0+x

Diese Liste ist bei Weitem nicht vollstandig, deckt aber die typischen Félle
ab. In [27], [26] findet sich ein sehr schoner und umfangreicher Uberblick.
1.5 Klassifikation, Generatorsubstitution

1.19 Bemerkung. Wollen wir R = F[0; 0, 8] durch einen anderen Generator
0=ad+b,aecF beckF erzeugen, so miissen wir auch einen neuen
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Endomorphismus & und eine §-Derivation $ einfiihren. Wir erhalten dann
d=a"'9—a b und wegen

~ J&(c)d+5(c) =5(c)ad + &(c)b + §(c)

" | (@@ +b)e = ao(c)d + ad(c) + be

dc
muss nach Koeffizientenvergleich gelten:

5(c)=ao(c)a™’ (1.9)

§(c)=ad(c)+bc—ao(c)a'b. (1.10)

Fiir kommutative Korper heifst das, dass der Endomorphismus un-
verdndert bleibt.

1.20 Lemma. Ist § eine innere Derivation § = 8. = c(o —id) (vgl.[1.3), so kann
mit der Substitution 0 = 0 + c erreicht werden, dass & = 0. Dann ist F[0; &] ein
Schiefpolynomring.

Beweis. Nach der Substitution 0 = ad + b ist wegen ([.I0) & = ad +
bid—bo,und mita=Tundb =cistd =0. O

1.21 Definition. In Verallgemeinerung von Definition [1.6| wollen wir den
Polynomring F[0; 0, 8] auch dann einen Schief- oder Differentialpolynom-
ring nennen, wenn er durch eine Generatorsubstitution 0 — 0 in einen
solchen uiberfiihrt werden kann.

Zusammengefasst erhalten wir:

1.22 Satz. Ist F kommutativ und o injektiv, so ist F[0; o, 8] entweder ein diffe-
rentieller oder ein Schiefpolyomring.

Damit konnen wir uns in der weiteren Betrachtung auf die zwei Fille der
differentiellen oder Schiefpolynomringe beschréanken.

1.23 Beispiel. In Abschnitt haben wir als [O3] die Orealgebra der ¢-
Differenzen kennengelernt. Der Endomorphismus ist gegeben durch

o: F(x) — F(x), X q-X
und die Derivation durch
5 :F(x) — F(x), X gXx—X.
Damit ist § = §; = 0 — id ein innerer Endomorphismus und mit 0 = 9 + 1
ist
Ox=0+1)x=qx(d+1)—x+x=0qx(d+1) =qx0
und § = 0.
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Da die differentiellen Polynomringe durch Mark van Hoeijs Arbeiten [29,
43|42, 144] umfassend behandelt sind, betrachten wir in dieser Arbeit nur
die Schiefpolynomringe.

Die Automorphismen von F(x) sind von der Form

ax+Db . a b
U(X)_cx—l—d mit det<c d);éo,

damit haben wir Aut(F(x)) = PGL(F, 2). PGL(F, 2) ist dabei die Gruppe der
invertierbaren 2 x 2-Matrizen tiber F bis auf skalare Vielfache. Jede Matrix
S € PGL(F, 2) hat mit einer Matrix U € GI(F, 2) eine Jordandarstellung

ox 0
| <O B) (Fall 1),

usu-' =
<°‘ 1) (Fall 2).
0 «o

In (Fall 1) kann es nétig sein, zu einer quadratische Korpererweiterung
iiberzugehen, da «, 3 nicht notwendigerweise in F liegen miissen.

Durch den Ubergang von o zu &, dessen Matrixdarstellung U S u-"' ist,
konnen wir uns bei der Betrachtung der Schiefpolynomringe auf die zwei
Félle der Translation x — x 4+ q bzw. der Dilatation x — ¢ x beschranken.
Die Dilatation ist gerade der g-Shift-Fall [O3], fiir die allgemeine Translati-
on lassen sich die Aussagen {iber den ,klassischen” Shift-Fall [O2] verall-
gemeinern, so dass diese beiden Fille den kompletten Schiefpolynom-Fall
abdecken.

Fiir den Fall positiver Charakteristik ist das Faktorisierungsproblem in [39]
behandelt.

1.6 Operatorschreibweise

Wie wir in Abschnitt (bzw. genauer in [27], [26]) bereits gesehen haben,
sind alle relevanten Beispiele fiir Orealgebren Operatoralgebren. Es ist also
naheliegend und komfortabel, die Orepolynome als Operatoren auszufas-
sen. Dazu interpretieren wir das Symbol 0 als lineare Abbildung F — F.
Die Elemente a € F operieren kanonisch durch Links-Multiplikation auf F.
Wir erhalten dadurch eine Operatoralgebra F[d], deren Wirkung wir nun
an den Beispielen aus Abschnitt|1.4{studieren wollen. Sei dazu f(x) € Q[x]
bzw. f(x) € Q(q)[x] fir [O3].

‘ Name ‘ o(f(x)) ‘ d(f(x)) ‘ 0x ‘ 0
[O1] | Differentialpolynome f(x) f/(x) x0+1 |6
[O2] | Shiftpolynome f(x+1) 0 (x+1)0 | o
[O3] | g-Differenz f(qx) 0 gxo o
[O4] | Euler-Derivation f(x) xf'(x) | x04+x |6
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Im Folgenden werden wir stets die Operatorschreibweise benutzen, wir
identifizieren also

L=) aid'€Fx)0], aicFx),
i=0
mit der linearen Abbildung
L:F(x) 2 F(x), u(x)— Y ai-2d'u(x)),
i=0

Beachte: Wegen Satz muss man den gemischten Fall nicht betrachten.

1.7 Notation

Fiir den Rest der Arbeit sei stets F ein berechenbarer Korper der Charak-
teristik null, x eine Unbestimmte tiber F, F(x) der Korper der rationalen
Funktionen in x und

o:F(x) — F(x)

ein bijektiver Automorphismus mit Fix 0 = F. An einigen Stellen wird es
wichtig sein, welche Art von Automorphismus betrachtet wird, deshalb
fiihren wir hier noch explizite Notationen ein.

Fur den Shift-Fall bezeichne mit

T:F(x) — F(x), Xx—rx+1

den Shiftoperator.

Im g-Shift-Fall ist K ein berechenbarer Kérper der Charakteristik 0, q eine
Unbestimmte tiber K und F = K(q) die transzendente Erweiterung. F(x)
ist hier also der Korper der rationalen Funktionen in x, deren Koeffizienten
wieder rationale Funktionen in q mit Koeffizienten aus K sind. Der Endo-
morphismus ist hier

€:F(x) — F(x), X qx
der g-Shiftoperator.
Zur Vereinfachung der Notation bezeichne mit S := F(x)[o] den allgemei-

nen Schiefpolynomring und mit S; bzw. S¢ die Ringe der Shift- bzw. g-
Shiftoperatoren.

[smft T(x) = x + 1]

[ q-Shift e(x) = q x}

[ Ringe S, S, Se |
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1.8 Implementierung

In MuPAD gibt es ein Domain-Konzept, vergleichbar mit Klassen in objekt-
orientierten Programmiersprachen. Dieses erlaubt eine intuitive Notation
und gewdhrt eine gewisse Typsicherheit.

Im Rahmen dieser Arbeit sind zwei Domains entstanden, die die bei-
den Schiefpolynomringe der Shiftoperatoren sowie der g-Shiftoperatoren
reprasentieren. Ab einer der ndchsten MuPAD-Versionen werden sie als

zusétzliches Package sumtools zur Verfiigung stehen. Durch die Befehle
MuPAD-Session 1: Initialisierung

>> package(”sumtools”)

>> R := Dom::ShiftOperators(x, S, Dom::Rational);
Dom::ShiftOperators (x, S, Q)
>> qR := Dom::qShiftOperators(q, x, Eq);
Dom::qShiftOperators (q, x, Eq)

wird das Paket geladen und die Domains R der Shiftoperatoren mit x
als Unbestimmter, S als Shiftoperator und Dom::Rational als Koeffizien-
tenkorper sowie qR der g-Shift Operatoren mit g, x als Unbestimmter und
Eq als g-Shiftoperator erzeugt.

Im Folgenden nehmen wir stets an, dass die Domains so initialisiert wur-
den.

1.8.1 Dom::ShiftOperators

MuPAD-Session 2: Elementare Arithmetik mit Dom::ShiftOperators

Wir definieren einen Operator L1 und wenden ihn auf einige Ausdriicke
an:
>> L1 := R(S+3)

S+3
> L1(x+1)
4x+5
> L1(x"2+2)
4%% 4+ 2x+9

> L1(f(x))
flx+1)+3f(x)

Jetzt definieren wir einen zweiten Operator und betreiben ein wenig ele-
mentare nichtkommutative Arithmetik:
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>> L2 := R((x+1)*S+x"2-2)
(x+1)S+ (x> —2)

> L1 * L2

(x+2)S?+ (x> +5x+2)S+ (3x*>—6)
> L2 * L1

(x+1)S?+ (x> +3x+1)S+ (3x*>—6)
> L1+ L2

(x+2)S+ (x*+1)

Hier benutzen wir die Algorithmen fiir den grofiten gemeinsamen
Rechtsteiler bzw. das kleinste gemeinsame Linksvielfache:
>> Rigerd(L1, L2)
1
>> L3 := Rulclm(L1, L2)
§2.4 —x*—2x3+12x% +31x+ 16 _3x4—3x3—27x2+6x+42
—x3+x2+11x+10 —x3+x2+11x+10
>> Rurightdivide(L3, L1)

[S+_x4—x3—9x2—|—2x—|—14, ]

—x34+x24+11x+10
>> [Q, RR] := Rurightdivide(L3, L2)
2.2
1 5. 3x +3x+ 21 0
x+2 —x3+x2+11x+10

> (Q*L2+RR)-L3

> (L2*Q+RR)-L3

2 24 C2x04+2x% —40x" — 563 + 264 x* + 626 x + 336
x+3 x4+ x> —23x4—43x3+111x2+331x + 210

1.8.2 Dom::qShiftOperators

MuPAD-Session 3: Elementare Arithmetik mit Dom::qShift Operators

Wir erstellen nun — wie oben — zwei Operatoren, mit denen wir dann et-
was Arithmetik betreiben:
>> L1 := qR((x+1)*Eq"2+3*q*x*Eq+12*x"2+1)

(x+1)Eq®+ 3qx)Eq+12x%+ 1
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> L1(f(x))
f(g?x) + f(x) +12x%*f(x) + x f(q*x) + 3 g x f(q x)
>> L2 := qR((3*x+q*x"2+4)*Eq+q*x+1)
(ax*+3x+4)Eq+qx+1
> L1 + L2
(x+1)Eq? + (ax?+ (39 +3)x +4)Eq +12x* + qx +2
> L1 * L2
(50 (o0 30) o o 0) o) B

((3q4) x3~|—<q3+9q2> X2+ <q3—|—12q-|-1> X+1) Eq?+
(020) ' +36x+ (367 + -+ 48) X+ (3a+3) x+4) Ea

(12q) x>+ 12x2 + qx + 1

> L2 * L1
(423 +(4) x>+ (40 +3) x+4) Eq*+

((30%) @+ (9a2+a) x*+ (120> +a+1) x+1) B+
(120) <+ (54) 5+ 3 ) 10023 ) s

(12q) x>+ 12x%> + qx + 1
>> LL1 := L1 * qR(x*Eq+1):
>> LL2 := L2 * qR(x*Eq+1):
>> qR::gerd(LL1, LL2)
1
Eq+ -
9 X
>> L3 := qRulclm(L1, L2)

_ 11 9 3 2 B B
Eq3+<( 36q") x?+...+ (—q>—205¢2 —30q —17) x 17> B

(—=12q19) x? + ...+ (=55q%2—72q —52) x — 68

(—144g") x4+ ...+ (—55q¢*—55q —52) x — 68 Fat
(—12q") x" + ...+ (5542 —72q—52) x— 63 ) 1

(14490 x8+ ... 4+ (—q>*—q*—13q) x— 17
(=12q%) x84+ ...+ (-55q9%2—4q—52) x — 68
> [Q1, R1] := qR:rightdivide(L3, L1):
> [Q2, R2] := qR:rightdivide(L3, L2):
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> R1, R2
0,0
>> QI*L1 - L3, Q2*L2 - L3
0,0

Damit haben wir die elementaren Operationen zusammen, um hohere Al-
gorithmen zu implementieren und — insbesondere — unkompliziert mit
Shift- und g-Shiftoperatoren in MuPAD zu experimentieren.

Das MuPAD-Package sumtools finden Sie auf der beiliegenden CD im Ver-
zeichnis , packages”.

Alle in dieser Arbeit abgedruckten Sessions finden Sie auf der CD im Ver-
zeichnis ,MuPAD-Sessions” als MuPAD-Notebook.






Kapitel 2

Das Newtonpolygon

Das Newtonpolygon ist eine geometrische Figur, die einem Operator zuge-
ordnet werden kann und aus der man sehr einfach einige iiberraschend de-
taillierte Informationen iiber mogliche Losungen ablesen kann.

Dieses Kapitel stellt eine Ubertragung vom differentiellen Fall [50], [74]
und [71] dar, welche — vor allem im q-Shift-Fall — nicht trivial ist. Insbeson-
dere die angepasste Definition der charakteristischen Gleichung (Definition

und der Beweis zu Satz[2.40\sind neu.

Im kommutativen Fall ist die Theorie des Newtonpolygons wohlbekannt
und — implizit z. B. beim Eisensteinkriterium — weit verbreitet. Leider lisst
sich die Theorie nicht an jeder Stelle wortlich auf den Schiefpolynom-Fall
iibertragen.

2.1 Losungen

Wir benutzen das Newtonpolygon, um Informationen iiber die Loésungen
eines Operators abzulesen. Deswegen ist es notwendig, die wichtigsten
Losungstypen hier kurz zu definieren.

2.1 Definition. Seil =) ' a; o' € S und u(x) ein Ausdruck in Elemen-
ten aus F(x), der moglicherweise weitere Funktionen aus einem geeigneten
Erweiterungskorper beinhaltet. u(x) nennen wir eine Losung von L, wenn
Liw) =Y yaiot(u(x)) =0 gilt.

Wir nennen u(x) eine polynomielle Losung, wenn u(x) € F[x] und eine ratio-
nale Losung, wenn u(x) € F(x) gilt.

u(x) heifst o-hypergeometrisch (oder einfach hypergeometrisch), wenn

F(x)

gilt. Auf hypergeometrische Losungen wird in Kapitel flnoch néher einge-
gangen, Definition [4.1] fiihrt noch einige weitere Begriffe ein.

o(u(x))

certy(u) = ey

[ Losung
O'_
hypergeometrisch
Losung
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2.2 Bewertung

Im Folgenden sei R ein Ring, wir werden spéter stets den Fall R = F[x] des
univariaten, kommutativen Polynomrings iiber F betrachten.

2.2 Definition. Eine Abbildung v : R — R U {co} heifst eine Bewertung auf
R, wenn fiir alle a,b € R gelten:

(i) v(0) = +00o und v(a) = c0 & a =0,
(i) v(a-b) =v(a) +v(b)

(iii) v(a + b) > min{v(a),v(b)}.

(iv) v(a) #v(b) = v(a + b) = min{v(a), v(b)}.

2.3 Definition. Zu einem Polynom f = 5 ™ f;x' definiere den trailing
degree tdeg als die niedrigste auftretende x-Potenz:

tdeg(f) = min{i | f; # 0}.

2.4 Beispiel.

oo fira=0

0 fira#0
eine Bewertung, die die triviale Bewertung genannt wird.

(i) Aufjedem Ring ist viiy(a) =

Betrachte nun R = F[x]:

tdeg(a) a #0

00 a=20

(ii) Die Abbildung vigeg(a) = {
ist eine Bewertung.

—dega a#0

(%9 a=20

(iii) Die Abbildung vgeg(a) = {

ist eine Bewertung.

2.5 Bemerkung. Will man allgemein eine Bewertung v des Rings R zu einer
Bewertung ¥ des Polynomrings R[X] ausweiten, so ist sie durch den Wert
9(X) eindeutig bestimmt, denn aus den Bedingungen fiir eine Bewertung
folgt fiir a, a; € R

P(aXY) =v(a) +i9(X) und
G(Zi a; X') = min; ¥(a; X).

Damit bestimmt r := ¥(X) € R die Erweiterung der Bewertung eindeutig.
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2.6 Definition. Zu einer Bewertung v auf dem Ring R und r € R definiere Steigungs-
auf R[(X] Bewertung

VT(Zi a; XY := min;(v(ay) +1ir). =

Wir nennen v, die Steigungs-Bewertung.

2.7 Bemerkung. Die Bewertungen vgeg und vigeg gehen aus der trivialen Be-
wertung vyiy genau so hervor:

Vtdeg (Z ai Xi) =W (Z aj Xi) = miin{v(ai) +1i} = gl%i,
i i

1

Vdeg (Z ai Xi) =V (Z ai Xi) = miin{v(ai) —1i} = —maxi.

ai 7&0

2.8 Bemerkung.
(i) Eine Bewertung v auf einem Ring R kann eindeutig zu einer Be-

wertung auf dem Quotientenkorper von R fortgesetzt werden durch

v(3) =v(a) —v(b). Dies ist auch wohldefiniert.

(ii) Ist F ein Korper und v eine Bewertung auf F, so kann diese auf den
algebraischen Abschluss von F fortgesetzt werden.

2.3 Das Bewertungspolygon

2.3.1 Der kommutative Fall
In diesem Abschnitt sei stets R = F[Y] und P = Z?:o a;Yt e R.

2.9 Definition. Zu P € R heifst die Funktion V, p : R — R, 7 — v,(P) die ( Bewe.rtungs—
. ’ funktion V,,

Bewertungsfunktion von P. :

Der Graph der Bewertungsfunktion ist stetig, konkav und stiickweise line- Bewertungs-

ar. Er heifSt das Bewertungspolygon von P. polygon

Definiere

N4(P) :=max{i | v(ai) +ir =v+(P)} € N,
n(P) ;== min{i | v(ai) + ir =v+(P)} € N.

2.10 Lemma. Es gelten:

(i) N+(P) bzw. n.(P) sind die Ableitungen von v.(P) fiir sehr grofie r > 0 bzw.
sehr kleine r < 0.

(ii) Fiirallet < v € R gilt: N¢(P) > n¢(P) > N.(P) > n.(P).
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2.11 Definition. Die Menge {r € R | N(P) # n,(P)} heifst die Menge der
exzeptionellen Stellen.

2.12 Bemerkung. Es gibt nur endlich viele exzeptionelle Stellen. Dieses sind
die Stellen, an denen das Bewertungspolygon seine Steigung dndert.

2.13 Lemma. Sei P € R ein kommutatives Polynom und a € F, dann ist
V(P(a)) > vy(q)(P)

und Gleichheit gilt genau dann, wenn a keine exzeptionelle Stelle ist.

Beweis. Sei P = ap+ a1Y + ...+ a, Y™ Dann gilt

v(P(a)) > min{v(ap),v(ai) +v(a),...,v(an) + nv(a)} = vyq)(P).

2.14 Lemma. Seien P, Q € F[Y]. Dann gelten fiir alle r € R

ve(P- Q) = vi(P) +v+(Q),
Nr(P ’ Q) = Nr(P) + Nr(Q)»
n(P- Q) =n.(P) +n(Q).

(Beweis siehe allgemeinere Aussage )

2.15 Satz. Seien F der algebraische Abschluss von F, P € F[Y] und A =
{A1,...,An} C F die Nullstellen von P, dann gelten:

(i) Ny(P)=[{A e A[v(A) >},
(ii)) n(P) =H{A € A[v(A) > 1},
(iii) Ny(P) —n(P) = (A € A | v(A) =1l].

Insbesondere ist die Bewertung einer Nullstelle stets eine exzeptionelle Stelle von
P.

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir normierte Polynome durch Indukti-
on nach dem Grad, dazu muss die Bewertung auf den algebraischen Ab-
schluss F ausgeweitet werden. Sei P = Y — a ein Polynom vom Grad 1.
Dann sind die beiden Kanten des Bewertungspolygons 0 + r und v(a), die-
se schneiden sich genau an der Stelle r = v(a).

Sei nun Q ein Polynom vom Grad n und P = Y — a. Dann ist v.(Q - P) =
v+(Q) 4 v+(P) als punktweise Summe stiickweise linearer Funktionen wie-
der stiickweise linear, wobei die Summe an jeder exzeptionellen Stelle eines
der Summanden auch eine exzeptionelle Stelle hat. Die Steigungen addie-
ren sich ebenfalls. (Zur Veranschaulichung siehe Abbildung[2.1) O
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Abbildung 2.1: Summe von Polygonen zum Beweis von Satz

2.3.2 Der nichtkommutative Fall
Sei im Folgenden stets

L= Z aiot € Fx][o]
i=0

ein Schiefpolynom der Ordnung n mit polynomiellen Koeffizienten von
maximalem Grad m € N.

vertragliche ]

2.16 Definition. Wir nennen eine Bewertung v mit o vertriiglich, wenn fiir L B
ewertung

jedes Element a € F[x] gilt v(a) =v(o(a)).

2.17 Beispiel. (i) Fiir 0 = eqistv = vgeg vertraglich.
(i) Fir 0 = eqist v = vqeg vertrdglich.

(iii) Fiir 0 = Ty ist v = wigeg nicht vertréglich, denn fiir 0 < k € N ist
vtdeg(xk) =k 7& 0= theg(Tx(Xk))-
(iv) Fiir 0 = Ty ist v = vqe, vertréglich.

Im Folgenden wollen wir immer Bewertungen betrachten, die mit dem be-
nutzten Automorphismus vertrédglich sind.
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Abbildung 2.2: Bewertungspolygon zu aus Beispiel

2.18 Definition. Die folgenden Definitionen iibertragen sich mitsamt den
gezeigten Eigenschaften wortlich auf den nichtkommutativen Fall:

(i) Die Steigungs-Bewertung von Lund r € R

n
v(L) = VT<Z aicri) =min{v(a;) +r-1[1=0,...,n},
i=0

(ii) die Bewertungsfunktion vonL: V1 : R — R, 17— v, (L)
(iii) das Bewertungspolygon von L,

(iv) Ny(L) :=max{i|v(ai) +ir =v+(L)} und
n.(L) :=min{i | v(ay) +ir = v+(L)}

(v) die Menge der exzeptionellen Stellen {r € R | N+(L) # n.(L)}

2.19 Beispiel. Sei
Li=x+ 1D+ (43 +2x—2) 4+ (x* + )1+ 22 +1, (2.1)

und benutze die Bewertung v4eg. Dann ist das zugehdrige Bewertungspo-
lygon in Abbildung [2.2| zu sehen. Die exzeptionellen Stellen sind gerade
die Abszissen der Schnittpunkte der Geraden, die das Bewertungspolygon
bilden: —1, —%, 2.
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2.20 Satz. Fiir v € Rund L,M € F[x; o] gilt
V(L M) = vi(L) + vr(M).

Beweis. Seient € R,L =3 i yaiot und M = 3 " bj0’ und io, jo minimal
mitv,(L) =v.(ajy, o) = v(ai, ) +iorbzw. vi(M) = v (bj, 0o) = v(bj,)+jor.
Dann ist

n+m
L- M= Z( Z agﬂbﬂ)ak

0<i<n
0<j<m
i+j=k
und damit
vr(L-M)
rl mlﬂﬂm{ Z aio )) + kr}
i+j=k

min min {v(a;o'(b;))} + kr}

k—O ..... n{ i+H=k

min {v(ai) +v(o'(b))) + (i+7)7} |

+n

—V(alo) v(bj,) + (o +jo) T = ve(L) + vr(M).
Sei nun ip + jo = ko, dann ist fiir alle 1, mit (1,j) # (ig,jo) und i+j = ko
v(ay O—i(b]')) =v(ai) +v(bj) > v(ai,) +v(bj,) =v(ay, O'io(bjo)).

Insbesondere ist

v( Z CliO'i(bj))Z min  v(a;o'(b;)) > v(a;, 0% (bj,))

i+ =k
i+j=ko . Y)=Ko
(1,3)#£(i0 jo ) (1,j)#(i0,jo)
und damit
V( Z aio_i(bj)) :V<aio O-io (bjo) + Z CliO'i(b]')>
i+H=ko et
(1,))#(0,jo)

= v(ai, 0% (bj, ),
also gilt Gleichheit. Der allen Ausdriicken gemeinsame Summand r ko wur-
de hier weggelassen. O
Damit ist dieser zentrale Satz auch fiir den nichtkommutativen Fall richtig.
2.21 Bemerkung. SeiL:= Y ' ja;o' € S ein Operator und u(x) eine hyper-
o(u(x))
€

u(x)

geometrische Losung von L, also L(u) = 0 und A := certs(u) =
F(x). Dann ist 0 — A ein Rechtsfaktor von L.

Die nichtkommutative Verallgemeinerung von Satz ist damit:
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2.22 Satz. Sei A := (A | o — A ist Rechtsfaktor von L}. Dann gelten:
(i) No(L) =H{A e Alv(A) > 1],
(ii) ne(L) = A € A[V(A) > 1},

(iii) Ny(L) —=n.(L) = A € A[v(A) =7}

Insbesondere ist die Bewertung des Zertifikats einer Losung stets eine exzeptionelle
Stelle von L.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz O

2.23 Korollar. Hat L eine polynomielle oder eine rationale Losung, so muss das
Bewertungspolygon einen exzeptionelle Stelle in O haben.

Beweis. Folgt aus v(a) =v(o(a)). O

2.4 Das Newtonpolygon

24.1 Die Legendretransformation

Um den Zusammenhang zwischen Bewertungs- und Newtonpolygon her-
zustellen, benétigen wir die Legendretransformation. Diese soll hier kurz
eingefiihrt werden. Fiir mehr Details siehe etwa [12] oder [37].

2.24 Definition. Die Abbildung f — f*, die einer konvexen Funktion f :
R — Ry die Funktion

1t — max,{tx — f(x)}

zuordnet, heifSt Legendretransformation von f. Die Funktion f* ist die Legen-
dretransformierte von f.

2.25 Bemerkung. Es gilt (f*)* = {, die Legendretransformation ist also invo-
lutiv.

2.26 Beispiel. Betrachte die Funktionf: R — R, x — %xz + 1, dann wird das
Maximum iiber x von t x — f(t) an der Stelle mit f'(x) = t also x(t) = 2t an-
genommen. Wir konnen die Legendretransformierte also direkt angeben:
*(t) = x(t)t—f(x(t)) =t2—1 (vgl Abbildung . Fiithren wir das gleiche
Verfahren fiir g : R — R, x — x% — 1 durch, so bekommen wir mit analoger
Argumentation g*(t) = %Xz + 1.

Im Folgenden betrachen wir polygonale (also stiickweise lineare, stetige
Funktion mit endlich vielen , Knicken”) konvexe Funktionen, die also nicht
,streng” konvex sind.
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t x(t) Jﬂ t2

Abbildung 2.3: Veranschaulichung zur Legendretransformation im streng
konvexen Fall (links) und im polygonalen Fall (rechts).

2.27 Satz. Fiir eine stetige, stiickweise lineare, konvexe Funktion f : R — R
gegeben durch

Yn +SnXx X < Xn
Yn1+Sn-1X X € [Xn, Xn_1J

yr+six X € [x2,x1]
Yo+ Sox X > Xq

mit sy < Sp_1 < ...< 81 <SouUndxn <Xn_1<...<Xx] gelten:

(i) f* ist auf [sn, sol wieder stetig, stiickweise linear und konvex.

00 t<sn
txn— (Snxn +yn) te [Sn, Sn—]]
(ii) Explizit gilt: f*(t) = :
txg —(s1x1+y1) telsy,sol
00 t > so

Beweis. Sei zunidchst t > sg, dann ist
(1) = maxy{tx — f(x)} = max,{tx — yo — S0 X} —° o0,

analog fiir t < sp.
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Abbildung 2.4: Veranschaulichung zum Beweis von Satz

Fiur t € {sg,...,sn}, etwa t = s; wird max,{tx — f(x)} offensichtlich im
Intervall [xi11,xi] angenommen, da f(x) fiir x > x; langsamer, fiir x < xi41
schneller als t x wéchst, deswegen ist f*(si) = siXi{ —Yi—1 — SiXi = —Yi_1.
Fir t € (siy1,si) wird max,{t x — f(x)} am linken Rand der Kante mit der
Steigung s; angenommen. Demnach ist dann

(1) = maxy{tx — f(x)} = txip1 — (Sip1 %41 + Yir1)

2.4.2 Das Newtonpolygon
Wir betrachen hier wieder L:= 3 ' ; ajo* € Fx][o].

[Nevxfto(rﬁp)) O;DYL gon} 2.28 Definition. Definiere nun das Newtonpolygon von L:

n
N, (L) := Konvexe Hiille von U{(i,y) |y > v(ai)} € R2
i=0
Definiere weiterhin — analog zum Bewertungspolygon — die Funktion P, :
R — R U {oo} als die stetige, sttickweise lineare Funktion, die den unteren
Rand des Newtonpolygons definiert.

2.29 Satz. Es gilt fiir aller € [0,n]
PyL(r) = (Vo) (—7).
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Beweis. Wir erinnern an Definition 2.18
vy(L) ;= min{v(a;) +r-1]1=0,...,n},

seien I := {ip,...,1m} die Indizes, fiir die v(ay) + 11 zu einem Segment
des Bewertungspolygons beitragt, derart sortiert dass ip < ... < imm. Weiter
seien x;, fiir j = 1,..., m die Schnittpunkte von v(aj,) + ri; mit v(ay,_,) +
Tl1.

Dann ist

—v(ai,, ) —imx X < Xm

—V(Climq ) —im—1X X € [Xm,Xm_1]

Wy L(x) =
—v(ai, ) —i1x x € [x2,%1]
—v(ai,) —io X > Xq
und demnach ist
00 t<—im

txXm + ime-l-V(aim) te [_im, —im1]

(VL) (t) =1 :
tx1 +i1x1 +v(ay) t e [—i1, —io]
o0 t > —ip
Fiir t = —i; gilt dann (=W, 1)*(t) = v(ay). O

2.30 Korollar. Ist v € R eine exzeptionelle Stelle des Bewertungspolygons V,, 1,
so hat das Newtonpolygon N, (L) eine Kante der Steiqung —.

Beweis. Folgt aus den Sitzen[2.27/und O

2.31 Beispiel. Sei
L= (4x+1)0” + (4 +2x = 2)0” + (x" + 2)o + 2x* + 1,
und benutze die Bewertung
—dega a#0
Vdeg(a):{oo Q=0
dann zeigt Abbildung 2.5 das Newtonpolygon Ny, (L).

2.32 Bemerkung. Wenn wir von L zum adjungierten Operator L* tibergehen
(das ist nicht die Legendretransformierte, siehe Definition , so dndert
sich das Newtonpolygon nicht.

2.33 Bemerkung. Das o-Newtonpolygon hat zwei unendlich lange vertikale
Kanten und endlich viele Kanten mit rationalen Steigungen. Wenn wir von
der “Kante r”, mit r € Q, reden, so ist die Kante mit der Steigung r gemeint.
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-1— o

Abbildung 2.5: Newtonpolygon zu Beispiel

] 2.34 Definition. SeinunL:= ) ["jaio' =) ;;ai;% o' € Flx;olund r €

R. In Definition haben wir die Steigungs-Bewertung v.(L) eingefiihrt,
sei nun

L,:= E aij;xX)ot

i
vr(ag ;% 0t )=vy (L)

die Summe der Monome, die genau die Bewertung v.(L) haben.

2.35 Bemerkung. Die Monome ai)]-xj ot von L, sind genau die, fiir die
(1, v( ai‘]—xj )) auf der Kante 1 liegt. Gibt es keine Kante v, so ist L, = 0.

2.36 Beispiel. Sei
L=0*4+ (x*—1)o> — (43 +x)o? 4+ (x* +12)0 — (x> + 2),
und benutze v = — deg, dann ist
vi_1)(L) =min{v(a{) = T-1[1=0,...,4}
=min{—2,—4—-1,-3-2,-2-3,0—-4}=-5
und so ist
L= X203 — 4x30? + xo.
Die zugehorigen Bewertungs- und Newtonpolygone sind in Abbildung
zu sehen. Beachte, dass die Kante 1 des Newtonpolygons die Lange 2 hat,

und sich entsprechend an der exzeptionellen Stelle (—1) des Bewertungs-
polygons drei Geraden schneiden.
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Abbildung 2.6: Newtonpolygon (rot) und Bewertungspolygon (blau, Kon-
struktion grau) zu L_;y aus Beispiel

2.37 Definition. Das charakteristische Polynom assoziiert zur Kante r € Q
von Ng(L)istfuro =17
P;r,r(T) = Z aij Tiiio»
i)
vr(ai;3 T )=vy (L)
bzw. o =¢
PLT = X ay-aleie T
)
vr(ai;3 et)=v; (L)
dabei ist ip so gewdhlt, dass T { Py(T).
Dies ist ein Polynom in T, der Grad entspricht der ,Linge” der Kante r.
Die Gleichung Py (T) = 0 heifst die charakteristische Gleichung assoziiert zur
Kante 7.

2.38 Bemerkung. Die Losungen der charakteristischen Gleichung
Pvdeg‘T(T) = 0 liefern gerade die Losungen der Rekursionsgleichung
L, mod (x — 1).

2.39 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 2.36). Die charakteristische Glei-
chung zur Kante 1 von Ny(L) ist

PUT) =T = 4T+ 1= (T~ (2+V3))- (T~ (2-V3)).

[Charakteristische

Polynom Py (T)

S}

(

Gleichung

Charakteristische}
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. . , . ooo(ulx) _ . f
2.40 Satz. Seiu eine hypergeometrische Lisung von L mit =r5= = cw= ¢ 5

rational. Dabei seien ¢ € F,w € F(x) und f, g € F[x] normiert beziigliclﬂv mit
ged(f, g) = 1 gewiihlt.

Dann ist c eine Nullstelle der charakteristischen Gleichung P¢ v(g)—v(f)

Beweis. Sei also u eine Losung von L(u) = 0 mit # =cw= cg wie oben.

Dann ist o(u) = cuw und induktiv

kf1(

ok(u) = cFuwao(w) - o T(w).

Damit erhalten wir

n n i1
= Z aiot(u) = Z aict H o (w). (2.2)
i=0 i=0 j=0

Betrachten wir nun das Polynom

n n—1 n
PT) =) <a1 H o(f)- T )> T'=) pT eF(T, (23)
i=0 j=i i=0
=Pi

dann ist P(a) € F[x] fiir a € F, und c ist eine Nullstelle von P.

Betrachte nun den x-Leitkoeffizienten beziiglich v in jedem Koeffizienten
von T und setze s¢ :=v(f), sg :=Vv(g) und v := s¢ — s4. Dann ist

i—1 n—1
vipy) = v(ai 19011 cri(g))
=0

j=i
i—1 n—1

—via)+ Y v(f) + Y vlg)
=0 j=i

=v(ai) +isf+ (M —1i)sg=v(ay) +ir+ns,.

Wir suchen nun die Menge I, der i, fiir die v(p;) minimal wird. Den
beziiglich i konstanten Summanden n sy kénnen wir dabei ignorieren.

Behauptung: 1, ist die Menge der Indizes i, fiir die lty(ai)ot auf der Kante
der Steigung (—) des zugehorigen Newtonpolygons liegen.

Seien nun ig < 17 die Indizes des ersten bzw. letzten a; auf der Kante (—r).
Demnach gilt fiir jedes i < i

viai, ) —vlay 0
—( l‘f) ,( ) ) =0y i) i <v(ai) + i,
10—1
'Damit ist gemeint, dass fiir v = vgeg gilt Ic(f) = lc(g) = T und fiir v = vigeg gilt

tcoeff(f) = tcoeff(g) = 1.
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und fir i > iy gilt
v(ay, ) —v(ai)
i1 —1

iy —i<0

> (—r) = v(ay) +rir<v(ai) +ri.

Diese Argumentation gilt auch fiir die ip < i < 1y, fiir die It,(a;) nicht auf
der Kante der Steigung (—) liegt. Das beweist die Behauptung.

Nun miissen wir den Shift- und den g-Shift-Fall unterscheiden. Betrachte
zunichst den Shift-Fall:

Wir haben jetzt
Pl (M) =) ley(a)TH
i€l
Dies ist genau der Teil von P, der den x-Leitkoeffizienten beziiglich v bei-
steuert. Demnach muss also P}, (q)( c) = 0 gelten.

Im g-Fall ist die Situation ein klein wenig problematischer, da ein normier-
tes, nichtkonstantes Polynom unter € nicht normiert bleibt:

k
q V) flirv = vy ik
ley(e(xX) = 1oy (gk xk) = e €5 | qvevee)
q fir v = vigeg

Der x-Leitkoeffizient beziiglich v von p; ist also i. A. nicht identisch mit
dem Leitkoeffizienten von a; beziiglich v. Tatsdchlich gilt

i—1 n—1

ley(pi) =ley(ai) - H qjSf v(x) H qjsg v(x)

j=0 j=i

((124) s+(n2 —n—2 +i)v(g) ) v(x)

N|=

= lcv(ai) -q

((iz —1) s¢+(n? —n)sg —(12 —i)sg ) v(x)

N|—=

= lcv(ai) :

(12 —) rv(x) . q%(n2

o o

N|—=

= ley(ay) s Vi),

Der Faktor q%(“z_“)sg V<) hangt dabei nicht von i ab, kann also also als
Konstante abdividiert werden. Definiere c; := lc,(ai)-q 7 (=070 Beachte
dabei, dass fiiri € N und r € Z auch %(iz —1i)r-v(x) € Z gilt.

Damit ist also auch im g-Fall
iely
und dies ist genau der Teil von P, der den x-Leitkoeffizienten beisteuert.

Demnach muss also P\f‘ (—r) (c) =0 gelten. O



42 2. DAS NEWTONPOLYGON

Algorithmus 4: NewtonPolygon(L, v)

Input: 0 #L =31 ;a;0" € F(x)[o], v Bewertung
Output: Eine Menge von Paaren (r, Py (T)), v Steigung des Newtonpolygons
1 10, norder(L), S0

2 whilei<n

3 if a; = 0 then next i

4 S — o0

5 fori=1+4+1,...,n

6 if a; = 0 then next j

N IR gttt

8 ift<s

9 st

10 pol « Koeffizient von a; mit Bewertung v(a;)
11 ift=s

12 pol « pol + (Koeffizient von a; mit Bewertung v(q;)) - T't
13 c—j

14 S« SuU{(s,pol)}

15 ic

16 return S

Die Implementierung im g-Fall unterscheidet sich nur durch den Faktor
152

qz U (siehe Definition , deswegen verzichten wir darauf, sie
hier extra aufzufiihren.

2.5 Implementierung

2.5.1 Dom:ShiftOperators

MuPAD-Session 4: Newtonpolygon, Shift-Fall

Zundchst betrachten wir die Newtonpolygone zu zwei relativ einfachen
Operatoren:
> L1 := R((7*x"5+3*x72-2)*¥S"24+(x"7+3*x "2+x)*S+6*x"2-8*x-12)

(7x5+3x2—2> S%+ <x7—|—3x2—l—x) S+6x*—8x—12
>> R:u:polygon(L1)
{[-5,poly (x + 6, [x])], [2,poly (7x + 1, [x])]}
> L2 := R(x*S+(3*x"2+x-1))
xS+3x%+x—1
>> R::polygon(L2)
{[1, poly (x + 3, x])]}

Nun berechnen wir das Produkt. ..
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> L= L1*L2
(7x6—|— 14%5 +3x3+6x2—2x—4) $34

(x8+22x7—|—91 X6 4 91 x5+9x4+4zx3+37x2—25x—26) S2¢
(3x9+7x8+3x7+9x4+30x3+8x2—9x> S+

18x* —18x3 —50x2 —4x+ 12

...und stellen fest, dass die Steigungen aus beiden Polygonen im Pro-
duktpolygon vorkommen:
>> Rupolygon(L)

{[=5,poly (3x + 18, [x])], [1, poly (x + 3, [x])], [2, poly (7x + 1, [x])]}

Auch wenn die Multiplikation der Operatoren nicht kommutativ ist...
>> LL := L2*L1

(7x6+35x5+7ox4+73x3+41 x2—|—8x> s34
(X8+28X7+28X6+28X5+44X4+27X3+5X2+3X+2> S2+
<3x9+x8—x7+9x4+12x3—|—2x2—15x) S+

18x* —18x3 —50x%2 —4x + 12

... sind Satz[2.20 und[2.29 natiirlich in beiden Reihenfolgen richtig:
>> Rupolygon(LL)

{[=5,poly (3x + 18, [x])], [1, poly (x + 3, [x])], [2, poly (7x + 1, [x])]}

2.5.2 Dom:qShiftOperators

MuPAD-Session 5: Newtonpolygon, g-Shift-Fall

Zundchst betrachten wir die Newtonpolygone zu zwei relativ einfachen
Operatoren. Standardmaéfsig wird die Bewertung — deg benutzt:
>> L1 := qR(q*Eq"2+3*q*x*Eq+1)

qqu—i— ((3q) x) Eq+1
>> gR::polygon(L1)
{[=1,poly ((3q) x+1,[xDI, [1,poly (ax+ (3q), x])]}
> L2 := qR((3*x+q)*Eq+(q"2+1)*x+1)

(3x+q) Eq—|—<q2—|—1) x+ 1
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>> gR::polygon(L2)

{]o.poly (3x+ (a*+1),0d)| }

Man sieht, dass sich die Polygone addieren — wie Satz[2.20| und pos-
tulieren:

> L:=L1*L2
(30) o) B (3) 24 (4 4267) w40) B
((3q4+3q2) x4+ (3q+3) X—I—q) Eq + (qz—H) x4+ 1
>> gR::polygon(L)
{[—1,poly(<3 q4—|—3q2) X+ (qz—l- 1) ,[x])} ,
0,poly ((9a2) x+ (34" +3a?) )],

1ty () (o) )]}

Nun benutzen wir die x-adische Bewertung ldegree:
>> gR::polygon(L1, ldegree)

(o]

>> qR::polygon(L2, ldegree)
{1, poly (3x + 1, [x])]}
>> gR::polygon(L, ldegree)

{B,poly ((q5 +q3 +3q2) X241, [x])} ,

[Lpoly ((q5 +q’ +3q2) ,[x])}}




Kapitel 3

Polynomielle und rationale
Losungen von
Schiefpolynomen

In diesem Kapitel werden wir sehen, wie effizient polynomielle und rationale
Losungen von Operatoren berechnet werden konnen.

Auch wenn die Losungen eines Operators nicht das eigentliche Thema
dieser Arbeit sind, sind doch — wie bei Polynomen — Losungen und Rechts-
faktoren eng verwandt, gilt doch (o — m)(u) =0.

u

Die Algorithmen in diesem Abschnitt basieren im Wesentlichen auf [1]],
63| und [3], eine Zusammenstellung findet sich in [|84]].

Bei der Darstellung der Nennerschranke benutzen wir die vorher ein-
gefiihrte o-Aquivalenz, die eine einfachere Darstellung erlaubt.

3.1 Polynomielle Lésungen

SeiL =73 ' ya;o' € S. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass
die Koeffizienten a; € F[x] sind.
Ist N € N eine Schranke fiir den Grad einer polynomiellen Losung u(x)
von L, so konnen wir einen allgemeinen Ansatz machen:

u(x) = o x4 ...+ & x + o,

mit unbestimmten «; € F, fiir 0 < i < N. Setzen wir dieses u(x) nun in L
ein, so erhalten wir

n N
L(u)= Z aiot(u(x)) = Z aiZ ocjoi(xj), wobei ot(u(x)) € k[x].
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Nach Ausmultiplizieren und Sortieren nach x-Potenzen bekommen wir

N-deg, (L)
Lu) = >  Mx'eFK,
1=0
wobei die A; selbst linear in «y, . . ., o sind.

Die Forderung L(u) = 0 liefert dann mit Koeffizientenvergleich ein lineares
Gleichungssystem fiir die «:

Ai=0, fir 0<i<deg(L)+N.

Algorithmus 5: PolynomialSolutions(L)

Input: L=Y ;aio* € Flx;0]

Output: Basis aller polynomiellen Losungen von L
N « PolyDegreeBound(L)

ce Y, eixt

¢’ —1L(c)

EQ « {coeff(c’,x") =0|i=0,...,deg (c')}
Sol « Losungen des LGS EQ fiir co, ..., cn
return {subs(c,s) | s € Sol}

N Ul = W N -

3.1.1 Gradschranke

Fiir die Berechnung der Gradschranke im Shift-Fall folgen wir [63]. Sei L =
2 ioait mit a; = 3 % ai %), wobei mindestens eines der a; tatsdchlich
Grad m hat. Wir benutzen nun den Ansatz u = Y I, ux!. Dann ist

N 3 N , N
=Y wd (et = Y (X Qe @
1=0

k=0 k=0 “l=k
=4,k
und damit

n N dq
:Zalz Zawx Zulkx

i=0 k=0 i=0 j=0

m N
= Z Z N Z aijlix)

j=0 k=0

die Koeffizienten von L(u) als Polynom in x sind Polynome in N. Setzten
wir nun (3.1) in L(u) = 0 ein und sortieren nach Potenzen von x, so erhalten
wir nach Koeffizientenvergleich zunéchst ), ai m = 0, anderenfalls kann
es keine polynomiellen Losungen geben. Der nédchst niedrigere Koeffizient
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von L(u) ist nach Vereinfachen

d n
Cq = Z (T) Z am- i].
j=0 i=0

mit d = 1. Falls cq fiir d = 1 identisch verschwindet, haben wir keine
Informationen gewonnen und miissen d um eins erhéhen. Ist c4 # 0, so ist
die grofite nichtnegative ganzzahlige Nullstelle von c 4 eine obere Schranke
fiir den Grad einer polynomiellen Losung.

Das fiihrt zu folgendem Algorithmus:

Algorithmus 6: PolyDegreeBound(L)

Input: L =Y jaio" € Flx;0], a; = > toai; X
Output: N € N, so dass jede polynomielle Losung von L Grad < N hat, oder (—1)
s«—0,d«0
while s =0 do

de—d—+1

d N n -3

§ & Zj:O (;) 2 i@V
S« N nsolve(0 =s, N)
if § = S then return (—1)
return max S

N O G W

Fiir mehr Details siehe [63] oder [52].

Im g-Shift-Fall ist die Gradschranke mit den Mitteln aus Kapitel 2} genauer
mit Satz sehr einfach zu berechnen:

3.1 Satz. Sei P§(T) ist das charakteristische Polynom, wie es in Definition
definiert wurde. Dann ist

N :=max{n € N|P5(q"™) =0}

eine obere Schranke fiir den Grad einer polynomiellen Losung von L. Die benutzte
Bewertung ist hier v = vgeg.

Beweis. Ist f = Z?:o fi x" eine polynomielle Losunug von L, dann ist

fa_1 od
bt T
certe(f) = ———— =g 7 )
faxd+... xd 4 dtxd=T
d
und damit muss q9 nach Satz eine Nullstelle von P§(T) sein. O

In [5] wird ein effizienterer Algorithmus vorgestellt, der auch eine niedri-
gere Gradschranke liefert.
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3.2 o-Aquivalenz

Im Folgenden wird es hdufig sinnvoll und notwendig sein, auftretende Po-
lynome (bzw. deren Nullstellen) nur “modulo des Endomorpismus” zu be-
trachten. Das wurde in vielen Arbeiten etwa zur symbolischen Summation
etwa in Form der Dispersion (vgl. Definition benutzt.

Die Bezeichnung o-Aquivalenz findet sich explizit z. B. in [66] oder [30],
wir fiihren sie hier allgemeiner aus.

3.2 Definition. Zwei Polynome f, g € F[x] heiflen o-iquivalent
f ~; g, wenn es ein k € Z gibt mit f(x) = o*(g(x)).
Wir schreiben dann auch f ~; g.

Ist 0 = 7:x — x+ 1, so ist es einfach zu entscheiden, ob zwei Polynome
o-dquivalent sind:

Algorithmus 7: ShiftEquivalence(f, g)

Input: f, g € F[x]

Output: k € Z so dass f(x) = g(x + k) falls so ein k existiert, oder fail
if Ic(f) # lc(g) or deg(f) # deg(g) then return fail

n  deg(f)

k coeff(f,nf‘[llilfcn(:(f)ﬁ)eff(g,n71)

if k € Z then return fail

if f(x) # f(x + k) then return fail

return k

N Ul B W N

Fiir den g-Shift e ergibt sich ein dhnlicher Algorithmus.

3.3 Satz und Definition. o-Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation. Die
o-Aquivalenzklasse eines Polynoms p € F[x] bezeichnen wir mit [p].

plo:={(p(x)) |j € Z} = {f € FIx] | f ~5 P}.
Ist p ~¢ f, so definieren wir

logg (f) := das eindeutig bestimmte k € Z mit o¥(p) = f.

3.4 Beispiel.
(i) Betrachte S:.Setze p = x? + 1. Dann ist
ple = {(x+K)*+ 1|k € Z}.
Fiir f =x? +4x +5istf ~¢ p und log;(f) = 2bzw. log§(p) = 2.
(ii) Betrachte nun S, und seienp = (2+q?)x*—(q*—2+3q)x—q+1und

f= (q—zz—H)xz—(q—%—i-S)x—q—I—].Dannistf~€pundlogg(f) =—1
bzw. log; (p) = 1.

Um alle in einem Polynom auftretenden o-Aquivalenzklassen zu finden,
benutzen wir den folgenden Algorithmus:
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Algorithmus 8: ShiftEquivalenceClasses(f)

Input: f € F[x] normiert

Output: {p1,...,pr} C Flx] so dass jeder irreduzible Faktor von f o-dquivalent zu

genau einem p; ist.
1 faktorisiere f = f7' - -- f¢+ in irreduzible Faktoren
2 Fe )
3 forie1,...,s
4 new « true
5 for p € F while new = true
6 if ShiftEquivalence(f;, p) # fail then
7 new ¢« false
8 if ShiftEquivalence(fi,p) > 0
9 | Fe (F\{p)) U{F)

10 if new = true then

11 | Fe—FU{f)

12 returnF

Innerhalb der o-Aquivalenzklassen definieren wir eine Ordnungsrelation:

0-Ordnung

3.5 Satz und Definition. Die Relation =;C M x M mit M € F[x]/~, defi- ( frog

J

niert durch
f =09 &= (3k € No)[o*(g) = f]
ist
(i) reflexiv,
(ii) antisymmetrisch und
(iii) transitiv.

Damit ist >, eine Teilordnung. Wir nennen sie die o-Ordnung. Tatsachlich
ist = sogar eine lineare Ordnung.
Fiir endliche Teilmengen M’ C M € F(x)/~ definieren wir damit auch

maxs(M’) und ming(M’).

3.6 Bemerkung. Im Fall endlicher Grundkorper konnten die Klassen [plq
endlich und damit zyklisch sein, dann ist > natiirlich keine lineare Teil-
ordnung mehr.

3.7 Beispiel. (Fortsetzung von Beispiel 3.4)
(i) Betrachte wieder S, esistf =x2+4x+5 = x*+ 1.

(ii) Betrachte nun Se, hier ist (2 + q?)x* — (g2 =2 +3q)x —q+ 1 >«
(F+1x*—(q—2+3)x—q+1.
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3.8 Bemerkung. Algorithmus 8| ShiftEquivalenceClasses liefert stets das o-
minimale vorkommende Element aus den o-Aquivalenzklassen zurtick.
Dies wird in den Zeilen§lf erreicht.

Damit wird der Algorithmus auch deterministisch.

Wir brauchen diese Eigenschaft spéter fiir Algorithmus|10| DenomBound.

Fiir Elemente von F fithren wir noch folgende Definition ein:

3.9 Definition. Seien a,b € F. Wir sagen, a und b seien kongruent unter o
oder o-kongruent, wenn x — a ~; x — b gilt. Dies bezeichnen wir mit a =4 b.

3.10 Beispiel.
(i) Unter 7 tiber C sind die Kongruenzklassen gerade o + Z mit « € C.
(ii) Unter e iiber C sind die Kongruenzklassen gerade o - qZ mit o € C.

3.11 Definition. Fiir ein irreduzibles Polynom p € F[x] und ein Polynom
f € F[x] definiere die Bewertung von f an der Stelle p als

vp(f) := max{e € No | p€ teilt f}.

Weiter definiere die Verallgemeinerung

Vi (= ) vglf) = > e

gelple (S,e)ELogg(f)
Fiir eine rationale Funktion F = £ € F(x) definiere

Vp(F) :i=vp(g) —vp(h) und vy (F) = vy, (9) — v, (h).

3.3 Rationale Losungen

In diesem Abschnitt betrachten wir stets einen Operator der Ordnung n >
1 mit polynomiellen Koeffizienten:

n
L:ZaioieS, ao,...,an € Fx], an#0
i=0

und suchen eine rationale Losung u = > mitv,w € F[x] mit ggT(v,w) = 1.

3.12 Definition. (i) Fiir ein Polynom p bezeichnen wir jedes Polynom f
als Schranke von p, das von p geteilt wird.

(ii) Fur ein Polynom f € F[x] bezeichne mit 7¢ die Menge der tiber F
irreduziblen Teiler von f:

T; :={g € F[x]| g teilt f und g ist irreduzibel und normiert}.
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(iii) Fiir zwei Polynome p,f € F[x] mit p irreduzibel, bezeichne mit 7, [ 77

die zu p o-dquivalenten Teiler von f:
TP ={geTf| g~o p}.

(iv) Fiur ein Polynom p bezeichne mit p := ﬁp das normierte Polynom [ p= ﬁp

mit den gleichen Nullstellen.

3.13 Beispiel. Betrachte S-. Sei
f=x8—3x"+4x°+2x7—8x3+4x*+16x—16
=(x—1)-(x—=2)%- (x*+2x+2)- (x3+2).
Dann sind
Tr={x—1x—2 x>+1,x3+2},
TF={x—1x—2},
T = (X2 4+ 2x + 2.
3.14 Bemerkung. Um die rationalen Losungen eines Operators zu berech-
nen, ist es hinreichend, eine Schranke fiir den Nenner der rationalen

Losung anzugeben. Im Interesse der Effizienz suchen wir eine Schranke
moglichst geringen Grades.

3.15 Lemma. Seiu =  eine rationale Losung von L. Ist p € T,y ein irreduzibler
Teiler von w mit Vielfachheit , so gelten:

(i) {o(p),..., o™ P)} NTw=0 = p*| a,

(i)) {0 (p),...,0 " (P)}NTw=0 = p*| o "(ay),

—

(iii) {o(p),...,a™(p),0 1 (p),...,0 "(p)} N T =0
— p"|ged(ap, 0 (an)).
Beweis. Wegen ano™(u) + an_10™ (1) + ...+ ajo(u) + ap - u = 0 gelten
ap-u=— (andn(u) +an_jo™ ) 4.+ am(u)) und
o Man) u=— (G*“(anq)o’](u) +. 40 ™a)o ™" (u) + o ™ao- u)) .

Nach Voraussetzung haben die rechten Seiten jeweils keine Teiler in [p]o,
aber u hat den Pol p*, demnach miissen p* | ap und p" | 0™ "(a,) gelten.
Teil (iii) folgt aus (i) und (ii). O

Das motiviert die folgende Definition:

3.16 Definition. Sei L = Y I'a;c* wie bisher. Die Bilder der Nullstellen [ Problemstellen

von ap und a, unter o-Potenzen heifSen Problemstellen von L.



[

Spezielle
Singularitdten

J

52 3. POLYNOMIELLE UND RATIONALE LOSUNGEN VON SCHIEFPOLYNOMEN

3.17 Bemerkung. Giltp = a(p), so gewinnen wir durch Lemma keine
Informationen dartiber, dass bzw. ob p | gcd(ap, 0 ™ (an)) gilt.

—

3.18 Definition. Sei « € K, gilt x — &« = 0(x) — &, so nennen wir « eine
spezielle Singularitit.
Den Punkt co wollen wir immer eine spezielle Singularitidt nennen.

3.19 Beispiel. ~ (i) Der Shiftoperator x +— x + 1 hat nur oo als spezielle Sin-
gularitat

(ii) Der g-Shiftoperator x — gx hat 0 und oo als spezielle Singularitadten.

Fiir den Rest dieses Abschnitts bis Bemerkung[3.27nehmen wir deshalb an,
dass w keine Nullstelle in einer speziellen Singularitdt hat. Im Shift-Fall ist
das gar keine Einschrankung, im g-Shift-Fall schlieffen wir nur x-Potenzen
aus.

3.20 Lemma. Sei p ein irreduzibler Teiler von w. Dann gelten
(i) maxq(7Tv) € Ta, und

(ii) ming(7,)) € Tj;n(an).

Beweis. Sei po = maxq(7h). Dann gilt fiir alle k € N*: p { o*(w) nach der
Definition von max und 7:%. Also gilt nach Lemmapo | ap und damit
Po € Ta%

Der Beweis von (ii) ist analog. O

3.21 Korollar. Sei p ein irreduzibles Polynom. Mit den vorherigen Aussagen und

P i P P._ P
my = m1ngTrn(an) und My :=maxe 7]

gelten:
(i) po€ Th = Mo <o P0 <o M1,
(i) M1 <gmog = T,b =0 und
(iii) T C U {Uk(p)’ log2(mo) <k < logg(mﬂ}.

plo €FX]/~o

Beweis. (i) folgt aus Lemma (i) und (iii) folgen aus (i). O
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3.22 Definition. Fiir zwei Polynome f,g € F[x] definieren wir die o- o-Dispersions-
Dispersionsmenge von f und g als menge

DSq(f, g)
DS,(f, g) := {kEZ‘ deggcd(crk(f), g) > O}.

Ist DS4(f, g) # 0, so definieren wir die o-Dispersion von f und g als (

o-Dispersion }
dis(f, g) ;== max(DS¢(f, g)).

dis,(f, g)

3.23 Beispiel.

(i) Betrachte o0 =t und
f=x8—3x"+4xX°+2x*—8x3+4x*+16x—16
=(x—1)-(x—=2)%- (x*+2x+2)- (x3+2),
g=x"+x*—14x>—-22x*+49x + 105
=(x—3)- (X +4x+5) (x*=7),
dann sind DS(f, g) = {—2, 1} und dis.(f, g) = 1.
(i) Mit 0 = € und
f=(a*+a)x"+(—q*—a’ -2 =3q)x°+ (—q - 1)x*
+(@>+29)%° + (> +a*+2q+3)x*— (a*+2)

=((q+1)x*=1)- (x*—(a*+2)) - (x> = 1),
9=(+a)x* +(—q—2 - & —a"—1)x*+ (4’ +2)
=(g+g)x* =1 (a*x* —(q* +2))

sind DS¢(f, g) ={—1, 2} und dis¢(f, g) = 2.

3.24 Korollar. Mit den obigen Notationen gelten
(i) disg(a,b) = max{logg(maxg’ﬁf) — logg(ming’fbp) ‘
[Plo € (Ta/ ~o) N (To/ ~o) },

(ii)) DSy(ag, 0 ™an)) =0 = w=1.
Beweis. (i) folgt aus der Definition, (ii) folgt aus Lemma O

3.25 Satz. Seien

n
L:Zaiai, ap,...,an € Flx], an#0
i=0

und

N :=disg(ag, 0™ ™(an)) > 0.



54 3. POLYNOMIELLE UND RATIONALE LOSUNGEN VON SCHIEFPOLYNOMEN

Dann ist

w' = ged (HG ao), H o " Yan ) (3.2)

eine Schranke fiir den Nenner ]eder mtzonalen Losung von L.

Beweis. Seinunu = ;7 eine maximal gekﬁrzte Darstellung einer rationalen

Losung von L. Dann gelten wegen ano" -y _0 aio
1 n—1 .
o) =—— Y_aiot(w)
™ i=0
1 n—1
() = —— o (a)o* (u)
o (an) i
1 n—1 .
o (u) = —— o *(ay)ot 2 (u)
o 4(an) —
i=0
1 n—1
N =~ o Na) o Nw)
o N(an) &
i=0
Substituieren wir nun die Formeln fiir ™ '(u),...,o™ N(u) in c™(u), so

erhalten wir

ot(u) = a;0" " N(u), wobei@; € F[x].
() = v Z ; ;
Nach der Definition von N und Korollar3.2]] m haben die Nenner von ¢™(u)
und o™ NT(w), ..., 0N (u) keine gemeinsamen Teiler. Demnach wird der
Nenner o™ (w) von o™(u) durch ]_[1 00 (ay) beschrinkt, also gelten — mit
analoger Argumentauon
N
WIHG“ an) und W\Hai(ao)
i=0
und damlt
N N
w | god (1‘[ o'(ac), ] o“(an)> .
i=0 i=0

Mit Satz kénnen wir nun rationale Losungen berechnen:
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3.26 Satz. Seien
L:iaioi, ap,...,an € Flx], an #0,
N := disc(;o, o ™an)) > 0und
—ng(HG aop), HG“ an>.

Dann korrespondiert jede mtzonale Losung u=
Losung von

/. aq i
L .—Z cri(w’)g'
0

von L zu einer polynomiellen

v
w

eine maximal gekiirzte Losung von L. Dann existiert ein
= ¥, alsow’ = v'w. Weiter gilt

0=l =1(3) =L(3) = L(%)

=) “i“i(:n =) %cﬁ(v’v) =L1'(v'v),

i=0

und damit ist v'v eine polynomielle Losung von L. O

Seit Lemma haben wir vorausgesetzt, dass w keine Nullstellen in spe-
ziellen Singularitdten hat. Ganz konkret haben wir also die Nullstelle 0 im
g-Fall bisher nicht betrachtet. Das soll nun nachgeholt werden. Dazu be-
nutzen wir Ergebnisse aus Kapitel

3.27 Bemerkung. Hat eine rationale Losung u = 7 eines g-Shiftoperators L

o(u(x))

einen Pol der Ordnung p in 0, so kann das Zertiﬁka certs(u) = e

geschrieben werden als

vigx)w(x)

wlax)v(x)
Nach Satz[2.40]ist die maximale q-Potenz, die in einer Nullstelle der charak-
teristischen Gleichung zur Steigung 0 des Newtonpolygons zur x-adischen
Bewertung vorkommt, eine obere Schranke fiir .

H(1T+0(x)).

!Siehe Definition ff auf Seite
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3.4 Effiziente Berechnung der rationalen Losungen

Zur effizienten Berechnung ist die Formel

= gcd (H o'(ap), H o " Yan > (3.3)

denkbar ungeeignet, denn es miissen zwei Produkte potentiell grofien Gra-
des berechnet werden und dann deren ggT. Tatsdchlich ldsst sich die Be-
rechnung durch die Benutzung der log°-Schreibweise erheblich vereinfa-
chen.

Faktorisiere

a:=ap0 “(an) =p7 - p7
mit p1,...,p1 € F[x] irreduzibel und ey, ..., e, € N-. Sei

Pa = {G-minimale Vetreter jeder G—Aquivalenzklasse von {p1,... ,pl}}

= ShiftEquivalenceClasses(a).

3.28 Definition. Fiir ein beliebiges Polynom f € F[x] definiere
Logg(f) :={(s,e) € Z x N| e maximal mit o%(p)€ | f}. (3.4)

3.29 Beispiel. (Fortsetzung von 3.23)
(i) Betrachte 0 = T und
f=(x—1)-(x=2)2 - (x*+2x+2)- (x> +2),
dann sind etwa
Logi(f) ={(—1,1), (=2,2)} und Log;H(f) ={(1,1)hL

(i) Mit 0 = e und
g=((g+g)x*=1)-(a*x*— (a* +2))
ist z. B.

Log{q 1ye—1(f) ={(=1,1)}.

Algorithmus 9: SigmaLogarithmRep(p, )

Input: f € F[x], p € F[x] irreduzibel
Output: Eine Menge {(s1,€1),..., (s1,e1)} € Z x N wie in Gleichung
S« 10
faktorisiere f = f7' - .- f¢r
fori—1,...,7

s «— ShiftEquivalence(p, f;)

if s # fail

| S SU{(s,ei)}

return S

NN U W=
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Damit erhalten wir eine Darstellung
a= H H o®(p)°.
PEPa (s,e ELog (a)
Definiere nun

U Logg(a), so:=min{s| (s,e) € S}, s7:=max{s| (s,e) € S}.
PEPa
Dann konnen wir die Produkte in umschreiben als

S1

N
Hci(ao) = H H peliv, mit e}j = Z e,
i=0

i=sg PEPa (s,e)ELogg (ap)
s>1
N S1 )
i et . _i
oo =TT TIo% mt = Y -
i=0 i=sg PEPa (s,e)eLogg (an)
s<i

und wir erhalten schlief$lich

N
w' = ged (HO‘ ao), [[o~ ) H 11 pmintep, &)

i=0 i=0 i=syp pEPa

Algorithmus 10: DenomBound(L)

Input: L =Y, a;c%, ao,...,an € Flx], gcd(ao, ..., an) =1, an #0
Output: Eine Schranke w’ € F[x] fiir den Nenner jeder rationalen Lésung von L.
1 a<ap-0 "(an)

2 P, « ShiftEquivalenceClasses(a)

3 Sp 00, 8§14~ —©

4 forallp € P,

5 L,(ap) + SigmaLogarithmRep(ao)

6 L,(an) « SigmaLogarithmRep(o™™(an))

7 forall (s,e) € Ly(ao) ULy (an)

8 | so ¢ min{sp,s}, s; < max{s;,s}

9 b1

10 fori¢« sg,...,s7

1 forallp € Pq

12 e, — Z e, e« Z e,
(s,e)ely (ao) (s,e)€lp (an)

s>t g
13 b« b pminles &)

14 returnb

Im g-Fall muss das Ergebnis dieser Berechnung noch mit der iiber das
Newtonpolygon gemifi Bemerkung bzw. Satz berechneten x-
Potenz multipliziert werden.

Damit haben wir den Algorithmus zur Berechnung der rationalen Losun-
gen hergeleitet:
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Algorithmus 11: RationalSolutions(L)

Input: L=Y1 ;aic", ao,...,an € Fx], gced(ao,...,an) =1, an #0
Output: Basis der rationalen Losungen von L

1w ¢« DenomBound(L)

2 L «lem(a®(w),...,0"(w)) - (X1, ﬁiw)cl)

3 S « PolynomialSolutions(L’)

4 return{; [ucS}

3.5 Implementierung

3.5.1 Polynomielle Losungen

MuPAD-Session 6: Polynomielle Losungen
Wir konstruieren einen Shiftoperator, der ein bestimmtes Polynom als
Losung hat:
>> p = x7342¥x72-4%x+T:
>> L := R(p*S-subs(p,x=x+1))

(P+2x2—4x+7)S+ (—x>—5x2—3%x—6)
>> Sol := R::polysols(L)

3+2x2—4x+7)

>> L(op(Sol))

> L := R(S"24+x*S-15)*L

(x3+8x2—|— 16x + 15) s34 (x4—|—4x3—8x2—29x—40) St

(—x4—23x3 — 46X +45x — 105) S +15x3 +75x2 + 45x + 90
>> Sol := R::polysols(L)
3+2x2—4x+7)
>> L(op(Sol))

Das q-Analogon dazu:
>> L := qR(p*Eg-subs(p,x=q*x))

<x3+2x2—4x—|—7> Eq+ (—q3) x>+ (—2q2> X2+ (4q)x—7
>> Sol := gR::gpolysols(L)

B +2x2—4x+7)
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>> L(op(Sol))
> L := qR(Eq"2+x*Eq-15)*L
<q6x3 + (2 q4) x? + (—4 qz) x + 7) Eq3—|—
(¢®x*+ (202 = a”) x*+ (205 —4q) P+ (46 +7) x—7) Eq*+
((=a®) x*+ (~24" = 15) x*+ (462~ 30) x* + 53% — 105) Eqi+

(154°) *+ (300%) X2+ (~60q) x+ 105
>> Sol := gR::gpolysols(L)
3+2x2—4x+7)
>> L(op(Sol))

3.5.2 Rationale Losungen

MuPAD-Session 7: Rationale Losungen

Wie oben betrachten wir jetzt rationale L6sungen im Shift-Fall:
>> L := R((x+6)*S-x)
(x+6)S—x

>> Sol := Ruratsols(L)

1
{x (x+1) (x+2) (x+3) (x+4) (x—|—5)}
>> L(op(Sol))

>> o= (X7242%x%-7) /(x73+4*x-11):

>> L := R(r*S-subs(r,x=x+1))
X2 4+2x—7 X2 +4x—4
<x3+4x11> X332+ 7x—6
>> Sol := Ruratsols(L)

> L := R((x+6)*S-x)*L
x> +10x? 4+ 20x — 24 524
x34+3x2+7x—6
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_2x°4205% 4 62x% 4 38x° —86x* —418x — 66)) ¢
X6 +6x5 +20x* +18%x3 — 2x2 — 156 x — 55

x3+4x? —4x
x3+3x2+7x—6

>> Ru:polysols(L)
{
>> Sol := Ruratsols(L)
% +x6+4x5 4 256x4 _ 12112x3 _ 15]6x2 _14x
x(x+1) (x+2) (x+3) (x+4) (x3+4x—11)

>> L(op(Sol))

und wieder das q-Analogon:
>> L := qR(r*Eqg-subs(r,x=qg*x))

(x*+2x—7) . (—a?) x4+ (—2q) x+7
Crax—11) ) 9T T GBS @) x—Ti

>> Sol := gqR:ratsols(L)
x2+2x—7
x3+4x—11
0
>> L := qRulclm(qR(q"6*x*Eq " 2+x*Eq-x),L)
Eq3+

(B —a¥ —a®+q"7) x" +...4(93174°— 9317 q'?) ot
(@B — a2 +aB3) x1T+...+(726q7...—726q%) x + 9317q12 ) ~1

>> L(op(Sol))

(q"® —q?' — g% —q'®) x" + ...+ (6050 q7 +...) x — 18634 q°
(8 —q2*+g23) x4+ ...+ (72697 —...) x+9317q'2

(g —q'®+q") x"+... 4+ (7269 —3388q" —...) x +9317q°
(% —qB +q22) x1 ... +(726q° —2662q"3 —...) x + 9317 q"

>> Sol := qRuratsols(L)
X2 4+2x—7
x3+4x—11

>> expand(L(op(Sol)))




Kapitel 4

o-Hypergeometrische
Losungen

Nachdem wir gesehen haben, wie polynomielle und rationale Losungen eines
Operators berechnet werden konnen, wenden wir uns in diesem Kapitel den
nichst-komplexeren Losungen zu. Die hypergeometrischen Losungen sind
genau die, die zu Rechtsfaktoren erster Ordnung korrespondieren (vgl. Satz
[4.3), und wir beschriinken uns hier auch auf die Berechnung dieser Rechts-
faktoren.

Im Wesentlichen werden hier zwei verschiedene Algorithmen vorgestellt:
o der van-Hoeij-Algorithmus, der hier vereinfacht und auf den q-Shift-
Fall iibertragen wird;

o der Petkovsek-Algorithmus, der hier —vor allem im q-Shift-Fall — mas-
siv beschleunigt werden kann.

4.1 o-Hypergeometrische Terme

In Kapitel 2| haben wir den Begriff der hypergeometrischen Losung bereits
kurz eingefiihrt (vgl. Seite , hier folgt eine etwas ausfiihrlichere Defini-
tion.

4.1 Definition. Sei u(x) ein Ausdruck, der neben rationalen Funktionen
tiber F moglicherweise spezielle Funktionen eines geeigneten Erweite-
rungskorpers von F(x) enthalt. u(x) heifst o-hypergeometrisch, wenn
o(u(x))
u(x)

certg(u) := € F(x)

gilt. Die Menge der o-hypergeometrischen Terme {iiber F in x bezeichnen
wir mit Hg . Die rationale Funktion certs(u) bezeichnen wir dann als o-
Zertifikat von .

hypergeometri-

sche Terme
o
lHF )X

[Zertifikat certy (u)]
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%E/v)ei hypergeometrische Terme w1, u; sind vom gleichen Typ, wenn {1 €
X).

4.2 Bemerkung. (i) Vom gleichen Typ zu sein, ist eine Aquivalenzrelation.

(ii) Sind uj,u; vom gleichen Typ, so ist u; + u; ein hypergeometrischer
Term oder Null.

(iii) Die hypergeometrischen Terme sind abgeschlossen unter Multiplika-
tion, aber nicht abgeschlossen unter Addition.

4.3 Satz. Ist u eine hypergeometrische Losung von L, so ist 0 — certs(u) ein
Rechtsfaktor erster Ordnung von L.

Beweis. Nach Bemerkung existieren Q,R € S,sodassL = Q - (0 —
certy(u)) + R und order(R) = 0 oder R = 0. Betrachte nun

0=1L(u =(Q - (0 —certg(u)) + R)(u) =R -,

also muss R = 0 gelten. O

4.4 Bemerkung. Andererseits korrespondiert sogar jeder Rechtsfaktor erster
Ordnung zu einer hypergeometrischen Losung iiber einem geeigneten Er-
weiterungskorper bzw. iiber F. Da wir in dieser Arbeit aber die bendtigen
I'-bzw. I';-Funktionen nicht eingefiihrt haben, zeigen wir dies nur in einem
Beispiel.

4.5 Beispiel. Istetwau(x) = T'(x+1) F(x—l—%) eine Losung, so ist das Zertifikat

Fx+2)T(x+3)
Fx+1)T(x+ 2)

analog ldsst sich das Zertifikat von jedem Produkt von I'-Potenzen als ra-
tionale Funktion schreiben.

Umgekehrt kann aus jedem Zertifikat, dessen Zdhler und Nenner in Li-
nearfaktoren zerfallen, der hypergeometrische Term rekonstruiert werden.
Siehe dazu etwa [52] und [80].

cert.(u) = Z(X-I—U(X‘i'%),

4.2 Der lokale Typ

Wir wollen hier die prinzipielle Struktur des Zertifikats eines hypergeome-
trischen Terms analysieren.

Sei u(x) ein hypergeometrischer Term und r = certs(u) sein Zertifikat. Fak-
torisiert man r iiber F, so erhilt man

r=c-@f - %m P -~-1|);f‘“',
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mitc € F*, a4, B5 € N, @i,; € F[x] irreduzibel, deg @i = d;, deg; = e;,
und

ei(x) =x% + @i x% T+ 4 ig,

Pi(x) =x9 + 5 1x9 7 e
Der lokale Typ eines hypergeometrischen Terms beschreibt die Null- und
Polstellen des Zertifikats modulo o. In Definition [3.18 haben wir den Be-
griff der speziellen Singularitat eingefiihrt, insofern miissen wir einerseits

die endlichen Singularititen und andererseits die speziellen Singularitdten
betrachten.

4.21 Lokaler Typ an endlichen Stellen

4.6 Definition. Sei p € F[x] irreduzibel, und [p]s € F[x]/ ~5 die G—Aquiva-
lenzklasse von p. Der lokale Typ in [p]s von u ist definiert als

ltyp,, Z diog — Z e;P;.

=1..m/
(pl [19} q)j el

4.2.2 Lokaler Typ in speziellen Singularititen

Wir kénnen das Zertifikat in den speziellen Singularitdten in Potenzreihen
entwickeln und auf diesem Wege Informationen iiber das Verhalten des
Zertifikats gewinnen. Betrachte zundchst die spezielle Singularitdt oo, die
sowohl im Shift- als auch im g-Shift-Fall auftritt.

Wir kénnen das Zertifikat r(x) := certs(u) schreiben als

m m
tyxtl Zoq(pu—I—...—l-H(pff’ai
i=1
m/
xR ) By +H‘1’;e,

j=1
= Coo  X*® - (T+0O(x 1),
wobei cs € F* und sy, :=t — t’ € Z. Genauer ist

S0 = Z deg(pi) x Z deg(

i=1

T(Xx) = Coo -

Offensichtlich dominieren c,, und s, das asymptotische Verhalten von r
in oo.

‘

Lokaler Typ in
lo ltyp,;, (u(x)

)




[Lokaler Typ in oo}

ltyp,, (u(x))

L

Lokaler Typ in 0
ltyp, (u(x))

J
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4.7 Definition. Mit den obigen Bezeichnungen definieren wir den lokalen
Typ in oo des hypergeometrischen Terms u(x) als

ltyp_ (u(x)) := (Coo, Soo) € F* X Z.
Im g-Fall bekommen wir zusétzlich die spezielle Singularitdt 0, konnen al-
so zusétzlich um 0 entwickeln:

T(x) = co - x* (1 + O(x)),

wobei cp € F* und sg € Z. Genauer ist
So = Z theg ®i) Z theg

4.8 Definition. Mit den obigen Bezeichnungen definieren wir den lokalen
Typ in 0 des hypergeometrischen Terms u(x) als

ltyp,(w(x)) == (co, s0) € F* x Z.

4.9 Bemerkung. Seien uj,u; € IHI?‘X und

Ityp(u1) = (c1,s1), und ltyp_ (u2) = (c2,s2)
ihre lokalen Typen in oo, dann ist

Ityp. (w1 -uz) = (cq-c2,s1 +s2).

Ist o = €, so gilt die Aussage auch fiir Ityp,,.

4.2.3 Fuchs-Relationen

Zwischen den lokalen Typen an endlichen Stellen und den lokalen Typen
in den speziellen Singularitdten besteht ein Zusammenhang.

4.10 Satz (Fuchs-Relationen). Sei u ein hypergeometrischer Term, ltyp__(u) =
(Cooy Soo ), dann gilt in beiden Fillen:

Soo = Z ltypy,, (u(x)), 4.1)
plo €F[X]/~c

und im q—Shlft—Fall mit Ityp, = (co, so) gilt zusiitzlich:
S = ltypbd(T (u(x)). 4.2)

Beweis. s, ist gerade die Differenz der Grade von Zihler und Nenner des
Zertifikats. ltyp il (u(x)) gibt die Graddifferenz pro o-Aquivalenzklasse an,
und da tber alle Klassen summiert wird, muss Gleichheit gelten. Im g-
Shift-Fall ist s die Vielfachheit der Nullstelle bzw. des Pols 0. O
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4.11 Satz. Zwei hypergeometrische Terme uq,uy sind genau dann vom selben
Typ, wenn fiir jedes [ple € Flxl/ ~o gilt ltyp[p]d(m) = ltyp[p]g(uz) und
Ityp (u1) = ltyp (u2) (und ggfs. ltyp,(uq) = ltyp,(u2).)

4.12 Korollar. Wenn wir fiir jedes [pls € F[x]/ ~¢ und oo (und 0) den lokalen
Typ eines hypergeometrischen Terms kennen, so kennen wir den Typ des Terms.
Das motiviert die folgende Definition:

4.13 Definition. Mit der obigen Definition definieren wir den globalen Typ
eines hypergeometrischen Terms u € H€ als

gtyp(u) :{ (oo,ltypoo(u))} ] {(O,Itypo(u)) }U
{(Blo typy, (W)|Iplo € FIX)/ ~, ltypy,, (W) #0}.

4.3 Das symmetrische Produkt

4.14 Definition. Fiir L1,L, € F(x)[o] definiere das symmetrische Produkt
Li1®L; als den normierten Operator L minimalen Grades, so dass fiir alle
ug,uy mit Ly(wq) = La(uy) =0 gﬂt L(ujuy) =0.

4.15 Bemerkung. Sei
d ) e )
P:Zfio-ly Q:Zgjo—]) fi)ngF(X))
i=0 j=0

ohne Einschrdnkung fq = ge = 1. Seien weiter u,v € Hg, mit P(u) =
Q(v) = 0. Dann gelten
d( ) — ... —fou, (4.3)

0¢(V) = —ge_1 0T (V) — ... — gov. (4.4)

o%(u) =—Tfg_10

Nun machen wir den Ansatz
de
S= Zskcfk und S(u-v)=0.
k=0

Da o ein Automorphismus ist, kdnnen wir in

d-e d-e
S(uv) = Z sk o(uv) = Z sk o (u) o(v)
k=0 k=0

alle auftretenden Ausdriicke der Form o9 (u), o¢*(v) mit Hilfe von (#.3)

und (4.4) ersetzen.

Bezeichne das Ergebnis dieser Ersetzung mit S(uv) € Flo(u), o(v)]. Dann
hat S(uv) die Ordnung e - d — 2 und nach Koeffizientenvergleich S(uv) = 0

[

globaler Typ
gtyp(u)

J

symmetrisches
Produkt Li®L,

J
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bekommen wir ein homogenes lineares Gleichungssystem mit e - d Unbe-
kannten und e - d — 1 Gleichungen.

4.16 Bemerkung. Ist Q = o — go von erster Ordnung, so kénnen wir eine
explizite Fomel fiir P®Q angeben:

d

1 .

P®(0—go) = he E h;ot
™ i=0

fu(x) - TI{5 go(x +3j)  im Shift-Fall,

d—1 . . . fﬁrizo,...,d—1.
i(x) - TTiZ go(d’x)  im g-Shift-Fall,

-

Algorithmus 12: SymmetricProduct(P, Q)

Input: P = Z?ZO fiol, Q = Zje:O g; o) € F(x)[o]
Output: R = POQ € F(x)[o]
1 d« orderP, e «+ orderQ

2 sp— —fq U1 — . —f;U—fy, UUnbestimmte
3 sQ ¢« —ge1VY¥ ! —...— g1V —fy, V Unbestimmte
4 for] < max{d,e},...,d-e

5 S— (Uuv)y + Zf:ofl s; UVt s; Unbestimmte

6 S«S

7 while degu~(§) >d

8 Ersetze S «+ S \udegu[g]ﬂs?gu(mfuq

9 while deg, (S) > e

10 Ersetze S + S ‘vdegv(s)ﬂsdegv(s)fefl

11 Bestimme LGS durch Koeffizientenvergleich S = 0
12 Berechne S « linearSolve(LGS)

13 IfS#0

14 R « subs(S, S)

15 Beende die For-Schleife

16 return R

44 Vom lokalen Typ zur Losung — der van Hoeij-
Algorithmus

Angenommen, ein Orakel gidbe uns den globalen Typ einer unbekannten
Losung uvon L, etwa

T :{(OO) (C)S))) ([p]]dak1)) RN} ([pl]mkl)}»

mit [pilg,...,[Pls € Flx]/ ~;.Wie kann man nun eine hypergeometrische
Losung u dieses Typs konstruieren?
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Sei

ri=c-(p1)N - (py)
Dann hat jede Losung it von o —r den Typ T, und nach Definition 4.1|sehen
wir & € F(x).
Demnach ist % eine Losung von ¢ — ! und damit ist T eine rationale Losung
von L@ (o — %).
Damit haben wir das Problem, eine hypergeometrische Losung eines ge-
gebenen Typs zu finden, auf die Berechnung einer rationalen Losung eines
modifizierten Operators reduziert.

Es bleibt also die — hochgradig nicht-triviale — Frage zu beantworten, wie
man den Kandidaten T fiir den globalen Typ einer hypergeometrischen
Losung finden kann.

4.4.1 Lokaler Typ an endlichen Stellen

Die Ideen fiir die Berechnung der Nennerschranke (siehe Seite
aus Abschnitt 3.4 geben uns Schranken fiir die Multiplizitdt der Pole jeder
Losung.

417 Lemma. Sei L = Y [ ja;o' mit a; € F[x]. Fiir jede hypergeometrische
Losung u(x) mit certs(u) = cg, c € F, f,g € Fix] normiert und teilerfremd,
gelten f | ap und o™ '(g) | an.

Beweis. Ist g o — f mit f, g € F[x] und ged(f, g) = 1 der zu einer hypergeo-
metrischen Losung gehorende polynomielle Rechtsfaktor erster Ordnung,
so existiert ein Linksfaktor [ = Z{:O] bio,sodassL = L. (go—f) =
bn,10'n7](g)0'n+...—bof. ]

Als Konsequenz erhalten wir:

4.18 Satz. Setze fiir die Aquivalenzklasse [py jedes normierten Polynoms p, das
als Teiler von a := apo ™ (ay,) auftritt:

B = —2_ e =—vg(an),
(s,e)€Log? (an )

Er[g?: = Z e :V[ph(ao).
(s,e)€Logy (ao)

Dann gilt fiir jedes [pl mit p € Tq,.q, und jede hypergeometrische Losung w
EE]i: < vhﬁg(certa(u)) < El[l];}a;(-

.. ; Bewertungs-
o min max
Definiere deswegen Vi, (L) := {E[p]c e ,E[p]d}. Lschranke Vi, (LJ
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Um alle Moglichkeiten durchzutesten benotigen wir die Berechnung von
[T pioerm/~o [Epp — Efixl+ 1 rationalen Losungen.
ltyp[p] o (u)#0

Algorithmus 13: valbound(L, p)

Input: 0 £#L =Y ' ;a;o" € F(x)[ol, p € Fx]
Output: Vi), (L)

So « SigmalogarithmRep(p, ap)

S « SigmaLogarithmRep(p, a,)

EM e =2 (seresn ©

Eglax — Z.(s,e)eso €

return {EJ'", ..., Ep®}

U o= W N =

Der Aufwand kann massiv beschriankt werden, wenn man die Fuchs-
Relationen bzw. benutzt, um bestimmte Zusammenstellungen
von lokalen Typen direkt auszusortieren. Dazu bendtigen wir allerdings
eine Moglichkeit, den lokalen Typ in oo aller moglichen Losungen zu be-
stimmen.

4.4.2 Lokaler Typ in co bzw. 0

Auf Seite 64 haben wir gesehen, dass sich das Zertifikat jeder Losung u(x)
schreiben ldsst als

certo(1(x)) = coo - X*° - (1 4+ O(x7 ),
und haben ltyp __ (u) := (coo, S0 ) gesetzt.

Hier suchen wir nun eine Menge V. (L), so dass fiir jede hypergeometri-
sche Losung u von L gilt

Ityp (1) € Vo (L).

Nach Satz stimmt die Bewertung des Zertifikats einer Losung stets mit
dem negativen einer Steigung einer Kante des Newtonpolygons {iberein.
Benutzen wir die Bewertung Vdeg, SO bedeutet das, dass s, als Kante im
Newtonpolygon auftauchen muss, und andererseits nur die ganzzahligen
Steigungen fiir s, in Frage kommen.

Nach Satz kommen fiir die zugehorigen c nur die Nullstellen der
charakteristischen Gleichung P, oS in Frage, wir konnen die moglichen lo-
kalen Typen in oo also direkt vom Newtonpolygon zur Bewertung v4eg ab-
lesen.
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Algorithmus 14: Local TypelnInfinity(L)

Input: 0 £L =31 ja;0" € F(x)[o], p € Fx]
Output: Menge S, so dass der lokale Typ in oo jeder Losung von L in S liegt.
P  NewtonPolygon(L, — deg)
S«10
for all (r,pol) € P

if r ¢ Z then next

for all ¢ € solve(pol = 0)

| S Su{(r,c)}

return S

N O Uk W

Im g-Fall bekommen wir fiir die zweite spezielle Singularitat 0 mit identi-
scher Argumentation, dass wir sp aus dem Newtonpolygon zur Bewertung
Videg Und die zugehdrigen co aus der charakteristischen Gleichung ablesen
konnen.

Der Algorithmus LocalTypeIn0(L) unterscheidet sich nur dadurch, dass
Videg als Bewertung benutzt wird.

4.4.3 Algorithmus

Damit haben wir alle Zutaten zusammen, um den Algorithmus zur Berech-
nung von Rechtsfaktoren erster Ordnung zu formulieren.

Algorithmus 15: FirstOrderRightFactorHoeij(L)

Input: 0 #L =Y ;a;o* € F[x][0], L hat keine rationalen Lésungen
Output: Die Menge aller normierten Rechtsfaktoren erster Ordnung

1 F=(fy,...,f) « ShiftEquivalenceClasses(ao - a)
2 P« LocalTypeAtInfinity(L)

3 Sol« 0

4 forall (eq,...,e) € valbound(L,f;) x ... x valbound(L, f{)
5 forall (s,c) € P

6 if0=s— Z}L:o deg(fi) - e;

7 T H}:o it

8 T ¢ pdenom(n) .

9 Ly « SymmetricProduct(L, c — %)
10 RS « RationalSolutions(L;)
1 forall t € RS
12 | Sol(—SolU{G—%}

13 return Sol

Im g-Fall wird man vor Zeile 7 in Algorithmus[I5|noch die entsprechenden
Tests fiir den lokalen Typ in 0 einschieben.
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444 Beispiel

Betrachte den Operator
I_Z:a2€2+a1€+(10
= (g*x"+ (=2q)%* + (—q* = 3% x* + (2q*) x +3q%) €*
+((@P+a)x°+ (29> —q*—29))x" +(1-3q¢>—3q")x*
+(9°=3¢>-2q9+2)x*+(2-3q*-2q9-2¢%)x—(3q* +2q)) e
+(ax®+a? X +x*+ (3q)x® + (2q%) x* +2x+2q).
Faktorisieren wir ap und a», so erhalten wir
ao =0 +2)-(a-x*+1)- (g +x)
a=—q* (x+1)-(x=3)-(d—x) (g +x)
und die vorkommenden Shift-Aquivalenzklassen sind
fi=x+1, fo=x-3, fz3=(x—q),
fa=x>+2, fs=x2+1/q.

Fiir die moglichen lokalen Typen in den Stellen [f{]g, ..., [f5s]s liefert uns
dann Satz[4.18t
Viep1, =1-2,...,1}, Vi3, =1{-1,...,0},
Vie—qle =1—1,...,0}, Vi 121, =10,..., 1},
Vie+1/q. =10,..., 1},

Berechnen wir die mdglichen lokalen Typen einer Losung in 0 bzw. co:

om0 ()
efn ()

Nun multiplizieren wir jede Kandidaten-Kombination der f; aus, wenn die
Graddifferenz zwischen Zihler und Nenner nicht —1 oder wenn die Diffe-
renz der vigeg-Bwertung von Zahler und Nenner nicht 0 ist, kann der zu-
gehorige hypergeometrische Term nicht den gleichen Typ wie eine Losung
haben.

Von den 48 moglichen Produkten bestehen diesen Test nur die folgenden
zehn:
=39 +g7x—3a8%x+ q°x? +3¢°x? — g3x3 +3g%x3 —x¥’

7 x3+2 B x3+2 a’*x?+q
qé —x?’ —3a°+q3x+3qg%x —x?’ x—q3 "’
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@+ q'+a* P +aqx x3 42
—-3¢°+ q3x+3q?x—x?’ q°+2q3x + x?2’

- X342 a2x* + g a*x*+4q 34y
3¢ —g3x+3q2x—x*" q3+x x—3q%’ d

Nach Multiplikation mit dem moglichen co, (hier —1 oder —&) muss der
Quotient der niedrigsten Koeffizienten noch (bis auf gq-Shifts) mit 1 oder

% iibereinstimmen, so dass nur noch die 6 Kandidaten

B @’x>+2q*°x* +qx>+2q
=3q"M+q7x—3a8x +q°x? +3g5x2 — ¢3x3 + 3 g?x3 —xV’

x3+2 a’x*+q
-3¢°+a3x+3g2x —x?’ x—q3
3 2.2
x> +2 X+
T 345 _ o3 2 2 q3 q, a’ +x
3> —g°x+3g°x—x g°+x

fir ¢ € {1, —%} tibrig bleiben. Fiir jedes dieser r € F(x) setzen wir nun
1

Co T

Lewri=€—
Fur

und berechnen die rationalen Losungen von L)L .

x2 4 (q3—3q2) x—3q°
x3+2
bekommen wir dann die rationale Losung

x5+ (297 -2q) ¥+ ()T + (297 —649%) XP + (—34¢°) X2

Lenr=et

T X+ (48— a7 =2q) X+ (. )X+ () X2+ (..)x+(9q°)

Das fiihrt uns zu dem rationalen Faktor
e(u) —x3—=2
_ (=T = .
T (=0r eJr—><2+(3q—q2)x+3q3
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4.5 Der Petkovsek-Algorithmus

Zunichst zitieren wir hier einige Aussagen aus [63], [64], [6].

4.19 Satz. Jede rationale Funktion 0 # f € F(x) kann auf eindeutige Art und
Weise geschrieben werden als

A(x) - o(C(x])

r(x) = Bx). Clx] (4.5)
mit ¢ € F und normierten Polynomen A, B, C € F[x]. Fiir A, B, C gelten

1. ged(A(x), o¥(B(x))) =1 fiirallek € N, (4.6)

2. gcd(A(x),C(x)) =1, 4.7)

3. ged(B(x),0(C(x))) =1, (4.8)

4. C(0) #0. 4.9)

Die Idee fiir den Petkovsek-Algorithmus entspricht teilweise dem Vorge-
hen im Beweis von Satz
4.20 Bemerkung. Sei also u eine Losung von L(u) = 0 mit

ow AKX -o(C(x)

v S TBR)-CW)
rational wie in (4.5). Dann ist o(u) = ru und induktiv

k 3
o) = [Tt =t Lot (A0
=0 i=0

Setzen wir dies in L(u) = 0 ein, multiplizieren mit dem Hauptnenner und
teilen alles durch u, so erhalten wir mit den Bedingungen (4.6)—(4.9)

n i—1 n—1 k
-5 (we o Fon) o (#652) £t
i= j= j=i i=

=P
Bei gegebenen c, A und B ist

k
S piot
i=0

also eine Rekursionsgleichung, fiir die C eine polynomielle Losung ist.

4.21 Bemerkung. Kandidaten fiir ¢ konnen bei gegebenen A, B mit Satz
als Nullstellen der zugehorigen charakteristischen Gleichung berech-
net werden.

A bzw. B teilen nach Satz ap bzw. 0™ (a,), es gibt also nur eine
endliche Menge von Moglichkeiten.
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Offensichtlich ist die Anzahl der polynomiellen Losungen, die berechnet
werden miissen, exponentiell im polynomiellen Grad von ap und a,, (bzw.
in der Anzahl der Teiler).

Eine wesentliche Erkenntnis dieser Arbeit besteht darin, dass durch die
Benutzung der lokalen Typen in oo (und im g-Fall zusétzlich in 0) eine
Moglichkeit bieten, den Algorithmus massiv zu beschleunigen, da viele
Kandidaten fiir A und B a priori aussortiert werden konnen.

4.22 Satz. Sei L = Y [ ,a;0' ein Operator der Ordnung n > 1, seien weiter
A, B € F[x] normiert mit A | ag bzw. B | 0™t (a,) und ¢ € F. Hat

n i1 n—1
0= Z(aici [[oA) Hﬂs)) ot (4.10)
i=0 j=0 j=i

eine polynomielle Losung C € F[x], so dass
Alx) - o(C(x))
B(x) - C(x)
das Zertifikat einer hypergeometrischen Losung w(x) ist. Dann gilt:

(i) Das Newtonpolygon von L zur Bewertung vqeg hat eine Kante mit Steigung
deg(A) — deg(B).

Ist 0 = € der q-Shift, so gelten aufSerdem:

(it) Das Newtonpolygon von L zur Bewertung vigeg hat eine Kante mit Steigung
tdeg(B) — tdeg(A).

(iii) co:= izgzg((g)) ist e-kongruent zu einer Nullstelle der zugehirigen charakte-

ristischen Gleichung.

Beweis. Die Aussagen folgen aus [2.22| und [2.40} da der Faktor G(CC(%)) die

Graddifferenz von Zihler und Nenner nicht verandert. Fiir den g-Fall wird
auch die vigeg-Differenz von Zahler und Nenner nicht, und ¢o nur um eine
g-Potenz verdandert. O

Damit bekommen wir folgenden Algorithmus:
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Algorithmus 16: FirstOrderRightFactorPetkovsek(L)

Input: 0 #L =Y I ;a;0" € F(x)[o], L hat keine rationalen Lésungen
Output: Die Menge aller normierten Rechtsfaktoren erster Ordnung
1 A « {a € F[x] normiert, a teilt ap}
B « {b € F[x] normiert, b teilt o~ """ (a,)}
Po ¢« LocalTypeAtInfinity(L)
Sol « 0
foralla e A
forallb e B
Seo ¢ deg(a) — deg(b)
PS5, «—{(s,c) €EPs | s =500}
if 0 < [PS,|
forallc € {c|(s,c) € P}
Le Y lo(act oo o'(a)-TI ol (b))
for all t € PolynomialSolutions(L)
| Sol & Solu {c &2t

O 00 NI O Ul b W

_
N = O

—_
W

return Sol

—
=

Im g-Fall wird man vor Zeile 10 in Algorithmus [16{noch die entsprechen-
den Tests fiir den lokalen Typ in 0 einschieben.

4.23 Beispiel. Wir betrachten den gleichen Operator wie im Beispiel fiir den
van-Hoeij-Algorithmus:

L:= azez+a1e+ao
= (q2x4—|— (—2¢2) 3+ (—q* =3¢ x* + (2 q")x+3q% e?
+((@+a)x°+2d°—q*—2¢")x" +(1-3¢° -3¢ x°
+(q? 30> —29+2)x*+(2-39>-2q9-2¢*)x—(3q*+2q)) e
+ (qx®+a*x° +x*+ (3q)%° + (2q%)x* +2x +2q).

Auf Grund der Faktorisierung
ao = (x*+2) (gx*+1) (x + q),
e '(az) = (x+a) (—x + ¢%) (x + 4%) (—x +3)

miissten eigentlich 23-2% = 128 Fille durchprobiert werden. Nach den Tests
beziiglich des lokalen Typs in 0 und co bleiben davon nur dreizehn iibrig.
Nur fiir diese miissen die Teiler a und b wirklich ausgerechnet, und der
Operator L konstruiert werden.
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m Shift-Fall g-Shift-Fall
Laufzeit Kandidaten Laufzeit Kandidaten
Alﬁl Petk. Alﬁl total red. Alﬁl Petk. Alﬁl total red.
1| 339 173 &4 16 6 1028 720 107 16 2
2|l 367 165 90 16 7 1589 1882 425 32 6
3| 1021 584 274 64 26 54s l6s 1437| 128 10
4| 1158 1072 618 128 56 54s 44s 1317 256 6
5| 2394 2307 1136 256 98 65s  110s 1276| 512 5
6| 2658 8271 2666| 1024  210|| 3526s 1084s  8s| 2048 9
7| 6099 24s 11s| 2048  792| 3623s 2637s 13s| 4096 21
8 6s 44s 12s| 4096  792| 11950s 7933s 22s| 8192 22
9| 14s 203s 51s| 16384 3003 * 53982s 24s| 32768 15
10|| 15s 537s 221s| 32768 11440 * *  76s| 65536 32
Laufzeiten in MuPAD fiir die Faktorisierung des Operators L.,. A[l5 be-

zeichnet FirstOrderRight FactorHoeij, ,Petk.” bezeichnet den original Petkovsek-
Algorithmus und A[16] bezeichnet FirstOrderRightFactorPetkovsek. * bedeutet,
dass die Berechnung nach mehr als 24 Stunden abgebrochen wurde.

In der ,total”-Spalte ist die Anzahl der Kandidaten fiir den Petkovsek-
Algorithmus angegeben, ,red.” ist die Anzahl der Kandidaten, die die Test
beziiglich des lokalen Typs in 0 bzw. oo iiberstehen.

4.6 Timings

Tabelle 4.1: Vergleich Timings fiir Rechtsfaktoren erster Ordnung.

Um die Laufzeiten zu vergleichen, haben wir eine Folge von Operatoren
konstruiert, wobei im Shift-Fall

15)

Lm::<<H(x—i)

i=1

L]

i=1

und im g-Shift Fall

L15)

Ln:<<fﬂx—qW

i=1

<<L"ﬁJ

i=1

)T+x2+m>.
(11 (=)

>e+x2+m>.
(=)

L3)

i=1

L3)

i=1

€+ H(x—|—3qi+1)

T+ H(x+i+1)>,

).

Im Sinne der hier vorgestellten Algorithmen sind dies besonders unerfreu-
liche Operatoren, da der Leit- und der Fufikoeffizient in viele Linearfakto-
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ren zerfallen.

Die Laufzeiten — und der Gewinn der Anderungen am Petkovsek-
Algorithmus sind in Tabelle 4.1|zusammengefasst.

Im Shift-Fall ist die Maple-Implementierung hypergeomsols aus dem
LREtools-Paket von Mark van Hoeij extrem schnell, fiir alle Beispiele hier
liegt die Laufzeit unter einer Sekunde.

Im g-Shift-Fall wurde auf die Ergenisse von Maple verzichtet, da
QHypergeometricSolution aus dem Paket QDifferenceEquations die Losungen
ab m = 2 nicht mehr findet, bzw. — bei Benutzung der Option full — eine
Fehlermeldung ausgibt.

4.7 Implementierung

4.71 Dom:ShiftOperators
MuPAD-Session 8: Rechtsfaktoren erster Ordnung — Shift-Fall

Wir nehmen zwei Operatoren erster Ordnung her, die wir ausmultiplizie-
ren und wieder faktorisieren:

>> L1 := R((x"2+1)*S-(x+1)*(x+2)):

> L2 := R((x"4-1)*S+(x+3)*(x-1)):

>> L := L1*L2;

(x6—|—4x5+7x4—|—8x3—|—6x2—|—4x> S%+
(—x6—3x5—x4—|—4x3+2x2—|—7x—|—2) S+

—x*—5x3—5x*+5x+6

S+X—+3
X3+ x24+x+1

Das kleinste gemeinsame Linksvielfache sollte beide Operatoren als
Rechtsfaktoren haben:
>> L3 := Rulclm(L1, L2)
g2 (XTI +49xTH113x7 4+ 141x% 4 85x 412 ¢
X6+ 8x5 + 28x* + 57 %3 + 72x% 4+ 54 x + 20

B x>+ 11x% +48x3 + 105 + 115x + 48
x7 +6x8+17x5 +31x* +38%x3 +35%x%2 4+ 22x + 10
>> RufactorHoeij(L3)

{Sx2+3x+2 x+3 }

>> RufactorHoeij(L)

X2+1 77 34 x4 x+1
Ein Beispiel mit hoherer Gesamtordnung:
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>> L4 = R((x+1)*S"5-(x+2)*S+(x-1)):
> L5:=L4 * L1

(x3 F11x% 4 36x + 26) $6 1 (—x3 —14x2 — 55x—42> S5+
(—x3—4x2—6x—4) S%+ <2x3+6x2+ 17x + 11) S+
(—x3—2x*+x+2)
5 x%4+3x+2
x2+1
Natiirlich funktioniert der Petkovsek-Algorithmus hier auch:

>> R:petkovsek(L5)
5_ x?+3%x+2
x2+1

4.7.2 Dom:qShiftOperators

MuPAD-Session 9: Rechtsfaktoren erster Ordnung — g-Shift-Fall

>> R::factorHoeij(L5)

Wir nehmen zwei Operatoren erster Ordnung her, die wir ausmultiplizie-
ren und wieder faktorisieren:

> L1 := qR((x"2+q)*Eq-(x+q)*(x+2)):

>> L2 := qR((x"4-q"2)*Eq+(x+3*q)*(x-1)):

> L= L1*L2;

<q4x6+q5x4+ (_qz> Xz_qs) qu+
((—q—Z) x5—...+(4q3—|—q2> x+<2q3—3q2)> Eq+

(—4q—1) > —1x*+ (2—4q—3q2> X%+ (3q—3q2) x+6q?
>> gR:u:factorHoeij(L)
(1-3q)x—1x*+3q
E
{ 9+ q? —1x4

Das kleinste gemeinsame Linksvielfache sollte beide Operatoren als
Rechtsfaktoren haben:
>> L3 := qR((x-q)*Eq+x-2):
> L4 := qR((x+1)*Eg-x+3):
>> L5 := qR:lclm(L3, L4)

a3 _342_ 3 2
Eq2+<(( (—a*=3q2—2q) ¥} +...+ (942 —4)) )Eq+

—-2¢%) x*+(q3+69>—2q) x3+...+ (39> —2q))
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(29%) x*+...+ (10399 —649?%) x + (189 — 12)
(=2g2) x*+...+(39d>—-69g2—2q) x+(3q%2—2q)
>> gqR::factorHoeij(L5)

2—-1x 3—-1Tx
Eq+ ——— Eq+ ——+
{ q+q—1x’ a+t x+1 }
Natiirlich funktioniert der Petkovsek-Algorithmus hier auch:
>> gqR::qPetkovsek(L5)

2—1x 3—-1x
E —F,E
{ q+q—1x’ a+t X+ 1 }
Ein Beispiel mit hoherer Gesamtordnung:
>> L6 := qR((x+1)*Eq"5+Eq"2-(x+1)*(q-x"2)):
> L7 := L6*L2

(4% + a®x*+ (—a%) x - a2) Eq*+
(4% + (a°+3a°—a®) x*+ (3a°~a®~3q) x—30) Eq*+
(a°x*—a?) B¢* + (a*x* + (30° — a?) x—3a) Eq*+
(7 x5+ (=) + (—a) ' + (—a2) ¥+ (—a?) x*+ a®x + ¢°) Eq+
X+ (30) x*+ (~a—1) % + (-34% = 3a) x*+ ax+30

>> qR::qPetkovsek(L7)

(1—3q)x—1x%+3q
{Equ qz —1x*4

Ein wirklich unhandliches Beispiel mit hoherer Ordnung. (qR::polyfy
multipliziert mit dem gemeinsamen Nenner der Koeffizienten.)
>> L8 := L6*qR::polyfy(L5)[1]

((—Zqzz) x5+...+<3q8—...—2q> x + <3q2—2q>> Eq’+

((—q‘8—3q]7—2q16) x4+...+<9q2—4>) Eq®+...

((—q3—3q2—2q> x6+...+(6q3+21 q2—|—2q) X+ (12q—18q2))

>> gqR::qPetkovsek(L8)
2—1x 3—1x

{Eq+ q—1x’quL x+1 }

Diese Berechnung dauert gut 20 Minuten.




Kapitel 5

Faktorisierung

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, wie effizient Rechtsfaktoren erster
Ordnung berechnet werden konnen. In diesem Kapitel soll es nun um fol-
gendes gehen:

o Linksfaktoren berechnen,

o Faktoren hoherer Ordnung berechnen.

Die Ideen fiir dieses Kapitel finden sich — wenngleich nicht in dieser Allge-
meinheit — z. B. in [46] und [70]].

5.1 Der adjungierte Operator

Hier ist es notwendig, die Félle 0 : x — x + 1 und o : x — qx getrennt
zu betrachten, da sich die folgende Abbildung * nicht generisch definieren
lasst.

5.1 Definition. Fiir einen Operator L € F(x)[o] definieren wir den adjun-
gierten Operator L* durch

e F(x)[o] — F(x)[o]
Z ai(x) ot — Z ot ai(—x) = Z ai(—x —1i) o'  im Shift-Fall,
i=0 i=0 i=0
Y alx)otr— Y otailx =) ai(qx o'  imq-Fall
i=0 i=0 i=0

5.2 Satz. Die Abbildung * : F(x)lo] — F(x)[o] ist ein involutiver Anti-
Automorphismus der Algebra, d.h. fiir alle L, R € F(x)[o] gilt

1. (L) =1,
2. (L-R)* =R*- L%

L

Adjungierter
Operator L*

J




80 5. FAKTORISIERUNG

Beweis. Es ist hinreichend, die Eigenschaften fiir die Erzeugenden x* von

F(x) zu zeigen. Zunichst betrachten wir den Shift-Fall. Um zu sehen, dass
* involutiv ist,seij € Z, k € N
(™))" = (0M(—x))* = ((—x — k) o™)*
=ox—k) = (x+k—k)o*=xck
Fiir die Anti-Automorphismus-Eigenschaft von * betrachte i,k € Z und
j,L € N, dann

(xto? - xXa)* = (xH(x +§)¥Y* = (—x —j — 1)} (—x — )k +
= (—x—D*o" - (—x—j)td) = o!(—x)*- o (—x)*
= (x*oY)* - (xio))*.

Betrachte nun den g-Fall —seien j € Z,k € N, dann ist

(X)) = (g 7% T o¥)* = g T %) = g T*q*d o = xIg*
und miti,k € Zundj, 1 € Nist
(xtol)* - (xKol)* = g (kUK (k) Gi+t
— g bR —(i4K) gL
= qilq(HRIGHD (k) Gi+t

_ (qilxi+ko.j+1)* _ (Xko_l _ Xio_j)*

5.3 Bemerkung. Satz erlaubt uns, links und rechts zu vertauschen.
Konnen wir also von einem Operator L Rechtsfaktoren irgendeiner Ord-
nung berechnen, so kénnnen wir durch den Ubergang zu L* auch Links-
faktoren dieser Ordnung berechnen.

Insbesondere sind die Algorithmen [15| FirstOrderRightFactorHoeij bzw.
FirstOrderRightFactorPetkovsek fiir Rechtsfaktoren erster Ordnung gemein-
sam mit der Adjunktion hinreichend, um Operatoren der Ordnung 3
vollstandig zu zerlegen.

5.2 Faktoren der Ordnung zwei

Hier stellen wir einen Algorithmus vor, um Rechtsfaktoren der Ordnung
zwei eines Operators vierter Ordnung zu berechnen. Dieser Algorithmus
lasst sich auf Rechtsfaktoren beliebiger Ordnung von Operatoren beliebi-
ger Ordnung verallgemeinern, was wir in Abschnitt tun. Da die Ideen in
Ordnung zwei/vier aber besser deutlich werden, behandeln wir zunéchst
diesen Spezialfall.
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Sei
L=0*+a30°+ay0?+ a; 0+ ao € F(x)[o]

normiert von Ordnung 4 und R = 0%+ p10 + po ein Rechtsfaktor von L der
Ordnung 2. Weiter nehmen wir an, dass L keine Rechts- oder Linksfaktoren

erster Ordnung hat.
Sei M = F(x][ol/(L), dann ist dimg,) M = 4 und M ist ein F(x)[o]-
Linksmodul mit den Erzeugenden 0 ..., 03

Die Aktion von o auf M ist gegeben durch

0 — o, o — o2 0?2 03,

0'3 — —(3.30'3 — azcrz — Qa0 — CloO'O,

x — o(x).

Sei weiter N der F(x)-Vektorraum, der von (R mod L) und (oR mod L)
erzeugt wird, also

N ={aR+ B oRmod L|x, B € F(x)}.
Dann gilt:

5.4 Lemma. N ist ein Untervektorraum von M und sogar ein F(x)[o]-
Linksuntermodul von M.

Beweis. Dass N ein F(x)-Vektorraum der Dimension zwei ist, ist offensicht-
lich.
Um zu zeigen, dass N auch ein F(x)[o]-Links-Untermodul von M ist,
miissen wir iiberpriifen, dass fiir alle F € N und G € F(x)[o], gilt G- F € N.
Dazu ist es hinreichend, dies fiir o - R € N und ¢? - R € N nachzurechnen.
Fiir ersteres ist dies ebenfalls offensichtlich.
Fir zweiteres sei L’ der normierte Operator der Ordnung 2, der durch
L = L'R bestimmt ist. 0 - R hat Ordnung 4. Reduktion modulo L liefert
einen Operator der Ordnung 3. Da sowohl L als auch ¢?R normiert sind,
bekommen wir

Ordnung 1

—N—
0’RmodL=0*R—L=0’R—L'R=(0?’—L")R
= (xo+ B)R=axoR+ R

fir o, B € F(x), was die Aussage beweist. O

Das dufere Produkt A\*M hat die Dimension (5) = 6 und die Basis
by := O'O/\O'], by := 0° A o?, by = GO/\O'3,

b3:= o' Ao?, by:=0' Ao’ bs := 0% A o°.
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Die Aktion von ¢ auf A\* M ist gegeben durch

bo — b3, b1 by, b3 — bs,

by — o' A (—a30° — a20% — ag) = agho — azbz — azby,

3

by — oZ A (—a30° —ajo—ag) = apby + a;bz — asbs,

2 a10 — ap) = agby + a1bs + azbs, und

bs — 0> A (—ay0
x — o(x).

oder durch die Matrix

00 a O O 0

00 0 0 a O

o |00 0 0 0 ag
) 1 0 —ap 0 aj 0
01 —das 0 0 aq

00 0 1 —asz ap

5.5 Lemma. Sei tv := R A oR, dann ist w ein Eigenvektor von o bzw. 2.

Beweis. Es gilt
o(tv) = o(RA oR) = (6RA xoR + BR)
= (0RA aoR) + (6RABR) = (6RABR)
=—B(RAOR)=—Bw,

und damit ist to ein Eigenvektor. O
Driicke nun to durch die Basis by, ..., bs aus:
o =RAOR = (0% + p10 + po) A (6% + p10? + poo) (5.1)
= (6* A 0?) + (0* A p10?) + (0% A poo) (5.2)
+ (P10 A ) + (p10 A p10?) + (p10 A poo) (53)
+ (p00® A 0) + (poc® A p102) + (poo® A poo) (5.4)
= bs + p1ba + (pT — Po)b3 + Pob2 + Pop1b1 + PFbo (5.5)
5.6 Satz. Sei
5
b=) Pibie A°M mit B; € F(x) (5.6)
i=0

ein Eigenvektor von o bzw. A und Bs =1, B3 = [3%— B2, B1=1P2P4, Bo= [3%,
dann ist

0%+ Bao + B2
ein Rechtsfaktor von L.
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Beweis. Angenommen, wir hitten einen Eigenvektor v wie oben berechnet.
Wenn dieser durch v = R /A oR zu einem Rechtsfaktor R korrespondiert,
finden wir durch Gleichsetzen (5.5) and (5.6)

Bs=1, Ba=p1, B3=(pi—po), Bz2=0r0, B1=pop1, Bo=ps

Damit erhalten wir als notwendige und hinreichende Bedingung

Bs =1
_ap2
b3 _ by~ B2 = BoBs5+ P2B3—P1B4 =0. (5.7)
B1 =P2B4
Bo =PB3

Skalieren wir also v so, dass s = 1, so konnen wir die Koeffizienten pg =
B2 und p; = P4 ablesen, wenn die Bedingungen (5.7) gelten. Die rechte
Seite der Implikation in (5.7) ist eine notwendige Bedingung. O

Damit bleibt die Frage zu beantworten, wie man den Eigenvektor von 2 in
A% M berechnet.

5.7 Definition. Wir nennen einen Vektor ¢ € A*M zyklisch, wenn

{¢,0¢,0%,...,0%) = A M.

Wir zitieren hier ohne Beweis (vgl. etwa [14]):

5.8 Satz. In \*M existieren zyklische Vektoren.

Algorithmus 17: CyclicVector( /\2 M)
Input: A\* M
Output: ein zyklischer Vektor ¢

1 wihle zufillig c € A°M
2 Wenn ¢ nicht zyklisch ist, gehe zu 1
3 returnc

5.9 Bemerkung. Tatsdchlich wird man natiirlich zundchst keine wirklich
zufélligen Vektoren wihlen, sondern versuchen, moglichst einfache Vek-
toren zu bekommen. Entsprechend ist es sinnvoll, mit Basisvektoren zu
beginnen, etwa bo, b1, b2, ... und dann zu ,kleinen” Linearkombinationen
iiberzugehen.

Praktisch hat dieses Vorgehen nach wenigen Schritten (zumeist schon im
ersten Versuch) Erfolg.

5.10 Satz und Definition. Sei ¢ € \?M ein zyklischer Vektor. Es existiert
ein eindeutig bestimmter normierter Operator O € F(x)[o] der Ordnung 6,
so dass O(¢) =0in /\2 M.

Diesen Operator nennen wir den Minimaloperator minop A2 ml¢) von c.

[ zyklischer Vektor ]

minop/\z mle)

[Minimaloperato

|
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Beweis. Sei ¢ ein zyklischer Vektor, v; = o(¢),0 < i < 5eine Basis von /\2 M
und vg = 0°(c). Dann existieren nach linearer Algebra eindeutig bestimmte

X, ..., 06 € F(x) mit ag = 1,s0dass 0 = Zf:o o bi. Damit ist
6
minop/\z mlc) = Z oot
i=0

Algorithmus 18: MinimalOperator(c)

Input: c € A*M
Output: minop » 2 4 (c)

1 Setzev; « o'(c) fiiri=0,...,6

2 Wenn {vy, ..., b5} linear abhédngig sind, return fail

3  Berechne «y,..., a5 €F(x), so dass vg + Zf:o oy =0
4 return06+oc505+...+oco

5.11 Bemerkung. Um die Koeffizienten moglichst klein zu halten, ist es sinn-
voll, nicht nur o, sondern auch o~ ! zu benuzten, und in jedem Schritt in die
Richtung des geringeren Koeffizientenwachstums zu ,shiften”.

Praktisch wird man die Algorithmen A[17/und Afl8in einem zusammenfas-
sen, denn die Entscheidung ob ¢ zyklisch ist ist im Grunde die Berechnung
des Minimaloperators.

5.12 Satz. Jeder Rechtsfaktor der Ordnung 2 von L korrespondiert zu einem
Rechtsfaktor erster Ordnung von minop »2 y,(¢)*.

Beweis. Seien also ¢ ein zyklischer Vektor und v; = o'(c),0 < i < 5 eine
Basis von /\2 M und N := minop (¢)*, mit order N = 6.

Ist nun 0 — r mit r € F(x) ein Linksfaktor erster Ordnung von N und P €
F(x)[o] definiert durch N = (0 — r) - P, so schreibe P = Z{r’zo m; ot und
berechne v := P(¢) = Zf:o T D,

Wir wissen, dass N(¢) = 0in /\2 M,und N = (o0 —7) - P wobei weder (0 —r1)
noch P identisch null sind. Damit ist auch v ungleich null und (o—7)(v) =0,
und damit gilt o(v) =1-vin /\2 M, und v ist ein Eigenvektor von o bzw. .
Driicke nun v in der Basis b; aus, also

5
b= Z Biby mitfp; € Flx].
i=0

Ist nun BoPs + P2B3 — B1P4 = 0 und gelten die Relationen aus (5.7), dann

ist nach Satz[5.6l
B4 B2
Ki=c?+ o+ =
Bs Bs

ein Rechtsfaktor zweiter Ordnung von L. O
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Algorithmus 19: FactorOrder4(L)

Input: L € F(x)[o] von Ordnung 4
Output: Ein Rechtsfaktor zweiter Ordnung R von L, wenn er existiert
1 ¢« CyclicVec‘cor(/\2 M)

2 N « MinimalOperator(c)

3 Sol« 0

4 Fiir jeden Linksfaktor erster Ordnung L; von N

5 schreibe N =[P

6 v« P(c)

7 schreibe v = Y 7_ Bib;

8 Wenn (005 + 233 — f1B4 = 0 und die Bedingungen gelten
9 | Sol%SolU{02+%G+%}
10 return Sol

5.2.1 Beispiel

Sei hier F = Q und 7 : x — x + 1 der gewdhnliche Shift.
Sei
Li=t+ (—x?=5x = 5) T + (x> + 3x? + 4x + 5) 1°
+ (—x> + x> —5x —5) T+ (5x — 5).
L hat keine polynomiellen, rationalen oder hypergeometrischen Losungen.
Auf /\2 F(x)[t]/(L) wirkt T folgendermafien:
PAT 5T AT, AT A, TTAT s TP AT,
AT (X2 +5x+5) ' AP+ (5x — 5)° At!
— (x*+ 32+ 4x + 5)t' AT
AT = (X2 +5x + 5)t2 AT + (5x — 5)t° A2
— (x> =x?4+5x +5)t' AT
AT = 5x =5 AT — (x> —x2+5x+5)t AT
+ (x3+3x% +4x + 5)TP AT

Als zyklischen Vektor wihlen wir ¢ =t A 12 und bekommen
=10 AT tde=1"AT3
e=(5x—5) (T°AT?) + (x> +x*—5x—5) (' AT
+ (x*+5x+5) (TPA T,
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e = (5x3+30x? +20x — 55) (T A1)
+ (x> —6x*—9x>—29x?> —85x —55) (t' A3
+ (x®+10x* +35%3 + 64x% + 73x + 45) (T2 A T3)

°  hat Koeffizienten-Grad 14 und Polynom-Koeffizienten mit

10 Dezimalen

Berechnen wir nun den minimalen Operator zu ¢. Die Forderung Z?:o Yi
T'¢c = 0 liefert nach Sortieren nach (1" A7), i < j ein lineares Gleichungs-
system fiir die yi:

125 xV7 +4375x'6 + ... + 16278582375 x% + 5204361250 x

Yo = T T3+ . + 9589240 %2 + 4999845 x + 1096775
~ —25x17—975x18 — ... 4+ 41290651500 x* + 7889864000 x
Y1 = T T T3 + 9589240 %2 + 4999845 x + 1096775
~ —x17-35x1°— ... 4584677420 x + 114511100
Y5 T T T 13— . + 9589240 X2 + 4999845 x + 1096775’
Y6 =1
damit ist

6
minop(c) = Zy{ti.
i=0

Der minimale Operator hat einen Linksfaktor erster Ordnung;:

o x%7 —56x%0 + ... + 2365600985000 x — 474637746000
—x26 +53%x25 + ... — 1532715812225 x + 168064317125
Nach Abdividieren dieses Faktors ist
P (x‘5 +31xM 4+ ... — 664480 x —493675> 4

x124+20x1M 4+ ... —9760x — 11400

X7 +35x10 4 ... — 4434480 x — 4018500\ ;
+< X121 20x1T § ...~ 9760x — 11400 )
5x17 4 ...+ 5224025 x — 4746875 N
+ <_x12+20x” +...+20560x2—9760x—11400> '
25x16 4 87512 + ... + 84587000 x + 11191000 x
+< X124 20x1T + ... — 9760 x — 11400 )
125%™ +3875x13 + ... — 68211375x% — 19154375 x
+ <_ X12420x11 4 ... — 9760 x — 11400 )
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Stellen wir nun P(c) beziiglich der Basis T A T dar, so erhalten wir nach
Normierung;:

25
—5x?2—10x—5
x*+2x3 x> -5

1

und lesen die Koeffizienten des Rechtsfaktors 2. Ordnung ab:

R = T2T+.

5.3 Faktoren hoherer Ordnung

Die Ideen aus dem vorigen Abschnitt lassen sich zu einem vollstindigen
Faktorisierungsalgorithmus verallgemeinern. Sei

L=0"+an10" ' +...+a;0+ay € Fx)[0]
Ein Operator der Ordnung n > 4, der einen normierten Rechtsfaktor R =
> I opiotder Ordnung v < | 5] hat, und sei L’ gegeben durch L = L’R mit
l:=orderl’ =n—r> 5]
Setze wieder M := F(x)[o]/(L), dann ist dimg,y) M = n und M ist ein
F(x)[o]-Linksmodul.
Sei weiterhin N der F(x)-Vektorraum, der durch (R mod L),
(0Rmod L),..., (6" "Rmod L) erzeugt wird, also

N={ooR+aj0R+...+ 10" "Rmod L|ay,...,x_7 € F(x)}.

513 Lemma. N ist ein Unterraum wvon M und sogar ein F(x)[o]-
Linksuntermodul von M.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 5.4 betrachten wir nur o - c-'R:
order 1—1

——
o'/RmodL=0'R—L=0'R—L'R=(c'—-L')R
= (10" "+ ...+ 010+ xo)R

mit passenden o, ..., 1 € F(x), was die Aussage beweist. O

Da o' — L’ Ordnung 1 — 1 > 1 hat, korrespondiert der Faktor nicht zu ei-
nem Eigenvektor wie im Ordnung 2-Fall. Betrachten wir die Situation im
dueren Produkt A\'M mit der Dimension (}):
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Seitv:=RAORA...Ac"Re /\IM, dann ist
o =RAGRA...Ac" 'R
=0RAGRA...A (10" "+ ...+ 010+ )R
= (="' - (RAGRA...Ac"R).
Demnach korrespondiert ein Rechtsfaktor der Ordnung r zu einem Ei-
genvektor in A'M, der dann mit der Methode des zyklischen Vektors als

Rechtsfaktor erster Ordnung eines Operators (Tll)—ter Ordnung berechnet
werden kann.

5.3.1 Bemerkungen zur Implementierung

Die Aktion von o auf /\1 M muss im allgemeinen Fall berechnet werden,
dazu miissen einige einfache Rechnungen in A'M durchgefiihrt werden.
Auflerdem muss Gleichung bzw. die Rekonstruktion des Rechtsfak-
tors aus dem Eigenvektor berechnet werden.

Im g-Fall sind die in Algorithmus|19|FactorOrder4 auftretenden Ausdriicke
so grof3, dass MuPAD in verniinftiger Zeit keine Faktorisierungen findet.
In [46] und [70] werden auch Algorithmen vorgestellt, die das Faktorisie-
rungsproblem auf die Losung eines Systems von Gleichungen reduzieren.
Perspektivisch sollten diese Algorithmen noch implementiert werden.

5.4 Implementierung

5.4.1 Dom:ShiftOperators

MuPAD-Session 10: Faktorisierung — Shift-Fall

Zundchst experimentieren wir mit dem adjungierten Operator:
> L1:=R(S"2 + (3*x + 1)*S + (-x"2)):

> L2:=R(S+ (x"2+x-1)):

> L := L1*L2

S+ (x2+8x+6> s2+ (3x3+9x2+6x+1> S+ xt—x3 2
> LL := R::adjoint(L)
S3+ (x2—4x—6> S%+ (—3x3+3x+ 1) S+ —xt x5 4 x?
>> Rurightdivide(LL, R::adjoint(L1))
[S—l—xz—x— 1,0}
>> LL2 := Ri:adjoint(L2*L1)

S5+ <x2—1> Sz—l—(—3x3—6x2—|—x+2) S+ —x*+x3 %2
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>> R:factorHoeij(LL2)
{S +x?—x—1 }
>> R::adjoint(L2)
S+x?—x—1

Der Operator aus dem Beispiel-Abschnitt|5.2.1;
>>L3:=R(5"4 + (-x"2-5%x- 5)*S"3 + (x"3 + 3*x"2 + 4*x + 5)*S"2 +
(-x"3 4+ x72- 5*x - B)*S + (5*x - §))

s+ (—x2—5x—5) S3—|—(x3+3x2—|—4x—|—5) St

(—x3+xz—5x—5) S+5x—5
> R:rightFactorOrder(L3,2)
{Sz + (—xz) S +5}
> R:rightdivide(L3, op(%))
[sz+ (x—1)S+x— 1,0]

Nun bauen wir das Produkt zweier Operatoren dritter und zweiter Ord-
nung zusammen und faktorisieren das Produkt wieder

>> L4 := R(S"3+(x-1)*S-x+2):

>> L5 := R(S"2-(x+1)*S+12):

>> L6 :=L4 * L5

S5+ (—x—4) S+ (x+11) 834 (P —2x+4) %+

(x+11x—14) 5+ 24— 12x
>> RurightFactorOrder(L6, 2)
{32+ (—x—1) S+ 12}

Fiir diese Faktorisierung sind Geduld, Zeit, ein schneller Rechner und
reichlich Speicher gefragt:

>> L7:=R(S"3 + (- x - 1)*S + 12):

> L8 :=L4 *L7

S6_55% 4 (14 —x) S3+(—x2—x+2) SZ—I—(XZ—I—HX—M) S+24—12x
>> RurightFactorOrder(L8, 3)
{s3+(—x—1) s+12}

Tatsdchlich musste ein Linksfaktor erster Ordnung von einem Operator
(g) = 20ster Ordnung berechnet werden. Das hat ca. 22 Stunden gedauert
und rund 13GB Speicher benétigt.
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5.4.2 Dom:qShiftOperators

MuPAD-Session 11: Faktorisierung — g-Shift-Fall

Zunéchst experimentieren wir mit dem adjungierten Operator:
>> L1 := qR(Eq"2+(q"2+x"2)*Eq+(x+1-q)):

> L2 := qR((x+q)*Eqg-(x"2-q*x-3)):

> L := L1*L2

<q2x+ q) Eq3—|— (qx3—|— (q —q4) X% + (2q3) x + (q3+3)) Eq2+
((=0) s (1) @ (a01) (o))

2a-1)x =1+ (~a+a+3) x+(3-3q)
>> qR::leftdivide(qR::adjoint(L), qR::adjoint(L2))
4.2
q*x*+1) (T—q)x+1

Eq? (7 E — 0

[ q + ( (qZXZ) > q+ X )
Im q-Fall funktioniert die Berechnung von Rechtsfaktoren zweiter Ord-
nung auch:
>> 12 := qR(Eq"2-g+1):
>> L1 := qR(Eq"2+q*x*Eq-q):
> L= L2*L1

Eq4—|— <q3x> Eq3—|— (1—2q) qu—l— ((q — qz) x) Eq+ 9’ —q

>> gR:rightFactorOrder(L, 2)

{Eq2+ (gx) Eq— q}

>> LL := L1*L2
Eq'+(a%) B¢’ + (1-2a) B¢+ ((a— a?) x) Eq+a®—q
>> gR:rightFactorOrder(LL, 2)

{qu—H —q}




Kapitel 6

Lineare Algebra mit
Polynom-Matrizen

Eine der hiufigsten Aufaben, die die im Rahmen der in dieser Arbeit vor-
gestellten Algorithmen benotigen, ist das Losen linearer Gleichungssysteme
iiber F(x), wobei F ein Korper der Charakteristik O ist.

Wiihrend die grundsitzliche Losbarkeit solcher Systeme ein wohlbekann-
tes Thema fiir jeden Erstsemester-Mathematikstudenten ist, ist der Gaufs-
Algorithmus in diesem Fall zwar effektiv, aber iiberhaupt nicht effizient.

In diesem Kapitel werden nun Algorithmen vorgestellt, die das Problem
deutlich effizienter losen.

Konkret war die Motivation fiir dieses Kapitel, dass es mit MuPAD prak-
tisch unmoglich war, den minimalen Operator mit Algorithmus [18| Mini-
malOperator (vgl. Seite tatsiichlich zu berechnen. Anders als in [73|
sind die Ideen hier nicht problemspezifisch, konnen also bei jeder Art von
polynomiellen linearen Gleichungssystemen benutzt werden.

Ein weiterer Vorteil der hier vorgestellten Interpolationsstrategie ist, dass
sie sich kanonisch auf mehrere CPU parallelisieren lisst. Dies wurde aller-
dings noch nicht implementiert.

Die (naheliegende) Idee, statt auf Evaluation und Interpolation zu setzen,
modulo geeigneter Primzahlen zu reduzieren, war in MuPAD leider lang-
sam, auch wenn die Idee theoretisch vielversprechend ist. Deswegen gehen
wir auf diesen Ansatz nicht weiter ein.

Seien im Folgenden stets T <n € N und

mi1 - Min
M = o : € F[x]™ ™ mit my; € F[x].
Mn1 - Mnn
Der Vergleich der Algorithmen erfolgte auf einem MacPro mit 3GHz CPUs
und 16GB Speicher, die genutzten Systeme sind MuPAD 4.0.6 bzw. die ak-
tuelle Entwicklerversion sowie Maple 11 und Mathematica 6.
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6.1 Determinante

6.1 Lemma. Mit den Definitionen von oben gilt

deg(detM) < min{z max{deg(my),...,deg(min)},

i=1

Z max{deg(myi),... ,deg(mn)i)}}.

i=1

Beweis. Nach Definition gilt

n
detM = Z (—1)s8n(o) Hmi)g(i) € Flx],
i=1

0ESH

damit ist

n n
deg(detM) < ggx{z miygm} < Z max{deg(myi1),...,deg(min)},
"= i=1
da die Determinante sich durch Transponieren nicht dndert, gilt aufSerdem
deg(detM) < > ' ; max{deg(myi),...,deg(mn4i)} O

Im Allgemeinen ist die Schranke scharf, auch wenn sich natiirlich andere
Beispiele konstruieren lassen.

Algorithmus 20: DetDegreeBound(M)

Input: M := (mi,jhgingn € F[x]™*™ mit my; € Flx]|
Output: B € N mit deg(detM) < B

1 By« Y ', max{deg(mi1),...,deg(min)}

2 By« Y ! max{deg(mi;),...,deg(my i)}

3 return min{B;,B,}

),
)’

Bezeichne die Schranke aus Lemma mit B, dann ist also det(M) ein
Polynom vom Grad maximal B, welches wir durch Interpolation berechnen
konnen, indem wir den Einsetzungshomomorphismus fiir a € F

©a:Flx] = F, fw— f(a)
auf den Matrizenring erweitern:
@a FXI™T™ = FPM 0 (my)i<ij<n — (Mijla))i<ij<n.

Da die Abbildung det : F[x]™*™ — F[x] nur Multiplikationen und Additio-
nen benutzt, kommutiert sie mit ¢, es gilt also

det(@qa(M)) = @q(det(M)).

Im Folgenden verwenden wir zur besseren Lesbarkeit fiir den Einsetzungs-
homomorphismus ¢ (M) die suggestivere Schreibweise M(a).
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Seinun A = (ay,...,ag) € FB*" mit {ao,...,ag}| =B+ 1 und
oa:Fx] 5 FBF1 £ (flag),...,f(ag)).

und  : FBH! — F[x] die Interpolationsabbildung, dann kommutiert das
folgende Diagramm, da der Grad der Determinante < B ist:

Flx]™<™ det Flx]
o J W L 6.1)
(ann)B+1 det® FB_H

Wir konnen also det(M) berechnen, indem wir M an B + 1
Stellen auswerten, die entsprechenden numerischen Determinan-
ten ausrechnen, und dann das Interpolationspolynom durch

((ao, det(M(ao))),.. ., (as, det(M(aB))) bestimmen.

Das liefert nun folgenden Algorithmus:

Algorithmus 21: PolyDet(M)

Input: M = (mi‘jhgi)jgn S F[X]nxn mit myj € F[X]
Output: det(M) € F[x]

B « DetDegreeBound (M)

Wihle A = (ao,...,ap) € FBT miti#j = a; # q;
S«10

fori«20,...,B

| § = SU{(ai,det(M(ai)))}
Berechne d « Interpolationspolynom durch Punkte von S
return d

N O U W0

6.2 Beispiel. Sei

1 x2
M= <x2+1 x—2>’

dann ist die Schranke fiir den Grad der Determinante B = 4, wir benoti-
gen also 5 Auswertungspunkte, wihle A := (0,—1,1,2,—-2), das liefert die
Matrizen

1 0 1 1 1 1
Mo = <1 _2> ) M = <2 _1> ) M; = (2 _3> )
1 4 1 4
M3 = (5 O> , My = <5 _4> ,

mit den Determinanten
do=-2, di=-3, dy=-5 d3=-20, ds4=-24
Das Interpolationspolynom durch die Punkte (0,—-2), (1,-3), (—1,-5),
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(2,—20) und (—2,—24) ist
Xt x—2=1-(x=2)— (x> +1)-x%

Dieser Algorithmus ldsst sich nattirlich auf Matrizen mit rationalen Funk-
tionen als Eintrdgen erweitern:

Algorithmus 22: RatDet(M)

Input: M := (mi,jhgingn € F(X)™™ mit m; ; € F(X)
Output: detM € F(x)
M  (0)1<i,j<n € Flx]
fori=1,...,n
d; « lem(denom(my 1),...,denom(my ))
forj«—1,...,n
| Setze den 1i,j-Eintrag von M auf d; - m; ; € F[x]
d « PolyDet(M)
d« ﬁ
return d

@ N O UG W N

Diese algorithmische Idee ldsst sich auf andere Invarianten wie z. B. auf das
charakteristische Polynom wortlich tibertragen.

Komplexitat

6.3 Satz. Die Berechnung der Determinante einer Matrix M € F[x]™™, deren
Eintriige Grad < d haben, erfolgt mit Algorithmus 21| PolyDet in O(n* d?) Ope-
rationen in F.

Beweis. Die Berechnung der Gradschranke kann in O(n) Schritten erfolgen,
es gilt B < nd. Die Auswertung an den Stellen a; kostet mit dem Horner-
schema jeweils O(n?d) Operationen. Die Berechnung der “numerischen”
Determinanten kostet O(n?) Operationen. Die Berechnung des Interpolati-
onspolynoms erfolgt in O((nd)?) Operationen.

Das liefert insgesamt O(n + nd - (n?d + n3) + (nd)?) = O(n3d? + n*d +
(nd)?) = O(n*d?) Operationen. O

Timimgs. Zum Vergleich sind die Zeiten in ms fiir d x d-Matrizen mit
zufélligen polynomiellen Eintrdgen des angegebenen Grades gegentiber-
gestellt in Tabelle

Fiir die Berechnung der Determinante existiert in Maple die Option me-
thod=univar, mit der ein identischer Ansatz benutzt wird. Auch in Mathe-
matica kann die Berechnung der Determinante mit dem modularen Ansatz
drastisch beschleuningt werden.
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d Grad 3 Grad 10 Grad 20
sparse dense sparse dense sparse dense

MuP ARI| MuP ARI|| MuP ARI| MuP ARI|| MuP ARI] MuP ApI|
3 5 7/ 12 12 7 35| 40 44 7 66 84 107
4| 61 29| 80 25| 88 71| 244 97| 105 154 554 259
5| 132 42| 190 43| 265 144| o644 176 387 354/ 1376 500
6| 294 67| 386 70| 657 240| 1332 311|| 1067 620 3015 931
7|| 462 104| 727 109| 1384 429| 2581 519| 2213 1047| 5827 1677
8|| 846 144| 1217 165|| 2546 687| 4419 844| 4732 1944| 10385 2893
9|| 1439 233| 1959 244| 4363 1047| 7324 1329| 8897 3289 17s 4898
10|| 2280 331| 2988 350| 7287 1669| 11s 2049 15s  5261| 28s 7970
11| 2882 472| 4373 490\ 11s 2629 17s 3092 26s 8646 43s  12s
12|| 4645 633| 6181 676| 18s 3903| 25s 4541 39s  15s| 655  19s
13|| 6976 875| 8524 922| 26s 5504| 35s 6586 60s  23s| 955  29s
14| 9940 1180 11s 1241| 38s 7983| 49s 9390 95s  35s| 134s  43s
15| 10s 1526 15s 1646|| 50s 11s| 68s 13s| 124s  48s| 184s  63s
20| 41s 5370 50s 5724| 187s 50s| 247s 56s|| 538s 263s| 722s 313s
25| 102s 15s| 132s 16s|| 590s 164s| 708s 189s|| 1796s  966s| 2407s 1151s
30| 268s 37s| 295s 40s|/1493s 482s(1688s 521s|| 4544s 3035s| 5468s 3292s
35|| 527s 84s| 591s 87s|/3204s 1164s|3623s 1247s||10043s 7506s|13296s 8180s
40(/1014s 167s|1098s 175s|/6403s 2540s|7218s 2679s||21679s 16997s|25360s 18099s

d ist die Dimension der Matrix, der Grad gibt den maximalen polynomiellen Grad
der Eintrdge an. Im sparse-Fall haben die Polynome zwei, im dense-Fall d + 1
Koeffizienten. MuP bezeichnet den in MuPAD implementierten Determinanten-
Algorithmus, ART|bezeichnet den Algorithmus PolyDet.

Tabelle 6.1: Vergleich Timings fiir Determinanten-Berechnung.

6.2 Lineare n x n Gleichungssysteme

Sei nun weiterhin 1 <n € N und

fiir einen Vektor Y = (Yq,...

mi 1

M =

Mn 1
mit my j, by € F[x] . Weiter fordern wir det(M) # 0.

Wir wollen nun den Interpolationsansatz benutzen, um das Gleichungssys-
tem

M-Y=b

Min

e F[X]nxn,

Mnn

b=

,Yn)t € F(x)™ zu 16sen.

(6.2)

Die Losung des Systems kann mit Hilfe der Cramerschen Regel in
geschlossener Form angegeben werden:

det(Mi)

Y =

det(M)’

(6.3)
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wobei M; aus M dadurch entsteht, dass die i-te Spalte von M durch b er-
setzt wird.

Damit haben wir mit Lemma a priori Schranken fiir die Zahler- und
Nennergrade jeder Losung. Ist nun B eine obere Schranke fiir den Grad
aller Zahler und des Nenners, so konnen wir — ebenfalls wie oben — A =
(ag,...,ag) € FB* mit|{ao, ..., ag)| = B+ 1 wihlen, wobei wir die weitere
Bedingung det(M)(ay) # 0 fiir die Losbarkeit benotigen.

Bezeichne mit Y = (Y3,...,Yn)" die Losung von und mit Y& =
(Y%l), .. ,Yr(f)) die Losung des ,modularen” Systems M(a;) - YU = b(ay).
Dann gilt Yi(a;) = Yim fir alle a;. Anders als im Fall der Determinante
konnen wir hier aber nicht direkt Polynominterpolation anwenden, da die
Koeffizienten der Losung aus F(x) sind.

Sei nun etwa F = Q, dann konnen wir fiiralle 1 <1 < n,0 <j < B
schreiben

()
)N N; e DG
Yim = Di?j)) Y; = det(ll\/l) mit teilerfremden N?), D?) €Z, Ny e Z[X].
1
Dann ist aber nicht notwendigerweise N?) = Ni(a;) und D?) =
det(M)(a;), aber es gilt sicher D?) | det(M)(a;).
Dann ist
5 det(M)(a;
Ni(q) = N?] . w cZ
D/
—_x

i

Damit konnen wir also die ,,isolierten” Zihler N?) ausrechnen und mit Hil-
fe von Polynominterpolation zusammensetzen:

Algorithmus 23: PolyLinearSolve(M, b)

Input: M := (mi,jhgingn € Flx]™*", det(M) #0,b = (by,...,by)" mit
mij,bi € Flx]

Output: Y e F(x)" mitM - Y =D
1 B « max{DetDegreeBound(M,), ..., DetDegreeBound(M,, )}

2 D « PolyDet(M)

3 Wihle A = (qo,...,ap) € FB*' miti#j = a; # a; und D(a;) #0
4 S10,...,S, 0

5 fori«20,...,B

6 Berechne Losung y von M(ai) -y = b(ay)

7 forj«1,...,n

8 ‘ Sj HS]U{(ai,numer(Uj)'%)}

9 forj«1,...,n

10 | Berechne Y; «Interpolationspolynom durch Punkte von S;

11 return (Y;/D,...,Y./D)

Die genaue Form der erhaltenen Losung hdngt natiirlich von der Wahl des
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Interpolationsalgorithmus ab. In MuPAD ist eine Newton-Interpolation
implementiert, deren Resultat in expandierter Form zurtickgeliefert wird.

6.4 Beispiel. Betrachte

1 x? x—1
M':<x2—|-1 X—Z) und b':<x+1>'

Die Schranke fiir den Grad der Nenner der Losung ist B = 3, Die Determi-
nante von M ist D = —x* — x%2 + x — 2, wie wir in Beispiel berechnet
haben.

Wihle A = (0,1,—1,2,—2), D hat in keinem dieser Punkte eine Nullstelle.
Nun 16sen wir die fiinf Systeme

wms (O )(1) omerue
o () et
ot (L) (0)(3) onmfu
o (Y0 webuy
a0 -t

Die Determinanten an den Punkten aus A sind:
D(0)=-2, D(1)=-3, D(-1)=-5
D(2) =—-20, D(-2)=-24

Die Interpolationspolynome durch {(0,2), (1,-2),(-1,6),(2,12),(—2,16)}
bZW' {(Oa 2)) (1 ) 2), (_1 ,4)» (2) _2)) (_2) _14)} Sind

Y = —x3—3x+2, Y, = —x3+x%+2,

und damit ist der gesuchte Losungsvektor
x> +3x—2
x4 4x2 —x+2
x> —x2-2
x4 +x2 —x+2

Komplexitat

6.5 Satz. Seien M € F[x]™*™, b € F[x|™ mit polynomiellen Eintriigen vom Grad
maximal d € N. Dann berechnet Algorithmus [23| PolyLinearSolve die Ldsung
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Dimension || 4| 6] 8| 10| 15| 20| 25| 30| 40
MuPAD | 173] 8502823 8261 * * * * *
Maple | 18| 95| 378|1296| 41s| 609s |2476s * *
Mathem. | 11| 1332023 | 31s * * * * *

Grad 5

MuPAD | 203 | 573 | 1338 | 2794 12s | 43s| 134s| 312s| 1342s
Maple 78| 189 | 431 | 892 | 4288 15s| 42s| 100s| 412s
Mathem. || 17| 26 64| 142| 608 | 1880| 4701 10s 37s

MuPAD || 545 | 2820 | 9660 | 29s * * * * *
Maple 79| 5353211 | 16s | 1227s | 5528s * * *

Mathem. || 19| 230 |3722| 57s
MuPAD || 726 | 2415 | 6547 | 15s 98s | 439s | 1481s | 3914s | 20405s
Maple 468 | 1822 | 5573 | 14s 99s | 387s| 1118s | 2538s | 11266s
Mathem. || 47| 161 | 4201080 | 5229 17s 48s| 112s 445s

Grad 15
Alg.23| nativ || Alg.23| nativ

Vergleich fiir verschiedene Matrixdimensionen und Polynomgrade, die polynomi-
ellen Eintrdge haben stets 5 Terme. Bei den *-Eintrdgen sind MuPAD, Maple bzw.
Mathematica am 2 GB- (MuPAD), 4 GB- (Maple) bzw. 16 GB-Speicherlimit (Ma-
thematica) gescheitert und mit einem Out-Of-Memory Error ausgestiegen. Alg[23)|
bezeichnet PolyLinearSolve.

Tabelle 6.2: Vergleich Timings fiir nicht-homogene, quadratische LGS

Y € F[x]™ von
M- Y=bD

mit O(n* d?) Operationen in F.

Beweis. Die Berechnung der Determinante D benotigt O(n*d?) Operatio-
nen, fiir die Wahl der Evaluationspunkte in Zeile[23|miissen die Nullstellen
von D ausgeschlossen werden, das kann effizient durch Probieren erreicht
werden.

Dann miissen B + 1 < nd + 1 lineare Gleichungssysteme {iiber F gelost
werden, was insgesamt O(nd - n3) Operationen kostet.

Die Berechnung der n Interpolationspolynome kostet O(n - (nd)?) Opera-
tionen.

In der Summe erhilt man also O(n*d? + n*d + n3d?) = O(n*d?) Opera-
tionen in F. O

Timings Zum Vergleich sind die Zeiten in ms fiir d x d-Matrizen mit
zufélligen polynomiellen Eintrdgen des angegebenen Grades in Tabelle
gegeniibergestellt.

,nativ” bezeichnet in MuPAD matlinsolve, in Maple linsolve und in Mathe-
matica LinearSolve. Die Implementierungen von Algorithmus [23[in Maple
und Mathematica sind prototypisch und verzichten auf ausgefeilte Fehler-
behandlung etc.

Die Implementierungen finden sich in den Verzeichnissen ,Maple” bzw.
,Mathematica” auf der beiliegenden CD.
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6.3 Homogene lineare Gleichungssysteme

Gegeben sei eine Matrix M € F[x]™¥ mit n < k, gesucht die Basis des

Kernes. Algorithmus PolyLinearSolve konnen wir hier nicht anwenden,
da wir fiir die Nenner der Losung zwingend die Determinante benétigen.
Es bleiben also zwei Moglichkeiten:

Die Matrix durch

¢ Hinzufiigen linear unabhédngiger Zeilen oder
e Streichen linear abhédngiger Spalten

reguldr zu machen.

6.3.1 Regularisierung durch Hinzufiigen linear unabhingiger

Zeilen
Wir nehmen an, dass rank(M) = n ist. Seien my,..., m, die Zeilenvek-
toren von M. Ist nun myg_n.1,..., Mk eine Basis von Kern M, so sind
mi, ..., My, Mi_n41,. .., Mk linear unabhingig. Wir kénnen also M zu ei-

ner quadratischen Matrix mit vollem Rang ergdnzen, indem wir die Zeilen
Mk—n+1, - .., Mk zu M hinzuftigen.
Jetzt benutzen wir das folgende Lemma:

6.6 Lemma. Sei a € F so gewihlt, dass rank(M(a)) = rank(M) = n gilt. Seien
ferner My_ny1, ..., My eine Basis des Kerns von M(a). Dann hat

o B ~ At
M= (mh"')mnamkfn—l—])"',mk)

vollen Rang.

Beweis. Die Vektoren {my,..., Mn, Mk _ni1,..., Mk} sind die Urbilder der
linear unabhéngigen Vektoren {mj(a),..., mn(a), Myx_n41,..., M} unter
dem Einsetzungshomomorphismus.

Da die Urbilder linear unabhidngiger Vektoren unter Homomorphismen
stets linear unabhéngig sind, folgt die Aussage. O

Damit sind die (k — n) linearen Gleichungssysteme

M-Y=b;, b;=(0,...,0,0,...,01,0,....0),, 1<j<k-—n (64)
n-fach  j—1-fach k—n—j-fach

quadratisch, nicht-homogen und eindeutig 16sbar.

6.7 Satz. Die Losungen der (n — k) Systeme (6.4) spannen den Kern von M auf.
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Beweis. Fiirjedes1 < j < k—n erfiillt die Lésung u; € F(x)* von M-u; = b;
die Gleichung M - u; = 0 nach Konstruktion.

Andererseits steht u; orthogonal auf allen m; mit i # j, demnach miissen
die u; linear unabhangig sein.

Da der Kern nach Voraussetzung genau Dimension (k — n) hat, haben wir
eine Basis des Kerns gefunden. O

Das liefert folgenden Algorithmus:

Algorithmus 24: PolyLinearNullspaceAR(M)

Input: M = (my j)1<i<n € FXI™*, n < k, rank(M) =n
155k
Output: uq, ... ,uk:i_e F(x)™ mit (uq,...,ux_yn) = Kern(M)
Waihle a € F mit rank(M(a)) =n
Berechne my_n41,..., My Basis von Kern(M(a))
M « fiige Myx_n1,. .., My als Zeilen zu M hinzu
fori—1,....k—n
bi ¢ (85 n+i)i<jcx B
u; « PolyLinearSolve(M, b;)
return (wq,...,Un_x)

N O Uk W N

6.8 Bemerkung. Fiir eine wirkliche Implementierung ergeben sich einige of-
fensichtliche Verbesserungen fiir eine spezielle Version von PolyLinearSolve:

(i) Die Evaluationspunkte miissen nur einmal gewéahlt werden.
(ii) Die Determinante von M muss nur einmal berechnet werden.

(iii) Beim ersten Aufruf von PolyLinearSolve(M, b;) kann an jedem Evalua-
tionspunkt eine LR-Zerlegung berechnet werden, so dass die weiteren
Losungen schneller berechnet werden kénnen.

(iv) Auf die Division durch die Determinante im letzten Schritt von Poly-
LinearSolve kann verzichtet werden. Damit bekommt man eine Basis
des Nullraumes mit polynomiellen Eintrdgen.

6.3.2 Regularisierung durch Streichen linear abhidngiger Spalten

Nachdem die Ergebnisse mit Algorithmus [24] PolyLinearNullspaceAR zwar
erfreulich sind, aber doch hinter den Erwartungen zurtickblieben, haben
wir nach einem Weg gesucht, die Systeme kleiner zu halten.

Sei also M € F[x]™¥ mit n < k und Rang n und seien weiter ohne Ein-
schrankung die ersten n Spalten von M linear unabhéngig. Bezeichne mit
M € F[x]™™ die reguldre Matrix aus diesen Spalten und mit by, ..., bx n
die Vektoren aus den weiteren Spalten der Matrix M. Die k — n linearen,
quadratischen Gleichungssyteme

My=b;, ..., My=brn (6.5)
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sind demnach eindeutig l6sbar.
Sind y; = (yj1,...,Yjn) flirj = 1,...,k — n die Losungen von (6.5), dann
sind
u) = (y)"])'-- »y)',n)O)'--»Oa \_L vow-- )O)t
j-te Pos.

im Kern von M. Da die u; (wegen der —1 an den Positionen n + j) linear
unabhéngig sind, spannen sie den Kern von M aulf.

Einen Teil der Verbesserungen aus Bemerkung [6.8| fithren wir hier explizit
durch.

Algorithmus 25: PolyLinearNullspaceDC(M)

Input: M = (my j)1<i<n € FXI™*¥, n < k, rank(M) =n

1<5<k
Output: uy,. .. ,uk__i_e F(x)™ mit (uq,...,ux_n) = Kern(M)

1 BeT1+Y ", max{deg(mi;)|j=1,...,k}

2 I+ {i1,...,1in} charakteristische Spaltenindizes

3 TZ{{h...,{k_n}(—{],...,k}\I

4 M (mj,ik )1§i,k§nr 6{ — Spaltenvektoren{ S I

5 J«0

6 forle1,...,B

7 repeat

8 ap — (=1 L%J

9 Je—T+1

10 d, det(M(al))

11 until dy # 0

12 Ly, Ry, Py « LR-Zerlegung von M(ay)

13 forj«—1,...,k—n

14 | Yj,1 « Losung von M(a1)y = —6{1 , benutze dabei L, Ry, Py
15 d « Interpolationspolynom durch {(a;,d;),..., (ag, ds)}
16 forj«1,....,k—n

17 § « komponentenweises Interpolationspolynom durch
18 {(a1,v5,1),...,(aB,yj,B)}
19 t— 0"
20 fork«1,...,n
21 | ti, & Ok
22 t;, «d
23 u —t
24 return (u,...,Un_%)

Timings. Zum Vergleich sind die Zeiten in ms fiir Matrizen mit zufalli-
gen polynomiellen Eintrdgen des angegebenen Grades in Tabelle ge-
geniibergestellt.
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d MuPAD nativ MuPAD Alg. MuPAD Alg. Maple nativ
k=1 k=3 k=1 k=3 k=1 k=3 k=1| k=3
4 283 19 260 114 179 108 17 6
5 775 162 502 298 332 257 21 7
6 1739 650 891 629 585 520 63 14
7 3502 1713 1493 1230 984 944 123 49
8 6747 3697 2433 2026 1566 1576 247 97
9 11s 7457 3750 3309 2453 2511 437 211
10 19s 13s 5639 5148 3693 3767 762 388
11 31s 22s 8232 7611 5461 5627 1331 653
12 48s 37s 11s 10s 7825 8100 2088 1160
13 71s 60s 18s 17s 11s 12s 3217 | 1854
14 104s 87s 25s 22s 16s 17s 4809 | 2951
15 150s 127s 32s 30s 22s 21s 6977 | 4569
16 204s 178s 43s 39s 29s 29s 9969 | 6929
17 274s 246s 57s 51s 38s 38s 14s| 9713
18 380s 337s 75s 67s 50s 50s 20s 15s
19 507s 456s 97s 87s 66s 66s 30s 24s
20 661s 648s 125s 111s 85s 84s 46s 33s
25 2225s 2216s 399s 338s 268s 264s 176s 138s
30 5684s 5583s || 1009s 847s 704s 686s 552s 426s
35| 12911s| 12087s| 2322s 1899s || 1616s 1571s || 1492s| 1153s
40 || 27722s | 26878s || 4811s 3838s || 3334s 3250s || 3716s| 2820s

Berechnung einer Basis des Kernes einer d x d-Matrix, die Dimension des Kernes
ist k.

Tabelle 6.3: Vergleich Timings fiir Homogene LGS

6.4 Matrizen iiber multivariaten Polynomringen

Die Ideen aus den vorigen Abschnitten lassen sich mit {ibersichtlichem
Aufwand auf den multivariaten Fall erweitern. Die auftretenden Beson-
derheiten sollen hier kurz besprochen werden.

Sei dazu M € F[xq,...,x]™™, wobei die Polynome maximal Grad d; in x;
haben.

(1) Man bekommt r Schranken B; < n d;.
(2) Die ,modulare” Auswertung erfolgt auf einem r-dimensionalen Gitter.
(3) Die Komplexitét ist exponentiell in .

(4) Man kann nicht mehr a priori entscheiden, ob die Determinante an be-
stimmten Punkten des Gitters verschwindet, die Suche nach guten Eva-
luationspunkten kann bei ungliicklichen Nullstellen aufwendig wer-
den.
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6.5 Implementierung

MuPAD-Session 12: Lineare Algebra, das liinalg-domain

Wir konstruieren eine Matrix mit zufilligen polynomiellen Eintrdgen
>> 1 := () -> expr(polylib::randpoly([x], Degree=>5, Terms=3)):

> M := (n,m,r) -> matrix([[r() $ i=1..m] $ j=1..n]):

> M :=rM(3,3,r)

x203x%> —930x + 773 904 x* — 791 x% +59 343x% — 695x% +397x

x —724x* —101x? + 534 —480x* —522x — 286 892x? —367x — 393
x —383x* —643x% +636 412x° —175x* +397x —716x° — 631 %% + 556x

>> liinalg::det(M)
poly (32545744 x'* + 488218156 x'> + 88876228 x'* — 651916253 x'' + 1150455233 x'°—

738172011 %7 — 949036140 x% + 1330271901 x” — 1577574901 x® — 511013506 x° +
1716714251 x* + 574987801 x> — 970622156 x> — 02581181 x + 155183636, [x])

>> b = rM(3,1,r);
391x% —228x% — 717 x
11x% —720x% — 316
546x% 4+ 78 x 4+ 508
>> y := liinalg::matlinsolve(M, b)

55254556 x ' > +233390929 x'*—369666728 x ' 2+5840616x' ' —...+38470060
32545744x’4§488218156x1 3188876228 x12-651916253 x11+...+155183636
—56831068 x'>4+45663055 x ' 4 +68494164 x' 24459407057 x' ' —... 4327130044
32545744 x 141488218156 x 13+ 88876228 x12-651916253 x11+...+155183636
—32701676x'>4+10609107 x'*—-136005252x'3+18611276x'2+...— 185791808
32545744 x 141488218156 x 13+ 88876228 x12—651916253 x11+...+155183636

(2)

>> normal(M*y-b)

Jetzt ein homogenes System:

>> M2 := rM(3,5,r):

>> y2 := liinalg::nullspace(M2):

>> map(op(y2), y->normal(M2*y))

(2)(8)

>> M2 := linalg::stackMatrix(M2, linalg::row(M2,2)):
>> y2 := liinalg::nullspace(M2):
>> map(op(y2), y->normal(M2*y))

o O O O
S ©C OO
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FirstOrderRight FactorPetkovsek, [74]

Fixkorper,
Funktion, Bewertungs-,

gerd, [16]

Generatorsubstitution,

Gleichung, charakteristische, 39}

globaler Typ,
grofster gemeinsamer Rechtsteiler,

Hauptidealring,

hypergeometrische Losung, |33} [40]
hypergeometrischer Term,

innere Derivation, [12]

Korper
Fix-,[13]
Konstanten-, [T3]
kleinstes gemeinsames Linksvielfaches,
16
Konstantenkdorper,
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Losung, Schiefpolynomring,
hypergeometrische, Schranke
polynomielle, Bewertungs-,
rationale, Nenner-, 51
Iclm, [T§] ShiftEquivalence, [4§]
Legendretransformation, ShiftEquivalenceClasses, 49
Linksteiler, SigmaLogarithmRep, 56|
Linksvielfaches spezielle Singularitit,
kleinstes gemeinsames, Steigungs-Bewertung, [29
LocalTypelnInfinity, [69] Stellen, exzeptionelle,
Lokaler Typ SymmetricProduct, [66]

in 0,[64]
in oo, [64]
in [pls,

MinimalOperator, [84]
Minimaloperator minop A2 m(e),

Nennerschranke,
NewtonPolygon, [42]

Newtonpolygon,
Normalform, Orepolynome,

Ordnung,

Orealgebr

Orepolynomring,
Normalform,

PolyDegreeBound,
PolyDet, [93]
Polygon

Bewertungs-, 29

Newton, 36} 5] [68]
PolyLinearNullspaceAR, [T00]
PolyLinearNullspaceDC, [101]
PolyLinearSolve, [96]
PolynomialSolutions, 46|
Polynomring

Differential-,

Ore-,[13]

Schief-,
Pseudoderivation,

RatDet, [04]
RationalSolutions, [5§]
Rechtsdivision,
Rechtsteiler,

grofiter gemeinsamer,
rightdivide, [T5]

symmetrisches Produkt,

Term, hypergeometrischer,
trailing degree,
Transformation, Legendre-,
Translation, 20]

Typ
gleicher,
globaler,
lokaler in 0,
lokaler in oo,

lokaler in [p],,

valbound,
vertrégliche Bewertung,

Zertifikat, 27} [40]
zyklischer Vektor,
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