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1. EINFUHRUNG

1. Einfiihrung

In der Mathematik wird man oft mit endlichen oder unendlichen Summen konfrontiert
und es wird versucht Identitdten zu beweisen, die Summen beinhalten.

In den letzten Jahrzehnten hat die Computeralgebra, dank der Fortschritte in der Compu-
tertechnik, immer mehr an Bedeutung gewonnen. Hierdurch 6ffneten sich der Mathematik
ganz neue Tiren, wie zum Beispiel das effizientere Losen von Summen.

Gosper gelang es den Grundstein fiir die schnelle Berechnung von geschlossenen Aus-
driicken fir die unbestimmte Summation zu legen ([GOST78]). Diese fand er im Jahr 1978
wahrend der Mitentwicklung des Computeralgebrasystems Macsyma, welches eines der
ersten Algebrasysteme war und im Labor fiir kiinstliche Intelligenz des Massachusetts
Institute of Technology {MIT} entwickelt wurde. Mathematikern ist es heute moglich
Computeralgebrasysteme wie Maple, Mathematica oder Mupad fiir die Berechnung kom-
plexer algorithmischer Fragestellungen einzusetzen.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Frage, wie aus Summen eine geschlossene
Form hergeleitet werden kann, mit denen effizienter und schneller gerechnet werden kann
und stellt das Thema der Summation von hypergeometrischen Termen vor. Hierfiir werden
einige effiziente Algorithmen vorgestellt, die zum schnellen Lésen von Summen genutzt
werden konnen. Zunéchst betrachten wir die unbestimmte Summe

n
Sp = Z Qg
k=m

und unser Ziel wird es sein, hierzu eine geschlossene Form zu finden. Diese geschlossene
Form stellt eine einfachere Darstellung der Summe s,, als eine Funktion mit der Variablen
n dar, welche weder das Summationszeichen Y noch die Summationslaufvariable k enthéalt
und lediglich aus einer Linearkombination von endlich vielen hypergeometrischen Termen
besteht. In dieser Arbeit setzen wir voraus, dass der Summand ay ein hypergeometrischer
Term beziiglich k ist, das heifit, dass der Quotient

a
=2 e Qk) (1.1)
ay

einer rationalen Funktion beziiglich £ entspricht. Mit dem in Kapitel 2 vorgestellten simp-

comb Algorithmus kann die Bedingung (1.1) iiberprift werden. Durch diese Annahme

vereinfachen sich die Rechnungen, da wir nur noch Polynome betrachten.
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Neben der unbestimmten Summation wird auch die bestimmte Summation behandelt. Bei
diesen Summen lauft der Index k iiber ein festes Intervall aus Z. Es ist durchaus moglich,
dass das Intervall | — 0o, 0ol sein kann.

Die ersten Schritte zur algorithmischen Summation gehen zuriick bis zu Schwester
Celine Fasenmyer. Bereits im Jahr 1945 veroffentlichte sie den Fasenmyer-Algorithmus
zur bestimmten Summation, der jedoch lange Zeit aufgrund fehlender Computertechnik
ignoriert wurde. Der Algorithmus findet eine holonome Rekursionsgleichung fiir einen hy-
pergeometrischen Term. Erst viele Jahre spéater konnten Gosper und Zeilberger mit der
Einfiihrung von Computeralgebrasystemen die algorithmische Summation vorantreiben.
Gosper entwickelte einen nach ihm benannten Algorithmus fiir die unbestimmte Summa-
tion. Dieser findet eine diskrete Stammfunktion s; mit

Qg = Sk+1 — Sk,

wobei der gegebene Term a; hypergeometrisch ist. Der Term a; wird dabei als gospersum-
mierbar bezeichnet, wenn der Gosper-Algorithmus eine zu ihm gehérige diskrete Stamm-
funktion findet. Wir betrachten die bestimmte Summe in der Form

sn=>_ F(n,k), (1.2)

keZ

wobei wir auch dieses Mal voraussetzen, dass der Summand F'(n, k) hypergeometrisch ist,
diesmal sogar beziiglich k£ und n. Das heif}t, dass
F(n+1,k)
F(n, k)

F(n,k+1)

€ Q(n,k) und Fn )

€ Q(n, k)

jeweils rationale Funktionen sind. Der Gosper-Algorithmus ist nicht in der Lage die Sum-
me s, aus (1.2) in eine geschlossene Form zu iiberfithren. Daher formulierte Zeilberger
im Jahr 1990 einen Algorithmus, welcher eine angepasste Form des Gosper-Algorithmus

nutzt ([ZEI91]). Dieser wendet den Gosper-Algorithmus nicht auf F(n, k) an, sondern auf
den Ausdruck

J
ar = F(n, k) + zaj(n)F(n + 7, k)

mit rationalen Funktionen o;(n) (j = 1,...,J) und einem geeigneten J € Ny. Der Algo-
rithmus liefert eine holonome Rekursionsgleichung fiir die Summe s,,, sofern eine existiert.
In der vorliegenden Arbeit setzen wir voraus, dass der Summand F'(n, k) einen endlichen
Trager hat. Das bedeutet, dass zu jedem n € Z nur endlich viele F'(n,k) # 0 existieren.
Diese Forderung ist notwendig, um eine geschlossene Form fiir die Summe s,, finden zu
koénnen.
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Ist die vom Zeilberger-Algorithmus erhaltene Rekursionsgleichung erster Ordnung, so ist
es einfach eine geschlossene Form fiir s, zu finden. Denn aus der Rekursionsgleichung
erster Ordnung kann aus dem hypergeometrischen Quotienten SZ—:I die gesuchte Losung
s, bestimmt werden.

Ein Problem vom Zeilberger-Algorithmus ist, dass er nicht immer die Rekursionsgleichung
niedrigster Ordnung findet. Ist die Ordnung der erhaltenen Rekursionsgleichung héher als
1 kann der Zeilberger-Algorithmus keine geschlossene Form finden, sodass ein weiterer Al-
gorithmus, der Petkovsek-Algorithmus, herangezogen werden muss. Dieser findet zu einer
gegebenen holonomen Rekursionsgleichung der Ordnung J

J
Z Pi(n)sp4; =0
=0

mit polynomiellen Funktionen P;(n) alle existierenden hypergeometrischen Lésungen und
wandelt mithilfe dieser Menge die Summe s,, in eine geschlossene Form um, sofern eine
existiert ([KOE14]).

1.1 Ziel und Aufbau der Arbeit

Das Ziel der vorliegenden Arbeit wird sein eine Maplet-Anwendung zur Verfiigung zu
stellen, welche eine gegebene hypergeometrische Summe in eine geschlossene Form um-
wandelt. Die Maplet-Anwendung soll zusétzlich eine Implementierung des Petkovsek-
Algorithmus beinhalten, welcher in dem aktuellen hsum-Paket nicht enthalten ist. Mit
dieser geschlossenen Form soll es moglich sein Summen einfacher und schneller auszurech-
nen. Um dieses Ziel zu erreichen werden zunachst in Kapitel 2 die Grundlagen vorgestellt,
die zum Verstandnis der Arbeit notwendig sind. In Kapitel 3 wird der Gosper-Algorithmus
eingefithrt, welcher eine Einbettung fiir den in Kapitel 4 vorgestellten
Zeilberger-Algorithmus ist. In diesem Kapitel wird neben dem Zeilberger-Algorithmus
auch der Petkovsek-Algorithmus beschrieben, der zum Einsatz kommt, wenn der Zeilberger-
Algorithmus keine geschlossene Form liefern kann. Schliellich wird in Kapitel 5 die von
mir entwickelte Maplet-Anwendung dokumentiert und einige Identitdten bewiesen, welche
jeweils mit und auch ohne die Maplet-Anwendung gelost werden.
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2. Hypergeometrische Funktionen und
Vereinfachungen

In diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen fiir das weitere Verstandnis der
Arbeit aufgezeigt, in Anlehnung an [KOE14]. Fiir die gesamte Arbeit sei K der Korper
der rationalen Zahlen Q und der transzendenten Korpererweiterungen, also gelte

K = Q(a,b,...). Nach [KOEO06] fihren wir die Polynome ein:

Definition 2.1 Seien ay,...,a, € K und n € Ny. Dann bezeichnen wir die Abbildung

p: K=K, kl—)Zaiki
i=0
als Polynom in k iber K. ag, ..., a, heiffen Koeffizienten von p. Mit K[k| definieren wir
den Polynomring iber K beziglich k. Fir p € K[k] sei der Grad des Polynoms p in k mit
deg(p) := max{i € Ny|a; # 0} gegeben. Ist a,, # 0, so gilt deg(p) = n. Fir p(k) =0 sei
deg(p) = —o0. Es sei zudem K(k) der Korper der rationalen Funktionen beziglich k iber
dem Korper K .

Definition 2.2 FEin Term ay ist hypergeometrisch iiber dem Kérper K, wenn

ag+1
K(k
E K (k)

gilt. Das heifst, dass der Quotient eine rationale Funktion beziiglich der Variablen k ist.

Definition 2.3 Fiir eine beliebige natirliche Zahl k ist die Fokultdt k! definiert als

k!::ﬁz’:1~2~~(k—1)-k. (2.1)

i=1
Es gelte zusdtzlich 0! := 1.

Die Klasse der Fakultaten gehoren der Klasse der hypergeometrischen Terme an, denn
mit a, = k! gilt fiir das Termverhéltnis nach Definition 2.2:

k41 (k -+ 1)'
- =k+1eK(k).
ar A TLek®)
Definition 2.4 Fir n € Ny und 0 < k < n ist der Binomialkoeffizient (,n tiber k“)
definiert als

n n!
(k) T — k) 22)
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Die Klasse der Binomialkoeffizienten gehoéren auch der Klasse der hypergeometrischen
Terme an, denn mit a; = (Z) und Definition 2.2 gilt:

Ar1 (kL) n! El(n — k)! k—n

a () GEDm—k-D a ES

K (k).

Definition 2.5 Sei z,k € Ny. Wir bezeichnen das Pochhammer-Symbol als

)2z 1) (2 +Ek—1), fallskeN
(2 = {1, falls k=0 (2:3)

Die Klasse der Pochhammer-Symbole sind ebenfalls hypergeometrisch. Dies kann einfach
mit a; = (2), und der Definition 2.2 wie folgt gezeigt werden:

a1 _ (e 241D (2+FK)

ay (2)k 2(z4+1)---(z4+k—1) ‘ (%)
Definition 2.6 Die Eulersche Gamma-Funktion ist durch
['(z) := /OO t=te~tdt (2.4)
0

definiert.

Das uneigentliche Riemann-Integral (2.4) existiert fiir jedes z € C mit Re(z) > 0. Es
kann in [VAR13] mehr tiber die Gamma-Funktion erfahren sowie der Beweis zur Existenz
nachgeschlagen werden. Nach Anwendung der partiellen Integration auf I'(z + 1) ergibt
sich die Gleichheit

I'z+1):= /OOO te tdt = z/ooo t*le7tdt = 2T(2).
Wir stellen nun folgende Behauptung auf:
Fiir jedes k € Ny gilt: T'(k + 1) = k! (2.5)
und beweisen diese durch vollstdndige Induktion:
k=0 F(l):/oooe‘tdtzlzm

k— k+1: Sei k€ Nund gelte I'(k 4+ 1) = k!. Dann folgt
F'k+2)=Fk+1)I'k+1)=(k+ 1Dk =(E+1).
Nachdem wir nun die Fakultat (2.1) als Gammafunktion dargestellt haben, werden wir im

Folgenden den Binomialkoeffizienten (2.2) und das Pochhammersymbol (2.3) mit Gamma-
termen darstellen. Hierzu erhalten wir fiir den Binomialkoeffizienten folgende Darstellung;:

<n> _ _ L(n+1) 2.6)

k K(n—Fk)! T(k+DI(n—-k+1)
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und fiir das Pochhammersymbol:

(z+k—1)1 T(z+k)

(Z=z(z+1)--(z2+k—-1)= RS e

. (2.7)

Wir werden nun einen Algorithmus einfiihren, der in allen weiteren, in dieser Arbeit
aufgefiihrten Algorithmen Verwendung findet.

Algorithmus 2.7 (simpcomb) Die Aufgabe des Algorithmus besteht darin einen Term
L1 quf dessen Rationalitit zu tuberprifen.

Gegeben: %

Gesucht: “Z—:l = tE mit ug, vg € KI[].

1. FEingabe: %, wobei ap # 0 ein Produkt bestehend aus rationalen Funktionen, Po-
tenzen, Fakultdten, Binomialkoeffizienten, Pochhammersymbolen und Gammafunk-
ttonen ist.

2. DBilde % und schreibe alle auftretenden Terme in Gammafunktionen nach den Re-
geln (2.5), (2.6), (2.7) um. Es muss darauf geachtet werden, dass negative Argumente
vermieden werden. Hierfir stellt die folgende Rechenregel fiir den Binomialkoeffizi-
enten eine Hilfe:

['(k—n)

—1)* Il Z 0

i U ra Ty fallsmeZon<

<k>—> 0, fallsm—keZ,n—k<O0.
I'(n+1)

sonst

F(n+1)T(n—k+1)
3. Vereinfache und kiirze die erhaltenen Ausdriicke mit Hilfe der Regel:
Dk +J) = (k);L(k) = k(k+1) - (k +j = DT(k),
immer wenn j € N gilt.

4. Vereinfache und kiirze die Exponententerme des erhaltenen Ausdrucks fir j € N mit
folgender Hilfe:

b =y

5. Der Ausdruck afl—:l ist genau dann rational, wenn der im letzten Schritt erhaltene

Ausdruck Z—: rational ist, das bedeutet, dass uy, vy, € K[k] gilt.

6. Ausgabe: ug, vy.
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Zum besseren Verstandnis des Algorithmus soll das folgende Beispiel dienen:

Beispiel 2.8 Gegeben sei die Potenzreihendarstellung der Kosinus-Funktion (siehe zum
Beispiel in [RZ16])

i . x2k

cos(z) = » (—1)

P (2k)!

und gesucht sei die hypergeometrische Darstellung. Zundchst definieren wir den Summan-
den mit ap = (—1)’“(@1’;, und wenden den Algorithmus 2.7 an. Dafiir berechnen wir das
Verhdltnis “*=~. Die dabei tiber den mathematischen Symbolen auftretenden Ziffern geben

den durchgefuhr’ten Schritt des Algorithmus an:

A1 1. (_1)k+1x2k+2 (2]{3)' &(_1)k+1$2k+2 F(2k‘—|— 1)
ar,  (2k+2)! (=Dka2x  T(2k+3) (—1)kz?*
(_1)k+1x2k+2 1
T (2k+2)(2k + 1) (—1)Fa2F
4 (—1)a? 5.

_@k+m@k+1)€K%)

C2(k+1)(2k+1)

Der Algorithmus liefert eine Ausgabe, ndamlich Z—: = 1m, da i eine rationale
Funktion in k ist. Fir das Computeralgebrasystem Maple (siche in [MPG15]) gibt es
das hsum-Paket, welches zu dem Buch [KOE1}] gehort. In diesem Paket existiert eine
Maple-Implementierung des Algorithmus 2.7, mit dem das Verhdltnis a’;—:l folgendermajflen
berechnet werden kann:
—1)kl’2k '

(2k)!
subs(k =k +1, ak)> ‘

Qg

> ag =

> simpcomb (

.TQ

1
C2(k+1)(2k+ 1)

Mit dem Befehl ratio(ay,k);“ bekommt man dasselbe Resultat.

Definition 2.9 Die allgemeine hypergeometrische Funktion ,F, ist durch

F <Oé1,062,...,06p
P 617&27"'76q

e o k ) (%)kﬂk
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gegeben, wobei oy, B; € K fiiri =1,...,p und j = 1,...,q gilt. Die Argumente o; werden
als ,obere” Parameter bezeichnet, wohingegen die Argumente ; die ,unteren” Parame-
ter darstellen. Die rechte Seite von (2.8) wird als allgemeine hypergeometrische Reihe
bezeichnet.

Mit aj, = Apx® und (2.3) erhalten wir folgendes Verhéltnis:

Ah+1 _ Apgp bt _ (kta)bton) - (k+ap) x (k€ Ny)
ax Apgd T (k+ By)(k+ Bo) - (k+ ) k+ 1 v

Diese Darstellung dient dazu kiinftig eine Erleichterung bei der Bestimmung der oberen
und unteren Parameter zu bekommen. Daraus ergibt sich fiir Ay folgende Rekursionsglei-
chung erster Ordnung:

(k4 B1)(k 4 Ba) -+ (kb + Bg)(k + 1) A1 — (K 4+ 1) (b + ag) -+ (k + ap) A = 0.

Bemerkung 2.10 Die Funktion ,F, ist wohldefiniert, wenn kein unterer Parameter
B; =0 ist, da (0)r = 0 gilt, und kein unterer Parameter eine negative ganze Zahl ist, da
F(iz) = 0 fiir z € Ny gilt. Des Weiteren ist ,F, eine konvergente Reihe, wenn im Fall

a) p < q oder im Fallb) p=q+1 und |x| <1 gilt.

Die Falle a) und b) sind leicht zu beweisen:
Zu a): Sei p < ¢. Dann gilt

i P (k+a)k+ag) - (k+a,) =

Zu b): Seien p = ¢ + 1 und |z| < 1. Dann gilt

=0.

. Oky1
lim — =

k—o0 CLk

Nach dem Quotientenkonvergenzkriterium konvergiert somit ,F, fir die Falle a) und b).

Nun fithren wir einen Algorithmus ein, welcher eine Hilfe zum Finden von ,F| bietet.
Hat man solch eine Darstellung gefunden, kann in hypergeometrischen Datenbanken nach
entsprechenden Identitédten gesucht werden. Hierzu wird auf das Kapitel 3 von [KOE14]
verwiesen.

Algorithmus 2.11 Der Algorithmus wandelt eine gegebene hypergeometrische Summe in
eine hypergeometrische Funktion ,Fj, um.
Qp,02,...,0p >
x].
B, Bas ..., By

Gegeben: Y ey Q.
Voraussetzung: Die Summanden ay auferhalb des oberen Summationsbereiches entfallen.

Gesucht: Y ez ar = bo qu<
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1. FEingabe: ay, wobei a;, # 0 ein Produkt von Quotienten von rationalen Funktio-
nen, Potenzen, Fakultiten, Binomialkoeffizienten, Pochhammersymbolen und Gam-
mafunktionen ist.

2. Falls notig, verschiebe den Index, sodass die Summe bei einem k > 0 beginnt.

3. Bilde a’;—:l Durch Nutzung des Algorithmus 2.7 werden uy, v, € K[k| generiert,

sodass a’;—zl = Z—: gilt. Falls dies nicht moglich ist, existiert keine allgemeine hyper-
geometrische Funktion.

4. Faktorisiere uy, vy. Falls keine linearen Faktoren entstehen, bricht der Algorithmus
ab und gibt aus, dass keine rationale Faktorisierung gefunden wurde. Bei erfolgrei-
cher Faktorisierung liefert der Algorithmus folgende Darstellung fiir u, und vy:

up = Ak +oq)(k +ag) - (k4 ap),
v, = B(k+ p1)(k+ B2) - (k+ By+1).

5. Ist einer der unteren Parameter 3; eine ganze Zahl, so wihlt man die kleinste ganze
Zahl B; = m und verschiebt alle oberen und unteren Parameter um K := —m + 1.

6. Fualls keiner der verschobenen unteren Parameter eine 1 ist, existiert keine hyper-
geometrische Darstellung.

7. Berechne den Anfangswert by = ax. Wurde im fiinften Schritt keine Verschiebung
durchgefiihrt, setze K = 0. Weiterhin wird upper := {ay, g, ..., },
lower := {f31, B2, ..., By, 1} und x := % gesetzt.

Mit den folgenden Beispielen soll der Umgang mit dem Algorithmus 2.11 veranschaulicht
werden.

upper
lower

8. Ausgabe: by qu<

Beispiel 2.12 In diesem Beispiel werden wir die Kosinus-Funktion aus dem Beispiel 2.8
in eine hypergeometrische Funktion umwandeln. Aus dem bereits bekannten Termuverhdlt-
nis

Qg1 _1 z?
ar  2(k+1)(2k+1)

und dem Anfangswert by = ag = 1 erhalten wir die hypergeometrische Funktion

132
1 .

cos(z) = oF (

1
2
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Beispiel 2.13 Nun werden wir die Summe

=) ”

in eine hypergeometrische Funktion umwandeln. Wir definieren zundchst den Summanden

ap = (Z) (tjk> und berechnen das Verhaltnis
arrr  (k—n)(k+t—s)
ay (k+t+1D(k+1)
Mit dem Anfangswert by = % = (‘:) liefert uns Algorithmus 2.11 fiir die Summe

(2.9) folgende Darstellung der hypergeometrischen Funktion:

" (n s —n,t—s
= by - o I ’
é(/{)(t-i-k‘) 0 21( t+1

Im ndchsten Schritt kann in einer hypergeometrischen Datenbank nach dieser Darstellung
gesucht und so die entsprechende Identitit gefunden werden. An dieser Stelle sei gesagt,
dass (2.10) der Chu-Vandermonde-Funktion entspricht, wodurch folgende Identitit abge-
leitet werden kann:

1) . (2.10)

—n,t—3s
t+1

(s+ 1)

50'2F1<

1> _ L(s+1)
Cs+1—-tTE+1) (t+1),
I'(s+1) F'n+s+1I'(t+1)
Fs+1-t)I't+1)T(s+DHI(n+t+1)
B I'(n+s+1) _ (n+s)! <n+s>

TGt l-tHT(n+t+1) (s—Hln+)! \n+t

In Maple kann mit dem Befehl ,Sumtohyper® direkt die Darstellung der hypergeometri-
schen Funktion (2.10) wie folgt ausgegeben werden:

> ay := binomial(n, k) binomial(s,t + k) :

> convert(Sumtohyper(ay, k), binomial);

(j) Hypergeom([—n,t — s], [t + 1], 1)

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir uns nicht mehr mit der Darstellung der
hypergeometrischen Funktion beschaftigen. Vielmehr werden wir fiir die gegebenen Sum-
men versuchen ohne Hilfe der erwdhnten Datenbank eine geschlossene Form zu finden.
Hierfiir formulieren wir folgende Definitionen:

10
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Definition 2.14 FEin Term F(n, k), welcher abhdngig von n und der Summationsvaria-
blen k ist, wird als hypergeometrisch beziiglich n und k bezeichnet, wenn

F(n+1,k) F(n,k+1)

Fln k) € K(n, k) und Fn k)

€ K(n, k)

qgilt.

Definition 2.15 Fine Summe der Form s, = > 1o _ . F(n, k) liegt in geschlossener Form
vor, wenn sie als Linearkombination von endlich vielen hypergeometrischen Termen dar-
stellbar ist, in der das Summationszeichen Y, und die Laufvariable k nicht mehr vorkom-

men.

Im bisherigen Verlauf der Arbeit haben wir die Summe in die hypergeometrische
Notation iiberfithrt und anschlieSend die Moglichkeit genannt, in der hypergeometrischen
Datenbank eine Identitit nachzuschlagen. Im Folgenden wird der Fasenmyer-Algorithmus
vorgestellt, welcher versucht eine holonome Rekursionsgleichung fiir hypergeometrische
Summen zu finden. Hierzu fithren wir zunéchst folgende Definition ein:

Definition 2.16 Fine Rekursionsgleichung heifit holonom, wenn sie linear und homogen
ist und zudem polynomielle Koeffizienten hat.

Algorithmus 2.17 (Fasenmyer) Der Algorithmus sucht eine holonome Rekursionsglei-
chung fir die hypergeometrische Summe s,,.

Gegeben: s, = Y ez F(n, k).

Gesucht: holonome Rekursionsgleichung fiir s,,.

1. Eingabe: F(n,k) # 0, wobei F ein hypergeometrischer Term nach Definition 2.14
ist. Gebe zusdtzlich die obere Grenze J fir die Ordnung der gesuchten Rekursions-
gleichung wvor.

2. Finde eine k-freie Rekursionsgleichung fir F(n, k), gehe dazu die folgenden Schritte
durch:

(a) Setze I = J und mache folgenden Ansatz

I J
> aF(n+ j,k+1i) =0, (2.11)

i=0 j=0
wobei mit a;; = a;;(n) k-freie Polynome gemeint sind.
(b) Setze gegebenes F(n, k) in den Ansatz (2.11) ein.

(¢) Dividiere die erhaltene Gleichung durch F(n, k) und vereinfache anschlieflend
durch Anwenden des Algorithmus 2.7, um einen rationalen Ausdruck zu erhal-
ten.

11
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(d) Bringe den erhaltenen Ausdruck in Normalform, indem die Summanden auf
einen gemeinsamen Nenner gebracht werden. Multipliziere im Anschluss daran
mit dem gemeinsamen Nenner. Die erhaltene Gleichung kann nun als Polynom
in k betrachtet werden.

(e) Vergleiche die Koeffizienten von Potenzen von k, die alle 0 ergeben sollen. Es
ergibt sich ein lineares Gleichungssystem fir die Unbekannten a;j. Lése a;j,
i=0,..,1,5=0,..J.

(f) Falls die Lisung trivial ist, das heifit fir alle a;; = 0 gilt, dann existiert keine
k-freie Rekursionsgleichung. Sonst setze die Losung in den Ansatz (2.11) ein,
vereinfache den resultierenden Ausdruck und erhalte so die k-freie Rekursions-
gleichung.

3. Falls Schritt 2 erfolgreich war, dann ersetze in der k-freien Rekursionsgleichung
F(n+j,k+1) symbolisch durch s,;.

4. Falls die erhaltene Rekursionsgleichung trivial ist, bricht der Algorithmus ab. An-
sonsten:

5. Ausgabe: Holonome Rekursionsgleichung fiir s,,.

Beweis: Nach Schritt 2.(c) erhdlt man einen Ausdruck bestehend aus rationalen Aus-
driicken. Dieser Ausdruck kann nur Null ergeben genau dann, wenn der Nenner das Null-
polynom beziiglich k ist. Wenn das Gleichungssystem aus Schritt 2.(e) eine nichttriviale
Losung besitzt, ist es notwendig als auch hinreichend, dass eine nichttriviale k-freie Re-
kursion mit polynomiellen Koeffizienten existiert. Also ist der 2. Schritt im Algorithmus,
dass eine k-freie Rekursionsgleichung gefunden wird, sofern eine existiert, trivial. Sum-
miert man den Ansatz aus Schritt 2.(a) tiber £ = —o0, ..., 00, so ergibt sich

0= S S ay(m)F(n+ j.k+ i)

k=—o00 i=0 j=0

S-S £ rovines)

k=—0oc0

Damit wurde Schritt 3 im Algorithmus gezeigt. Denn falls eine nichttriviale k-freie Rekur-
sionsgleichung fiir F'(n, k) gefunden wird, erhdlt man eine holonome Rekursionsgleichung
fir s,,. O

12



2. HYPERGEOMETRISCHE FUNKTIONEN UND VEREINFACHUNGEN

Anhand eines Beispiels soll der Fasenmyer-Algorithmus demonstriert werden:

Beispiel 2.18 Wir betrachten die Summe
Sp = Z (—1)"k i (2.12)
k=—oc0

mit dem hypergeometrischen Summanden F(n,k) = (—1)’%(2) und mdéchten (2.12) als
Rekursionsgleichung aufschreiben. Es wird I = J = 1 gewdhlt und versucht durch diese
Wahl geeignete a;; zu finden. Mit (2.11) ergibt sich folgender Ansatz fir F(n,k):

CLQ()F(TL, k) + a01F(n + 1, k’) =+ aloF(TL, k‘ + 1) + allF(n + 1, k + 1) = 0 (213)
Wir teilen durch F(n,k) und erhalten

Aﬂn+Lm+ﬂ‘ﬂmk+D+ﬂ Fn+1,k+1)
F(n, k) Y F(n, k) N F(n k)

Qoo + Ao1

= 0. (2.14)

Nun setzen wir F(n,k) = (—1)’%(2) in (2.14) ein, vereinfachen und bekommen so

—-n—1 L —n+k:+ —n—1 0
— +ap—— t+a = 0.
—n—14+k % Ly

Qoo + Aot

Wir bringen nun die Gleichung auf einen gemeinsamen Nenner, multiplizieren im An-
schluss daran mit dem Nenner, und sammeln Koeffizienten von gleichen Potenzen in k.
Dies liefert

(a0 + a10)k® + (—nagy — nagy — 2nayy — nay — agy — agr — arg — an)k
+n2a10 + n2a11 “+ nayg + 2”@11 +a; = 0. (215)

Da die Gleichung (2.15) ein Polynom in k ist, sind die Koeffizienten a;; k-frei. Wir
erhalten durch Koeffizientenvergleich das lineare Gleichungssystem

O = Qapo + aio
0 = — nagy — nagr — 2na;p — naj; — ago — Ap1 — A9 — A11

2 2
0 = n"ag + nay1 + nayp + 2naqy + a1q

und erhalten mit agg = 1 als Losung

a01:07

ayp = —1,

ajl = ——.
n+1

13



2. HYPERGEOMETRISCHE FUNKTIONEN UND VEREINFACHUNGEN

Wir setzen nun die berechneten a;; in den Ansatz (2.13) ein und erhalten so die Rekursi-
onsgleichung

Fn,k) — F(n,k+1) + nLHF(n Y 1,k+1)=0. (2.16)

Schlieflich ergibt sich mit Schritt 3 des Fasenmyer-Algorithmus fir die hypergeometrische
Summe s,, die Rekursionsgleichung

n

T—HS”—HL =0. (217)

In Maple kann die gesuchte Rekursionsgleichung mit dem hsum-Paket (2.17) durch
> [ :=(—1)* k binomial(n, k) :
> fasenmyer(F,k,s(n),1);

s(n+1)=0

oder mit
> sumrecursion(F, k,s(n),1);

n(nbg —n —bo)s(n+ 1)+ (n+1)(n—1)s(n) =0
ermittelt werden.

Wir wissen nun, dass eine Rekursionsgleichung einer hypergeometrischen Summe alle
Informationen enthélt, um eine hypergeometrische Identitét zu beweisen beziehungsweise
zu erzeugen. In Kapitel 4 werden Algorithmen vorgestellt, die eine geschlossene Form
mithilfe einer Rekursionsgleichung finden, wobei wir im néchsten Kapitel erst einmal den
Gosper-Algorithmus einfithren werden. Bei diesem addieren sich die mittleren Terme durch
sogenanntes Teleskopieren jeweils paarweise zu 0, wodurch eine definite Summe entsteht.

14
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3. Gosper-Algorithmus

In diesem Kapitel wird der Gosper-Algorithmus beschrieben, welcher zum Summanden
ap der unbestimmten Summe

> (3.1)

eine diskrete Stammfunktion s; berechnet, wobei der gegebene Term a; hypergeometrisch
ist. Die diskrete Stammfunktion sj, auch Antidifferenz genannt, ergibt sich aus

ap = Skg+1 — Sk- (32)

Zunachst einmal werfen wir einen kurzen Blick auf die Integralrechnung und iibertragen
anschliefend das zu zeigende Problem auf die unbestimmte Summation. Hierzu fithren
wir zundchst den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ein:

Satz 3.1 Sei f : [a,b] — R eine Funktion mit der Eigenschaft f € C([a,b]) und F eine
Stammfunktion zu f auf [a,b] mit F'(x) = f(x). Dann gilt:

/a " f@)de = F(b) — Fla).

Der Beweis zum Satz kann in [PFO93| nachgelesen werden. Mit dem Satz 3.1 und der
Kenntnis der Stammfunktion F' kann jedes beliebige bestimmte Integral von f ausge-
rechnet werden. Ubertragen wir nun das Problem auf die unbestimmte Summe (3.1), so
mochten wir mithilfe einer Antidifferenz s, fiir ein gegebenes ay, fiir welches (3.2) gilt,
eine geschlossene Form nach Definition 2.15 finden. Der Ausdruck si soll dabei hypergeo-
metrisch sein, also soll s, der Eigenschaft

% e K(k) (3.3)

gentigen. Wurde ein s, mit der Eigenschaft (3.2) gefunden, so kann (3.1) genau wie bei
Integralen an den Grenzen ausgewertet werden. Dies liefert die Betrachtung der Teleskop-
summe

Z ar = (Spt1— Sn) + (S — Sn—1) + -+ (Smt1 — Sm) = Snt1 — Sm- (3.4)
k=m

Definition 3.2 FEin Term ay heifit gospersummierbar, wenn zu ihm eine hypergeometri-
sche Antidifferenz s; existiert.

15



3. GOSPER-ALGORITHMUS

Ist s; ein hypergeometrischer Term, so folgt, dass auch der Summand a; hypergeometrisch
ist. Dies ergibt sich mit (3.2) und (3.3) durch folgende Umformung:

Sk+42
QA+1 Sk4+2 — Sk+1 Sk+1 spp1 U,
= =g =— €K
Qg Sk+1 — Sk Sk - UV

Sk

Die Polynome uy, vy € K[k] kénnen dabei mithilfe des Algorithmus 2.7 ermittelt werden.

Im Folgenden sollen die einzelnen Schritte des Gosper-Algorithmus beschrieben und
anschlieflend bewiesen werden. Dabei orientiere ich mich an [KOE14].

Algorithmus 3.3 (Gosper) Der Algorithmus bestimmt fir einen hypergeometrischen
Term ay eine hypergeometrische diskrete Stammfunktion sy, falls diese existiert.

Gegeben: ay,.
Gesucht: sy,.
1. Eingabe: hypergeometrischer Term ay # 0.

2. Bilde “Z—:l Durch Nutzung des Algorithmus 2.7 werden uy, v, € K[k| generiert,

sodass
Ak+1 _ Ph+1 Gk+1 _ Uk (3.5)
a Pk Tk+1 Uk
gilt. Die Funktionen py, qr und ry stellen dabei Polynome dar.
3. Berechne py, q, und ry € K[k] so, dass die Figenschaft
ged(qr, me+j) =1 Vi €Ny (3.6)

gilt. Als ged! wird der gréfte gemeinsame Teiler bezeichnet. Bei der Berechnung der
Polynome wird zundchst py, := 1 definiert und mit den daraus resultierenden g, und
ri uberprift, ob die Bedingung erfillt ist. Falls dies nicht der Fall ist, missen py,
qr und 1 mit einer Ersetzungsregel solange aktualisiert werden bis die Bedingung
erfullt ist. Auf die Ersetzungsregel wird in diesem Kapitel noch eingegangen.

4. Definiere eine Funktion fy durch

fr = Sk DAL ey (3.7)
Ap+1 Tk+1
r

Sk — —kfk,lak. (38)
Pk

1 greatest common divisor.
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3. GOSPER-ALGORITHMUS

Mit ay = sgy1 — Sk ist fi rational, denn es gilt:

fo— Skl Phtl _ Skl Drt1 _ 1 prn (3.9)

Sk+2 :
Wl Thil  Skt2 = Skl Tkl 550 — 1Tkt

Mithilfe von (3.6) konnte Gosper zeigen, dass fi ein Polynom ist ([PWZ96]). Wir
erhalten fir a; mit (3.8) folgende Darstellung:
Tk+1

a
fkak+1 - ifk—lak- (3-10)
Pr+1 Pk

A = Sk4+1 — Sk =

Wird die Gleichung (3.10) mit 2—2 multipliziert, so erhalten wir eine lineare inhomo-
gene Rekursionsgleichung der Form

Pr = Qo1 fre — T fr-1- (3.11)

5. Bestimme die obere Gradschranke fir die Lisungsfunktion fi von (3.11). Sei M
gegeben als der Grad von fi. Falls M < 0 gilt, dann existiert nach dem Algorith-
mus keine hypergeometrische Antidifferenz fiir den Eingabeterm und der Algorithmus
bricht ab. Ansonsten setze

fe = f)blkl (3.12)
=0

in die Gleichung (3.11) ein und lose aus dem erhaltenen linearen Gleichungssystem
die Unbekannten by, | =0, ..., M. Setze diese anschlieffend in (3.12) ein.

6. Falls der Gosper-Algorithmus kein f findet, existiert keine hypergeometrische An-
tidifferenz s, von ay und der Algorithmus bricht ab. Ansonsten setze fi in (3.8)
ein.

7. Ausgabe: sy.

Mit einem einfachen Beispiel soll der Algorithmus veranschaulicht werden:

k!

Beispiel 3.4 Wir betrachten die unbestimmte Summe Y°;_, ai mil ay = o) und

wollen eine hypergeometrische Antidifferenz sy fiir den hypergeometrischen Term ay fin-
den. Wir berechnen zundchst das Termverhdltnis

g1 . k +1
Qe k + 37
definieren dann p, = 1 und leiten die Funktionen qr und 7 daraus ab. Es ergibt sich

QG = k und r, = k + 2. Wir kénnen die Polynome pg,q. und r, verwenden, da sie die
Figenschaft (3.6) im dritten Schritt des Algorithmus erfillen. Sei nun der Grad von fy
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3. GOSPER-ALGORITHMUS

mit M = 1 vorgegeben. So erhalten wir nach (3.12) fi, = bik + by, wobei fr mit by, by € R
eine lineare Funktion ist. Nun setzen wir fi in die Gleichung (3.11) ein und berechnen
die Unbekannten by und by :

Pk = Qe1Sr — T Sr—1
0:—b0—|—2bl—1

Mit by = —1 und by = 0 erhalten wir fi, = —1. Wir setzen fy in (3.8) ein und erhalten
die hypergeometrische Antidifferenz

1
7fk1k

3.13
k41 ( )

Mit (3.13) kénnen wir nun die unbestimmte Summe an den Grenzen wie folgt auswerten

n
> ak = Sn41 — Sm
k=m

n k! n—m-+1

k; k+2)!  (n+2)(m+1)

Da die Summe nicht iber alle k durchlaufen wird, kann dadurch fiir grofie n und kleine
m viel Rechenzeit gespart werden.

Im Folgenden werden wir den Gosper-Algorithmus beweisen. Hierzu fithren wir zunéchst
folgendes Lemma ein:

Lemma 3.5 Die Funktionen py, qx und ry in (3.5) kénnen so gewdhlt werden, dass
gcd(qk, Tk—o—j) =1 Vi € Ny (314)
qgilt.

Beweis: Sei pp :=1, ¢ := up_1 und 7, := v,_1 und sei die endliche Dispersionsmenge J
durch

J = {j € No| ged(q, m6+5) # 1} (3.15)

gegeben. Falls J = {} ist, dann ist die Eigenschaft (3.14) erfillt und der Beweis ist
erbracht. Ansonsten existiert ein festes j € Ny und g, € K[k|, sodass

ged(qp, Th+j) = g,(j) #1 (3.16)

gilt. Der gememsame Teiler g ) kann fiir jedes j € J durch Einfiihren von neuen Funk-
tionen py, ¢, und 7, eliminiert werden. Wir definieren

j qk Tk
Dl —pkg,(C )g,(g)l -g,(cjzj+1, Q= el und 7}, R (3.17)
9k gk —j
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3. GOSPER-ALGORITHMUS

Dann gilt:
() ) /) (4)
p§g+1 q;’.ﬁq _ pk+1gkj421gk] i '915;]—]‘+2 k41 gkj—j-i-l _ Prt1 k1
P Tht pkg;(f)g;gj_)l - -g;(f_)jﬂ g,(fll Tk+1 Dk Tk+1

Es folgt mit (3.16) fiir j € J:
Ak Tk+j
ng(ql/<:7T;c+j) = ged ((j)v J;) = 1.
Ik~ Yk

Es werden py, = pl., qx = ¢, und 1, = 7}, gesetzt und die Menge J aktualisiert. Die Menge
J und die Ersetzungsregel (3.17) werden solange aktualisiert und durchgefiihrt bis J leer
ist. 0

Im folgenden Abschnitt der Arbeit werden wir uns mit der Dispersionsmenge J, defi-
niert in (3.15), beschéftigen. Fir die Polynome ¢ und 7y sei

D := max{J}

die Dispersion von g und r. Zur vollstandigen Notation sei max{@)} = —oo. Die im vori-
gen Beweis beschriebene Dispersionsmenge kann mit verschiedenen Methoden bestimmt
werden. Die im folgenden vorgestellte algorithmische Herangehensweise arbeitet mit der
rationalen Faktorisierung von Polynomen. Dieser Algorithmus ist effizient und schneller
als viele andere Varianten.

Algorithmus 3.6 Der Algorithmus bestimmt die Dispersionsmenge J von zwei Polyno-
men qx und 1y, nach (3.15).

1. Eingabe: qy, 1 € K[k].
2. Fuaktorisiere qr und ry tber K durch

(1) (2) (n)

qk:Sk Sk ...Sk’
Sy el

wobei s,g) mitt=1,...,n und téj) mit 3 = 1,....m irreduzible Faktoren sind.

3. Setze J := (. Fir jedes Paar der Faktoren s,(f) von qi und t;j) von 1y bestimme
die Dispersion D zweier irreduzibler Polynome (D := primedispersion(s®, ¢, k))

durch folgende vier Schritte:

(a) Sei M der Grad von sfj) und N der Grad von t,ij). Falls M # N gilt, dann
setze D = {} und gib D aus.
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(b) Falls M=N gilt, dann sei
a der Koeffizient von k™ des Polynoms s,(f),
b der Koeffizient von kN1 von s\”,
¢ der Koeffizient von kN des Polynoms téj) und
d der Koeffizient von kN=1 des Polynoms Y.

(¢) Falls | := =82 ¢ Ny, dann setze D = {} und gebe D aus.
(d) Falls cs,(f) - at,(i)rl =0 gilt, dann setze D = {j} und gebe D aus.
Aktualisiere J = J U D.
4. Ausgabe: J.

Beweis: Wenn s, und t; nicht den gleichen Grad haben, dann kann keine Dispersion
gefunden werden, so erhalten wir den Fall 3.(a). Die Faktoren s, und ¢ sind irreduzible
Polynome und wir nehmen an, dass sie eine Dispersion 7 > 0 haben. Dann gilt

ged(sg, trys) = gz(gj) # 1,

wobei s; und ¢4 ; ein rationales Vielfaches von g,gj ) sind. Da s und t, irreduzible Polynome
sind, haben sy, t; und g,(f ) denselben Grad und kénnen wie folgt definiert werden:

sp = ak™ +bkN T 4
tei=ckN +dkN T

Die beiden Polynome haben eine Dispersion j € Ny genau dann, wenn

ged(s, tryy) # 1

gilt. Eine dquivalente Forderung ist, dass folgende Gleichheit gelte:
c
Sk = thrs (3.18)
=ck+ )N +dk+ )V - (3.19)

Mit dem binomischen Lehrsatz kénnen wir Gleichung (3.19) wie folgt umformen:

NN\ L N-1/N 1 .
tk—l—j:C(Z(i)kN_ljZ)_’_d(Z( Z )kN—l—ZjZ>+...
=0 =0
= ck™ + (cjN + )N+ -+
Es ergibt sich somit fiir Gleichung (3.18)
c
o5k = it
b
kN 4+ RN = ek 4 (N RN

a
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Diese Gleichheit ist erfiillt, falls die Koeffizienten von k¥ ~! auf beiden Seiten der Gleichung
gleich sind. Dies ist der Fall, wenn

be bc — ad
— = (¢jN +d) od | =
- (¢jN +d) oder j N

gelten. Nach der Definition der Dispersionsmenge muss j € Ny gelten. Ist jedoch j € —N|
so kann keine Dispersion existieren und der Schritt 3.(c) des Algorithmus ist gezeigt. An-
sonsten gilt: j € Ny, tx1; kann bestimmt werden und die Gleichung (3.18) kann tiberprift
werden. Die Multiplikation mit a liefert Schritt 3.(d) mit

CSf — tk—i—j =0.

Der Algorithmus ermittelt die Dispersion j zu jedem Paar irreduzibler Faktoren s,(f) und
t,(j ) und sammelt diese in der Dispersionsmenge .J. U

Wir haben f; durch (3.7) definiert und haben in (3.9) gesehen, dass fi eine ratio-
nale Funktion ist. Nun wollen wir die Behauptung im dritten Schritt des Algorithmus 3.3
»fx ist ein Polynom“ durch den Beweis des folgenden Theorems zeigen. Beim Theorem
sowie beim Beweis orientiere ich mich an [PWZ96].

Theorem 3.7 Seien py, qi und r, Polynome in k, sodass die Figenschaft (3.14) erfillt
ist. Wenn fi, gegeben durch (3.7), eine rationale Funktion in k ist, welche (3.11) erfillt,
dann ist f, ein Polynom in k.

Beweis: Sei f; := Z—Z, wobei ¢ und d; Polynome sind, die nach der Faktorisierung keine

gemeinsamen Faktoren besitzen. Es gilt daher
ged(ex, dy) = 1 = ged(cp_1,dg_1).
Wir schreiben mit f, = 2 die Rekursionsgleichung (3.11) um zu

Ck C—1
—_— — pr— . 3-20
qk+1 dr Tk At Pk ( )

Nun multiplizieren wir die Gleichung (3.20) mit dydy_; und erhalten
Qe1Ckdr—1 — TrCr—1dy = dpdp_1pg. (3.21)

Nun nehmen wir an, dass die Behauptung des Theorems nicht stimmt. Dann ist d; ein
nicht konstantes Polynom mit deg(dy) > 0. Sei N > 0 die grofite ganze Zahl, sodass

ged(di—1, diyn-1) = gr1 # 1

ein nicht konstantes irreduzibles Polynom g,_; ergibt. Anders ausgedriickt, N ist die
Dispersion von di_; mit sich selbst.
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Da gy_n—_1 Teiler von dj_; ist, folgt mit (3.21), dass rrcx_1dy durch gi_n_q teilbar ist. Es
ist aber zu erwédhnen, dass g,_ny_1 nicht ¢x_; teilt, da es dj_; teilt, denn nach Annahme
haben d;_; und ¢;_; keine gemeinsamen Faktoren.

Zudem ist g,_n_1 kein Teiler von dy, denn ansonsten wére gp_; ein nicht konstanter
gemeinsamer Teiler von di_; und djy mit

ged(di—1, dpsn) = gr—1 # 1.

Dies fithrt jedoch zum Widerspruch zur Wahl von N.
Deswegen ist 7y teilbar durch gp_n_1 und daher ist auch ry, ny teilbar durch gx_;.

Nach (3.21) ist g ein Teiler von ggy1cxdi_1. Nach Annahme teilt g; nicht ¢x. Zudem teilt
g nicht dy_1. Denn ansonsten wére ¢g;_; ein nicht konstanter gemeinsamer Faktor von
dj_o und dpyy_1 mit

ged(dg—2, dpynt1) = gr—1 # 1,

was erneut zum Widerspruch zur Wahl von N fiihrt.

Es folgt daraus, dass gy teilbar durch g ist beziehungsweise g teilbar durch g, _; ist.
Aber dann wére g;_; ein nicht konstanter gemeinsamer Teiler von ¢ und r; . Dies ist
ein Widerspruch zu (3.14). Dieser Widerspruch zeigt, dass dj konstant ist und somit fj
ein Polynom. 0

Im Folgenden wollen wir den flinften Schritt des Gosper-Algorithmus beweisen und
so den Beweis des Algorithmus abschlieSen. Dieser Schritt des Algorithmus dient dazu ei-
ne obere Gradschranke fiir das Polynom f; zu suchen. Nachdem eine obere Gradschranke
gefunden wurde, kann f; als allgemeines Polynom vom berechneten Grad in die Rekursi-
onsgleichung (3.11) eingesetzt werden. Im Anschluss daran kann durch Koeffizientenver-
gleich f; berechnet werden. Ist ein f; nicht zu finden, so kann schlussgefolgert werden, dass
der Eingabeterm nicht gospersummierbar ist. Die Berechnung der oberen Gradschranke
von fj erfolgt durch das folgende Lemma:

Lemma 3.8 Fine obere Gradschranke fir den Grad des Polynoms fy ist bestimmt durch
den folgenden Algorithmus:

1. Falls deg(qrs1 + 1x) < deg(qr1 — %), dann gilt
deg(fr) = deg(px) — deg(qer1 — ).
2. Falls n := deg(qx+1 + ri) > deg(qer1 — k), dann sei a der Koeffizient von k™ des

Polynoms qu1 + 11, und b der Koeffizient von k"1 des Polynoms qu41 — 7.
FEine Fallunterscheidung wird betrachtet:
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(a) Falls =2 € —N, dann gilt
deg(fx) = deg(px) —n + 1.

(b) Falls —2 € Ny, dann gilt

2b
deg(fr) < max {—a,deg(pk) —n+ 1} :

Beweis: Wir betrachten die Rekursionsgleichung (3.11) und schreiben diese wie folgt um

Pr = Qe1.fe — T i
Jo+ Jeor + o = fo1 kak + Som1 = Jo + foa

= Gk+1 5 5
- Jr+ fea Je+ fea Jr — Je Jr — Je
= Qk+1 9 — Tk 9 + Qrt+1 5 + Tk 5
+ Jr— — Ji—
= (Qrt1 — Tk)fk2fk1 + (@1 + Tk)kafkl (3.22)
Sei fj verschieden vom Nullpolynom, dann gilt folgende Gradbeziehung
deg(fx — fr—1) = deg(fi + fr—1) — 1. (3.23)

Dies ist damit zu begriinden, dass der Koeffizient von k£ mit dem hochsten Exponenten
bei fr — fr_1 verschwindet, wohingegen er bei fi. + fr_1 bestehen bleibt. Sei deg(0) := —1,
dann gilt (3.23) auch fiir von 0 verschiedene, konstante f;. Falls

deg(qrr1 + i) < deg(qry1 — 71) gilt, dann hat der zweite Summand von (3.22) einen
kleineren Grad als der erste Summand, was die erste Aussage liefert. Gelte

deg(qrr1 + 1) > deg(qrr1 — rx) und sei m der Grad von f und fr = ck™ + ---. Dann
erhalten wir fiir die Gleichung (3.22):

pr = (Dk" 1 4--) ((Ckmrm)+<C<k_1)m+m))+

2
(@kn—l-b/{n*l_k.,_) ((Ck‘m—l—...)—(Qc(k—l)m—|-...))
spp=Ok" 4 (<C’“m+"')+((ckm2+cmkn1...)+..,)>+

(k™ 4 bkt 4 ) ((C’f”'“) - (ck:ﬂmkmw---))
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3. GOSPER-ALGORITHMUS

Wir klammern ck™""~! aus und erhalten folgende Darstellung:

(b + a72n> ck™*"=! + Terme niedrigeren Grades.

Der Koeffizient von k"™ ! ist gleich 0, wenn m = —%b ist. Ist m € —N, so erhalten wir
den Fall 2.(a), sonst Fall 2.(b).
OJ

Der Gosper-Algorithmus wurde nun vorgestellt und bewiesen. Jetzt werden Beispiel-
aufgaben mit dem Gosper-Algorithmus behandelt, wodurch die Nutzung des Algorithmus
verdeutlicht werden soll. Die ndchsten beiden Beispiele 3.9 und 3.10 sind aus [KOE14]
entnommen.

Beispiel 3.9 (Polynome) Polynome sind gospersummierbar, da jedes Polynom ay eine
polynomielle Antidifferenz sy besitzt. Zundchst einmal bilden wir a’;—:l und wdhlen p, =1,
Gk = ap und ry = ag_1. Da die Bedingung (3.14) von Lemma 3.5 fir j = 1 nicht
erfullt ist, ist die 1 in der Dispersionsmenge enthalten. Mit der im Beweis von Lemma
3.5 beschriebenen Ersetzungsregel aktualisieren wir py, qx und v durch pp = ay, q = 1
und ry = 1. Durch diese Wahl der Funktionen ist nun die Bedingung (3.14) erfillt. Es

ergibt sich fir die Rekursionsgleichung

ar = fe — fe-1-

Nach (3.7) gilt fr = sk+1. Da deg(qr+1 +1%) = 0 und deg(qr1 — 1) = —1 gilt, betrachten
wir Fall 2 von Lemma 3.8. Mit a = 2 und b = 0 ergibt sich mit 2.(b) die obere Gradschranke
deg(fr) = deg(ax) + 1. Die Koeffizienten von sy kénnen durch das Lisen des linearen
Gleichungssystem mit deg(ag) + 1 Unbekannten bestimmt werden.

Beispiel 3.10 (Rationale Funktionen) Wir betrachten den Term ay = 1 und suchen

hierfiir eine hypergeometrische Antidifferenz, sofern diese existiert. Wir wdhlen py =
1, g := k—1 und ry := k. Durch diese Wahl ist die Bedingung (3.14) erfillt. Nach
Lemma 3.8 erhalten wir fir die Gradschranke von fi. die 0. Mit f, = by erhalten wir die
Rekursionsgleichung

1:b0k—b0k20

Daraus kénnen wir schlussfolgern, dass keine Lésung existiert und somit nicht jede ra-
tionale Funktion eine hypergeometrische Antidifferenz besitzt. Mit diesem Beispiel wurde
zusdtzlich gezeigt, dass die harmonischen Zahlen
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3. GOSPER-ALGORITHMUS

keinen hypergeometrischen Term bilden. Eine rationale Funktion ist gospersummierbar,

wenn sie eine rationale Antidifferenz besitzt. Tritt dieser Fall ein, so kann sy mit dem

Gosper-Algorithmus bestimmt werden. Als ndchstes Beispiel betrachten wir die rationale
1

Funktion a, = D Es gilt

Ap+1 _ k
ag k+2

Nach Lemma 3.5 konnen wir pr == 1, q := k — 1 und vy := k 4+ 1 wdhlen und nach
Lemma 3.8 ergibt sich mit dem Fall 2.(b) fir die obere Gradschranke deg(fy) = 1. Wir
setzen fr = b1k + by und erhalten die Rekursionsgleichung

1= k(bik + by) — (k+ 1)(bi(k — 1) + bg) = by — by.

Da wir den Grad von fr so gering wie méglich halten wollen, setzen wir by = 0 und
erhalten so fr = —1. Die Antidifferenz sy ist somit nach (3.8) durch

1
S = — 7

k
gegeben.

Beispiel 3.11 In diesem Beispiel werden wir iberprifen, ob der Summand

ag = (Z) (g — k) der Summe 3", (Z) (% — k:) gospersummierbar ist. Wir bilden

arr1  (—n 42k +2)(—n+k)

ar  (k+1)(—n+2k)
und wihlen pp = 1, qx == —(—n + 2k)(—n + k — 1) und ry = k(—n + 2k — 2), wel-
che der Bedingung (3.14) nicht geniigen. Daher aktualisieren wir die Funktionen mit der
Ersetzungsregel zu

pk:_n+2k7
Qk:n+1—k,
Tk:k.

Mit dieser Wahl der Funktionen ist die Dispersionsmenge leer und die Bedingung (3.14)
erfillt. Fir die obere Gradschranke von fy liefert Fall 1 in Lemma 3.8 deg(fx) = 0. Mit
fr = by erhalten wir die Rekursionsgleichung

und daraus ergibt sich mit by = —1 die Funktion fi, = —1. Nachdem wir f; in die Glei-
chung (3.8) einsetzen, bekommen wir die gesuchte Antidifferenz

1/n
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3. GOSPER-ALGORITHMUS

Da das Intervall der gegebenen Summe durch [0, m] gegeben war, erhalten wir mit

so=0 und

m—+1 n
Smal = ———
i 2 \m+1

2 G-

Die Aufgabenstellung des nichsten Beispiels ist aus [KAP05] entnommen und zeigt die
Machtigkeit des Gosper-Algorithmus bei einer komplexeren Aufgabe:

die Identitat

3

Beispiel 3.12 Wir betrachten den Term ay = T
i=

Antidifferenz finden. Es gilt

und wollen eine dazugehorige

TGP+ D] (R + 1)

Ak [H?i—l (2 + 1)]k3

Nach Vereinfachung erhalten wir

Ap+1 (k’ + 1)3 1

ag K (k+1)83+1

Nun setzen wir p, := k®, qr := 1 und ry := k> + 1, womit die Bedingung (3.14) erfiillt ist.
Nach Lemma 3.8 erhalten wir nach Fall 1 als Gradschranke deg(fy) = 0. Mit f, = by und
der Rekursionsgleichung

E* = by — (K* 4+ 1)bg
k* = — K%
ergibt sich fir f, = —1 die Antidifferenz

KB4+l 1
(G +1) =i +1)

Im letzten Beispiel dieses Kapitels ist die Aufgabenstellung aus dem Buch [BCL82| ent-
nommen.

Beispiel 3.13 Wir wollen die Identitdit

i pgk (nz—n—1)z" — 2
= (x —1)?
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3. GOSPER-ALGORITHMUS

mit dem Gosper-Algorithmus beweisen. Hierzu definieren wir aj, := kx* und berechnen
das Verhdltnis

ar1 (k4 1)z
ag B k )

Nun setzen wir py := 1, qx := kx und r, := k — 1, womit die Bedingung (3.14) nicht
erfillt ist, denn die Dispersionsmenge ist mit J = {1} nicht leer. Mit der Ersetzungsregel
aus dem Beweis von Lemma 3.5 aktualisieren wir pg, qx und rp durch pp =k, @ = x und
r, = 1. Durch diese Wahl ist die Bedingung (3.14) nun erfillt. Mit Lemma 3.8 bekommen
wir als obere Gradschranke mithilfe von Fall 1 deg(f) = 1. Wir setzen fr = bik + by in
die Rekursionsgleichung

ein und leiten daraus durch Koeffizientenvergleich das lineare Gleichungssystem
0= blx - bl —1
0= boili’ + bl — bo

ab. Wir lésen nach den Unbekannten auf und erhalten mit by = —ﬁ und by = ﬁ die
Funktion

k 1
= T e

Daraus ergibt sich die gesuchte Antidifferenz
(k= 1)z — k)

R
Mit den Randwerten
S = _(x—xl)Q und
_ (nz—n—1)z""!
S PV
ist die Identitdt
i fh — (nx —n—1)z" — o
= (x —1)2

damit bewiesen worden.

Nachdem wir nun den Gosper-Algorithmus im Detail kennengelernt haben, kénnen wir
uns dem Zeilberger-Algorithmus widmen. Durch die Einbettung des Gosper-Algorithmus
in den Zeilberger-Algorithmus ist dieser von grofler Bedeutung und fiir das Versténdnis
des Zeilberger-Algorithmus wichtig.
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4. Zeilberger-Algorithmus und
Petkovsek-Algorithmus

Im zweiten Kapitel haben wir den Fasenmyer-Algorithmus vorgestellt. Dieser findet eine
Rekursionsgleichung fiir eine Summe der Form

sn= > F(n,k), (4.1)
k=—00

wobei F'(n, k) ein hypergeometrischer Term nach Definition 2.14 ist. Der Fasenmyer-
Algorithmus hat einige Nachteile, die wichtigsten sollen kurz angerissen werden. Der Al-
gorithmus liefert keinerlei Aussage zur Existenz einer Losung. Daher weifl man vor einer
bestimmten Eingabe nicht, ob eine Losung gefunden werden kann. Zudem hat die Wahl
der beiden Summationsgrenzen willkiirlichen Charakter. Es ist nicht klar, wie I und J
gewdhlt werden sollen. Liefert die Wahl von J keine Losung, so kann durch Erhohung
der Ordnung der Rekursion die Losbarkeit erreicht werden. Ein Problem ist jedoch, dass
die Information zu der benétigten Ordnung nicht bekannt ist. Des Weiteren ist nicht
sicher, dass der Algorithmus die holonome Rekursionsgleichung niedrigster Ordnung fin-
det. Es kann nur gewahrleistet werden, dass eine Rekursion gefunden wird, sofern eine
existiert. Das grofite Problem des Fasenmyer-Algorithmus ist die Komplexitét, denn bei
jedem Durchgang muss ein lineares Gleichungssystem der Ordnung (I + 1)(J + 1) gelost
werden.

Im néchsten Kapitel haben wir mit dem Gosper-Algorithmus fiir einen gegebenen hy-
pergeometrischen Term F'(k) eine diskrete Stammfunktion G(k) gesucht, welche

F(k) = G(k+1) — G(k)

erfillt. Falls solch ein G(k) existiert, so ist der Term F'(k) unbestimmt gospersummierbar.
Es gibt jedoch viele Summanden, die nicht unbestimmt, sondern bestimmt summierbar
sind. In diesen Fallen ist der Summand nicht gospersummierbar und daher findet der
Gosper-Algorithmus keine geschlossene Form fiir die Summe s, aus (4.1), obwohl eine
geschlossene Form existiert.

4.1 Zeilberger-Algorithmus

In diesem Kapitel wird der Zeilberger-Algorithmus vorgestellt, welcher ein Zusammen-
spiel beider Algorithmen ist. Der Zeilberger-Algorithmus sucht genau wie der Fasenmyer-
Algorithmus eine holonome Rekursionsgleichung und funktioniert im Grunde wie der
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Gosper-Algorithmus, mit dem Unterschied, dass sich der Algorithmus mit der bestimmten
Summation beschéftigt. Wir setzen fur dieses Kapitel voraus, dass der Summand F'(n, k)
von (4.1) einen endlichen Tréger hat, das heifit, dass die Summe fiir jedes n € Z nur fiir
endlich viele k& Summanden F'(n, k) ungleich 0 ist. Das Ziel, um das wir uns bemiihen,
ist eine geschlossene Form beziehungsweise eine Rekursionsgleichung fiir die Summe s,, zu
finden. Die Sdtze und Beweise aus diesem Kapitel sind aus [KOE14] entnommen.

Wir wollen zunéchst zeigen, dass die Anwendung des Gosper-Algorithmus auf die
bestimmte Summe (4.1) nicht zum Ziel fiithrt, weil fiir einen hypergeometrischen Term
F(n, k) keine geschlossene Form s,, # 0 gefunden werden kann. Hierzu fithren wir folgen-
den Satz ein:

Satz 4.1 Sei F(n,k) fir alle n € Ny wohldefiniert und habe einen endlichen Trdger.
Zusdatzlich sei F(n, k) ein hypergeometrischer Term nach Definition 2.1/ und gospersum-
maierbar beziiglich k mit einer hypergeometrischen diskreten Stammfunktion

G(n,k) = R(n,k)F(n, k), die fir alle k € Z endlich sei. Dann gilt

i F(n,k)=0

k=—o00

fir alle n € Ny, fiir welche der Nenner der rationalen Funktionen R(n,k) € K(n, k) nicht
0 ist.

Beweis: Da F(n, k) gospersummierbar beziiglich k ist, existiert zu F' eine hypergeome-
trische diskrete Stammfunktion G(n, k), fiir die

F(n,k)=Gn,k+1) — G(n,k) (4.2)

gilt. Wird (4.2) tuber alle k& € Z summiert, so erhalten wir

[e.e]

i F(n, k)= Y (G(n,k+1) = G(n,k)) =0.

k=—o00 k=—o0c0

Die Summe ergibt in der Tat 0, da sie eine Teleskopsumme ist und daher die Auswertungen
an den Grenzen gegenseitig wegfallen. Da F'(n, k) einen endlichen Tréger hat, erhalten
wir eine endliche Summe der Form

ki F(n,k) :;F(n,k),

wobei a und b die natiirlichen Grenzen von F(n,k) darstellen. Es ist moglich, dass G
fiir bestimmte n € Ny Singularitdten besitzt. Diese sind dann die Pole von R, da G ein
rationales Vielfaches von F’ ist. U
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Der Satz 4.1 besagt also, dass die direkte Anwendung des Gosper-Algorithmus auf F'(n, k)
keine hypergeometrische diskrete Stammfunktion G(n, k) liefert, sodass

F(n,k) = G(n,k + 1) — G(n,k) gilt. Die Idee von Zeilberger ist nun, den Gosper-
Algorithmus nicht auf F'(n, k), sondern auf den Ausdruck

ar == F(n, k) + > o;(n)F(n+ j,k) (4.3)

=1

mit einem geeigneten J € Ny anzuwenden. Die unbekannten Variablen o;, j = 1,...,J
sollen nicht von k sondern nur von n abhéngig sein. Wir wollen nun tiberpriifen, ob (4.3)
ein zuldssiger Eingabeterm fiir den Gosper-Algorithmus ist. Hierzu reicht es zu zeigen,
dass ay ein hypergeometrischer Ausdruck ist. Das Verhéltnis

Aht1 _ F(n,k+1) + 23’7:1 oj(n)F(n+j,k+1)

ag F(n,k) + Z}'le a;(n)F(n+j,k)

Fin ke )14+ oi(n F(n:}k—i—l)

(n,k+1) j=1 J( ) F(n,k+1) —%EK(n,k) (4.4)
v

F(nk) 145 05(n) S5is) w

ist rational beziiglich n und k und folglich ist a; ein hypergeometrischer Term. Im Fol-
genden werden wir nun die einzelnen Schritte des Gosper-Algorithmus auf den hypergeo-
metrischen Eingabeterm (4.3) anwenden. Hierzu bestimmen wir zunéchst das Verhéltnis
il geméB (4.4) und suchen die Funktionen py, ¢ und 7y, welche die Bedingung (3.14)
erfiillen sollen. Wir definieren p;, := 1, ¢ := ug_1 und r; := v,_1 und stellen fest, dass fiir
j = 1 die Ungleichheit

ng(Qkﬂ”kH) =qp # 1

gilt und deshalb die Bedingung (3.14) nicht erfiillt ist. Folglich ist die 1 zu Beginn immer
in der Dispersionsmenge enthalten. Um die 1 aus der Dispersionsmenge zu eliminieren,
werden pg, qr und r, mit der Ersetzungsregel aus Lemma 3.5 aktualisiert, worauthin p
die unbekannten Variablen o;(n), j = 1,...,J in linearer Form enthélt. Nachdem wir die
Polynome pg, g, und 7, aktualisiert haben, erfiillen sie die Bedingung (3.14) und wir
kénnen nun im néchsten Schritt die Gradschranke M fiir f, mit Lemma 3.8 bestimmen.
Dabei wird M so gesucht, dass die Gradschranke fiir alle n giiltig ist. Ist M gefunden, so
wird das allgemeine Polynom

fk = bo+b1/€++bM]€M
definiert und anschlieend in die Rekursionsgleichung gemaf

Pr = Qk+1fk — Tk fr-1
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eingesetzt. Durch Koeffizientenvergleich kénnen nun die unbekannten Koeffizienten b,
[l =0,..,M von f;, und die unbekannten Variablen o;, j = 1,...,J von a; gleichzeitig
bestimmt werden. Nach der erfolgreichen Bestimmung der Koeffizienten erhalten wir mit
(3.8) eine Antidifferenz

.
G(n k) = = fr_yax
Pk

zu ay, wobei ay, (4.3) entspricht. Zudem wird eine Menge rationaler Funktionen
o;(n) € K(n) gefunden, so dass

G(n,k+1)—G(n, k) =a, = F(n, k) + zjzaj(n)F(n + 4, k)

Jj=1

gilt. Wird nun a;, iber k € Z summiert, so ergibt sich

ki: ay = ki: (F(n, k) + ;Jj(n)F(n + 7, k))
J 0o
— 5, + ; 0 (n)$nsj = ; (G(n,k+1) = G(n,k)) =0.

Auch hier ist die Summe eine Teleskopsumme und folglich 0. Multiplizieren wir mit dem
Hauptnenner, so bekommen wir die gesuchte holonome Rekursionsgleichung der Ordnung
J fir die Summe s,, in der Form

J
Z Uj(n)sn+j =0.
j=0

Der beschriebene Algorithmus von Zeilberger wird nun an einem Beispiel veranschaulicht.

Beispiel 4.2 Gegeben sei die hypergeometrische Summe

S = _(—1)" (k) ., n € 2Ny

k=0

und gesucht ist eine holonome Rekursionsgleichung erster Ordnung. Wir definieren zundchst

Fin, ) o= (~1)" (Z)

und stellen den Ansatz fir den Zeilberger-Algorithmus wie folgt auf:

ak = Fn k) + on(m)F(n +1,k) = (—1>"<Z> +oi(n)(=1)""! (nz 1) .
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Im ersten Schritt des Algorithmus berechnen wir das Verhdltnis

g1 (—n — 1+ k)*(—n0y + k* — 2kn +n? — 2noy — 0y)
ap  (—n2oy + k% — 2kn +n? — 2noy — 2k +2n — o + 1)(k +1)2

und leiten daraus die Funktionen py, qx und ri ab. Da die Dispersionsmenge die Zahl 1
enthdlt, muss diese erst einmal durch Umschreiben der Funktionen eliminiert werden. Es
ergeben sich

Dk = —nloy + k% —2kn+n? —2noy — 2k +2n — oy + 1,
G = (—n—2+k)?
T = kz:
welche folglich die Bedingung (3.14) erfillen. Lemma 3.8 liefert die obere Gradschranke
1 fir fi, wodurch wir die Funktion fi = bik + by erhalten. Anschlieflend setzen wir fi in
die Rekursionsgleichung (3.11) ein und erhalten die Gleichung
—nloy+k*—=2kn+n®—2noy —2k+2n—o, + 1

aus der wir durch Koeffizientenvergleich beziiglich k folgendes lineare Gleichungssystem
(—n — 1) + (=2n —2)by+2n+2 =10
(—n — 1)%bg +n*oy —n* +2no; —2n+o0, —1=0
aufstellen. Aus diesem Gleichungssystem erhalten wir die unbekannten Variablen

13n+1 b 1 (n) 1n+1
=—— = o1(n) == :
2on+1" ! 22n + 1

0 TESY

Somit resultiert die Rekursionsgleichung

1n+1

1 —o. 4.
it oot =0 (4.6)

Wir werden nun zeigen, dass diese Rekursionsgleichung explizit l6sbar ist. Wir stellen

hierfiir die Behauptung

| n 2n '
sn = (=1) En!))2

(4.7)
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auf und beweisen diese per vollstindige Induktion:

n=0: 50::ﬁic—mn<z>2::p—n"<2>2::1

k=0
(2n)!

(nl)
= (-1

~—

n—n+1: Sein €N und gelte s, = (—1)" . Dann folgt mit Gleichung (4.6) :

(2(n+1))!
(n+ 112~

2(2n + 1)
(n+1)

Die Behauptung (4.7) ist damit bewiesen.

Sp+1 = —

Nachdem nun die Vorgehensweise vom Zeilberger-Algorithmus an einem Beispiel erlautert
wurde, konnen wir diesen Algorithmus folgendermafien als Pseudo-Code aufschreiben:

Algorithmus 4.3 (Zeilberger) Der Algorithmus sucht eine holonome Rekursionsglei-
chung fiir die hypergeometrische Summe s,,.
Gegeben: s, = Y pez F(n, k).

Gesucht: holonome Rekursionsgleichung fir s,.

1. Eingabe: F(n,k) # 0, wobei F' ein hypergeometrischer Term nach Definition 2.14
15t.

2. Setze fir die Ordnung der gesuchten Rekursionsgleichung J := 1.
3. Mache den folgenden Ansatz
J
ap = F(n.k) + ) o;F(n+j,k),
j=1
wobei die Funktionen o; nur von n abhdingen, das heifit o; = o,;(n).

4. Wende den angepassten Gosper-Algorithmus auf ay, an. Lise dabei im finften Schritt
des Gosper-Algorithmus aus dem linearen Gleichungssystem gleichzeitig die unbe-
kannten Koeffizienten b;, | = 0,...,M von f; und die unbekannten Variablen o,

j=1,...,J.
5. Falls der Algorithmus erfolgreich ist, wird eine Antidifferenz G(n, k) mit der Eigen-
schaft
ap = G(n,k+1) — G(n, k)
gefunden.

Es ist zu beriicksichtigen, dass ganzzahlige Nullstellen im Nenner beziiglich n auf-
treten konnen. In diesen Féllen ist das rationale Zertifikat R(n, k) = %}ck) fiir die
Rekursionsgleichung mdglicherweise nicht giiltig. Falls der Algorithmus in Schritt 4
nicht erfolgreich war, dann erhéhe J um 1 und gehe zu Schritt 3 zuriick.
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6. Ausgabe: holonome Rekursionsgleichung der Form

J
Sn+ Y 0j(n)su; =0
=1

fiir sy,.

Wir wissen, dass in Schritt 5 des Algorithmus die Ordnung J der gesuchten Rekursions-
gleichung um 1 erhoht wird, falls der Algorithmus nicht erfolgreich war. Dariiber hinaus
wissen wir, dass der Algorithmus nicht immer die Rekursionsgleichung mit der niedrigsten
Ordnung findet. Wir werden uns nun mit der Frage beschéftigen, ob sichergestellt wer-
den kann, dass der Algorithmus wirklich terminiert. Hierfiir werden wir zunéchst einen
zuldssigen hypergeometrischen Eingabeterm F'(n, k) definieren. Dieser hat einen endli-
chen Trager und kann in der Form F(n,k) = P(n, k;)ggzllgw”zk geschrieben werden,
wobei P(n, k) den polynomiellen Anteil und Q(n, k) sowie R(n, k) den faktoriellen Anteil
darstellen. Q(n, k) und R(n, k) bestehen aus Produkten von Gammatermen, deren Ar-
gumente zudem ganzzahlig oder rational linear sind. Dann werden wir zeigen, dass der
Zeilberger-Algorithmus fiir den zulédssigen hypergeometrischen Term terminiert.

Definition 4.4 Sei F(n, k) ein zuldssiger hypergeometrischer Term. Dann hat F einen
endlichen Trager und die Form

F(alk_{_ﬁln_}—cl)F(Oépk_l_ﬂpn_{_cp)wnzk (4 8)
L(yk+oin+dy) - - T(ygk + dgn + dy) ’ '

F(n,k) = P(n, k)

wobei P(n, k) € Kn, k|, ay, Bi, vi, 0 € Z, und ¢, dj, w, z € Q gelten.

Fiir einen zuldssigen hypergeometrischen Term gilt folgender Satz:

Satz 4.5 Sei F(n, k) ein zulassiger hypergeometrischer Term. Dann existiert eine k-freie
Rekursionsgleichung der Form

I J
22 aij(m)F(n+jk+i) =0 (4.9)

mit Polynomen a;j(n) fir I und J grof genug. Genauer: Fir die Eristenz dieser Rekur-
stonsgleichung sind die Bedingungen

p q p q
Iz dyi= Yool + Y bl und 12 (321814 Y160 = 1) - Jo + deg(P(n. k) (4.10)
=1 =1

=1 =1

hinreichend, aber nicht notwendig.
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Beweis: Sei N der Vorwartsoperator beziiglich n und K der Vorwértsoperator beziiglich
k, gegeben durch

N'F(n,k)=F(n+3j,k) und
K'F(n,k) = F(n, k +1).

Dann kénnen wir mit KN/ F(n, k) = F(n + j, k + i) die Rekursionsgleichung (4.9) um-
schreiben zu

J
a;;(n)K'NT F(n, k) = 0. (4.11)
0

>

=0 j=

=:H(N,Kn)

Da jedes a;;(n) ein Polynom in n ist, stellt H (N, K, n) ein Polynom beziiglich der Variablen
N, K und n dar. Wir nehmen nun an, dass F'(n, k) ein zulédssiger hypergeometrischer Term
ist und wollen zeigen, dass H(N, K,n)F(n, k) ebenfalls ein zuléssiger hypergeometrischer
Term ist. Hierzu sei F'(n, k) wie in (4.8) und H durch

H(N,K,n) ZZCLU KZNJ
=0 7=0

gegeben. Wir definieren

Hle F(qu? + Bln -+ S(—Oél)oqf + S(—ﬁl)ﬁlj + Cl) n k
Hle F(’}/l]f + (5m + 8(—’)/1)’}/11 + S<—5l)(5lJ + dl)

H(n, k) =

wobei die Funktion s(z) als Heaviside-Funktion bezeichnet wird und durch

{1, falls # > 0
s(z) =

0, sonst

definiert ist. Wir wissen, dass fir alle : =0, ...,/ und j =0, ..., J der Ausdruck
a;; K'NVF(n, k) ein polynomielles Vielfaches von H(n, k) ist und somit

a; K'NIF(n, k) = pi(n, k)H(n, k), pij(n, k) € Q[n, k] (4.12)

gilt. Da eine endliche Summe von Polynomen ebenfalls ein Polynom ist, folgt, dass
H(N,K,n)F(n,k) ein zulassiger hypergeometrischer Term ist. Der polynomielle Faktor
pij € Q[n, k] aus Gleichung (4.12) hat beztiglich k héchstens den Grad

D= degP(n.h) + (‘_i‘|al|+i|w|)f+ (3160 + 3l

=1 =1 =1
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Wenn wir nun die Gleichung (4.12) tber ¢ =0, ..., und j = 0, ..., J summieren, erhalten
wir

IJ
>N ay K'N7F(n, k) Zmenk (n, k)
1=0 j=0 =0 j=0
1
H(N,K,n)F => "> pi(n,k)H (n, k).
0

=0 j=

Nach Gleichung (4.11) muss
I J B
> pij(n,k)H(n, k) =0
i=0 j=0
gelten, und zwar fiir alle £ € Z. Dies ist genau dann erfiillt, wenn
1 J
k) =22 pij(n,k) =0
i=0 j=0

fiir alle k € Z gilt. Nach Koeffizientenvergleich erhalten wir hochstens D + 1 lineare Glei-
chungen mit (I +1)(J 4 1) Variablen. Das resultierende lineare Gleichungssystem besitzt
eine nichttriviale Losung, wenn die Anzahl der Variablen hoher ist als die Anzahl der
Gleichungen, also wenn (4.10) gilt. O

Es gilt das folgende Korollar:

Korollar 4.6 Sei F(n, k) ein zuldssiger hypergeometrischer Term und existiere eine Re-
kursionsgleichung der Ordnung J. Dann existieren Polynome o; € Q[n], j =0, ..., J, die
nicht alle 0 sind, und ein zuldssiger hypergeometrischer Term G(n,k) = R(n,k)F(n,k)
mit einer rationalen Funktion R(n, k), sodass

J
>_o(MF(n+ j,k) = Glnk+1) = G(n, k)

gilt.

Beweis: Sei fiir einen zuldssigen hypergeometrischen Term F(n, k) die Rekursionsglei-
chung in der Form

zz%‘(n)F(nJﬂakﬂLi) (4.13)

fir I, J € Ny gegeben. Mit den Shiftoperatoren N und K, wie im vorigen Beweis, konnen
wir die Gleichung (4.13) umschreiben zu

H(N,K,n)F(n,k) =0.
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H(N, K,n) ist ein Polynom, welches wir zu
H(N,K,n) = H(N,1,n) + (1 — K)V(N, K,n)

umformulieren kénnen, wobei V' ein Polynom ist. Wenn wir dies nun auf die Gleichung
(4.13) anwenden, erhalten wir

0=H(N,K,n)F(n,k)=H(N,1,n)F(n,k)+ (1 - K)V(N,K,n)F(n,k)
und es folgt
H(N,1,n)F(n,k) = (K —1)V(N, K,n)F(n, k). (4.14)
Wir setzen G(n, k) := V(N, K,n)F(n, k) und erhalten fiir (4.14)
H(N,1,n)F(n,k) = G(n,k+1) — G(n,k),
3

welche eine Darstellung der Form (4.1
Vielfaches von F'(n, k), da V(N, K,n)F(n, k) eine Linearkombination mit polynomiellen
Koeffizienten ist. Da F' von der Form (4.8) ist, ist jedes F'(n + j,k + i) ein rationales
Vielfaches von F(n, k). O

)
) entspricht. Weiterhin ist G(n, k) ein rationales
(n
(4

Dies fiihrt schliellich zu dem folgenden Korollar:

Korollar 4.7 Fiir Summen mit einem zuldssigen hypergeometrischen Term terminiert
der Zeilberger-Algorithmus.

Beweis: Mit dem Beweis zum Korollar 4.6 haben wir gezeigt, dass eine Rekursionsglei-
chung fiir einen zuldssigen hypergeometrischen Term nach Definition 4.4 existiert. Das
bedeutet, dass Zeilbergers Ansatz

J
>0 () F(n+ 3, )

eine zuléssige hypergeometrische Antidifferenz G(n, k) fur geeignete o;(n), j =0, ..., J und
J € Ny besitzt. Dies ist damit zu begriinden, dass der Gosper-Algorithmus ein Entschei-
dungsalgorithmus ist und somit ein G(n, k) findet. Falls F'(n, k) einen endlichen Trager
hat, wird die gewtlinschte holonome Rekursionsgleichung geméafl Schritt 6 des Zeilberger-
Algorithmus gefunden. U

Der Zeilberger-Algorithmus terminiert fiir alle zulédssigen hypergeometrischen Terme. Dies
impliziert jedoch nicht, dass der Algorithmus fiir alle hypergeometrischen Terme termi-
niert.

Nun werden zwei Beispiele vorgerechnet, fiir die der Zeilberger-Algorithmus terminiert

und eine holonome Rekursionsgleichung findet. Die Aufgabenstellungen sind aus [GKP94]
entnommen.
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Beispiel 4.8 Wir betrachten die Summe

(x) =3 (” Z k) o

k=0

und suchen hierfir eine holonome Rekursionsgleichung. Mit F(n, k) := (”Zk> 2F definieren
wir zundchst den Ansatz

ax = F(n, k) + on(n)F(n+1,k) = (” Z ’“) 2+ v (n) (” * Z * 1) & (4.15)

und berechnen das Termverhaltnis

Ah+1 _ (nﬁjl) 1 4 o1(n) (n:ﬁﬂ) s
a (n-’:kz) PL (n) (n—i—l’:-&-l) Sk
(n+k+1)z(koy + noy +n + 201 + 1)
(kor +noy+n+o+1)(k+1)

Hieraus leiten wir p, =1, ¢z = (n + k)z((k —1)oy + noy +n+ 207 + 1) und

rE = ((k — 1oy +noy +n+ o + 1) ab. Die Dispersionsmenge enthdlt die 1, sodass die
Bedingung (3.14) nicht erfillt ist. Mit der bekannten Ersetzungsregel aktualisieren wir py,
qQr und ry zu

pr = koy +noy+n+op + 1,
a = z(n+ k),
T'k:k.

Mit Fall 1 vom Lemma 3.8 erhalten wir fir f die obere Gradschranke deg(fy) = 0. Wir
setzen f, = by in die Rekursionsgleichung (3.11) ein und erhalten

k'0'1+710'1+n+0'1+1:Z(n—i‘k—i‘l)bo—i‘kb()
O:k(al—zb0+bg)—|—n01+n+01+znb0+zbo+1.

Mit einem Koeffizientenvergleich beziiglich k ergibt sich folgendes Gleichungssystem

Zbg—bo—O'lzo
z(n+1bp—om—n—0o,—1=0,

aus dem wir die unbekannten Variablen

bp=1, oi1(n)=2z-1.
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berechnen. Somit ergibt sich fir unseren Ansatz (4.15)
Fn,k)+(z—1)F(n+1,k)=G(n,k+1)—G(n,k),

wobei

ri F(n, k) n+k\ 4
G(n, k)= — =
(n, k) pr n+1 k—1)°

gilt. Summieren wir nun tber 0 < k <n+ 1, so erhalten wir

sp(2) + F(n,n+ 1)+ (2 — 1)spy1(2) = G(n,n+2) — G(n,0) (4.16)

_ <2n + 2) 2 _ g <2n + 2) nt2
n+1 n

2 1 2 1
F(n,n+1) = < " )z"“: ( " )z”“

Wir wissen, dass

n+1 n

ist und folglich die Umstellung der Gleichung (4.16) nach s,y1 folgende Gleichung

Spt1(2) = ! <Sn(2) + (1 —22) <2n * 1) z"“) (4.17)

1—=2 n

liefert. Es ist zu erkennen, dass fiir z = % ein Spezialfall vorliegt, denn es resultiert die

2
Rekursionsgleichung

()20 3

Multiplizieren wir nun beide Seiten der Gleichung (4.17) mit dem Faktor (1 — 2)™*!, so
erhalten wir die Identitdt

-2y ("Z’f)zk —1+ ; — Z 3 <2:> (21— 2)".

k=0 k=1

Beispiel 4.9 Gegeben sei die Summe

n

sn(z) = > F(n, k)

k=0

mit F(n, k) = (";k) 2F. Wir suchen wie im vorigen Beispiel eine Rekursionsgleichung der

Ordnung J = 1. Wir wdhlen daher folgende Ansatzfunktion

_ 1—
ap := F(n, k) + o1(n)F(n+1,k) = (n i k>2k+01<n+k k)zk
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Das Verhdltnis ergibt
arr1  (—n—1+2k)(—n+2k)z(koy —noy + 2k —n +1)
ar (koy —noy +2k—n—o0; — 1)(—n+ k)(k+ 1)
Daraus folgen pr, = 1, g, = —(—n — 3+ 2k)(—n + 2k — 2)2(01(k —1)—noy+2k—1— n)
und 1y = (01(k —1)—noy +2k—3—n— 01)(—n — 1+ k)k. Da die Dispersionsmenge
nicht leer ist, aktualisieren wir die Funktionen und erhalten

pr = koy —noy +2k—n —op — 1,

g = — 2(—n + 2k — 2)(—n — 3 + 2k),

r, = (—n—14+k)k.
Da Lemma 3.8 deg(fi) = —1 liefert, existiert nach dem Zeilberger-Algorithmus keine
Rekursionsgleichung erster Ordnung. Wir werden nun die Ordnung der gesuchten Re-

kursionsgleichung um 1 erhéhen und den Algorithmus 4.3 ab dem dritten Schritt erneut
durchlaufen. Wir wdhlen jetzt den Ansatz

ap = F(n,k)+o1(n)F(n+1,k) 4+ o2(n)F(n+2,k)

_(n—k by n+1-—k kg n+2—-k\ ,
== L z 01 L z 09 L z .

Fiir das Verhdltnis erhalten wir
(2k%0y + k209 — 3knoy — 2knoy + noy + nloq + 4k — 4kn
A1 — kog +n%+noy + 2k —n)z(—n — 1+ 2k)(—n + 2k — 2)
ar  (2k%0y + k?0q — 3knoy — 2knos + noy + nloy + 4k? — 4kn — 4ko,y
— 3koy + n? + 3noy + 3noy — 6k + 3n + 201 + 209 + 2)(—n + k) (k + 1)

Diese Darstellung liefert uns

pr = 1,
e =— 2k — 1?01 + (k — 1)%0y — (3(k — 1))noy — (2(k — 1))noy + n’oy +nloy + 4(k — 1)?
— (k= 1))n—(k—1)oy +n*+noy + 2k —2 —n)z(—n — 3+ 2k)(—n + 2k — 4),

e = (2(k — 1)%01 + (k — 1)%0y — (3(k — 1))noy — (2(k — 1))nog + n’oy +n’oy +4(k — 1)?
— (4(k —1))n — (4(k — 1))oy — (3(k — 1))o9 + n* + 3noy + 3noy — 6k + 8 + 3n + 20,
+209)(—n — 1+ k)k.

Die Funktionen miissen aktualisiert werden, da die 1 in der Dispersionsmenge enthalten

ist. Nach der bekannten Ersetzungsregel erhalten wir nun die Funktionen

e = 2k%*01 + k*0y — 3knoy — 2knoy + nPoy + nloy + 4k* — 4kn — 4koy — 3koy +n? + 3noy
+ 3noy — 6k 4 3n + 201 + 205 + 2,

g =— (—n+2k —4)(—n — 3+ 2k)z,

e = (—n— 1+ k)k.

40



4. ZEILBERGER-ALGORITHMUS UND PETKOVSEK-ALGORITHMUS

Lemma 3.8 liefert fiir die gesuchte Funktion f, die obere Gradschranke 0. Nachdem wir
fr = by in die Rekursionsgleichung (3.11) eingesetzt haben und einen Koeffizientenver-
gleich beziiglich k durchgefiihrt haben, erhalten wir das lineare Gleichungssystem

02—4602—50—201—02—4
0=—(—4n —6)zby — (—n — 1)by + 3noy + 2noy + 4n + 40y + 302 + 6

0= (—n—2)(—n —1)zby — noy — n’oy — n* — 3noy — 3noy — 3n — 20, — 205 — 2.

Aus diesem konnen wir nach den Unbekannten {by,o1(n),02(n)} auflosen. Als Ergebnis

bekommen wir
1 1 1

bo = —;, al(n) = ;, O'Q(n) = —;

FEs ergibt sich gemdfS Schritt 6 des Zeilberger-Algorithmus folgende Rekursionsgleichung
zweiter Ordnung

1 1
Sn(z) + ;Sn—l—l(z) - ;STH—Q(Z) = 07 n=>0

& Spta(2) = 28,(2) + Spta1(2), n>0.

Im bisherigen Verlauf der Arbeit wurden Algorithmen vorgestellt, mit denen wir fiir
die bestimmte Summation eine Rekursionsgleichung finden kénnen. Dazu zidhlen unter an-
derem der Fasenmyer-Algorithmus und der Zeilberger-Algorithmus. Im Vergleich ist der
Zeilberger-Algorithmus deutlich effizienter, jedoch ist der Ordnungsbereich fir das Finden
der geschlossenen Form beschrankt. Bisher konnen wir lediglich eine Rekursionsgleichung
erster Ordnung in eine geschlossene Form bringen. In diesem Kapitel haben wir auch ge-
sehen, dass beim Zeilberger-Algorithmus die Ordnung der gesuchten Rekursionsgleichung
um 1 erhoht wird, falls der Algorithmus nicht erfolgreich war. Mit einer Forderung an
den Eingabeterm, namlich, dass der Eingabeterm F'(n, k) zuléssig nach Definition 4.4 ist,
konnen wir sicherstellen, dass der Algorithmus terminiert. Die obere Gradschranke kann
hierfiir bestimmt werden. Das heifit, dass der Zeilberger-Algorithmus theoretisch auch
Rekursionsgleichungen hoherer Ordnung bestimmen kann, es aber hierbei meist zu Pro-
blemen fithrt. Denn bei einer hoheren Rekursionsordnung(JJ > 5) werden die Ausdriicke so
komplex, dass die effiziente algorithmische Berechnung sehr zeitaufwendig und die erhal-
tenen Rekursionen sehr komplex werden. Ist die Rekursionsordnung also in einer héheren
Ordnung (J > 2), so stellt sich die Frage, wie wir eine geschlossene Form finden kénnen.
Im folgenden Abschnitt werden wir einen Algorithmus vorstellen, der dieses Problem 16st.

4.2 Petkovsek-Algorithmus

Der Petkovsek-Algorithmus findet fiir beliebige holonome Rekursionsgleichungen eine
Losung, falls solch eine existiert. Dieser ist ein Entscheidungsalgorithmus, welcher fiir
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eine gegebene Rekursionsgleichung entscheidet, ob hypergeometrische Losungen existie-
ren. Falls hypergeometrische Losungen gefunden werden kénnen, sind wir in der Lage
die gewiinschte geschlossene Form auszugeben. Der Petkovsek-Algorithmus beinhaltet
zwei Algorithmen. Zuerst werden fiir eine gegebene holonome Rekursionsgleichung Po-
lynomlosungen gefunden und anschlieSfend nach hypergeometrischen Losungen gesucht.
Die in diesem Kapitel aufgefithrten Algorithmen sind aus [KOE14] entnommen.

Algorithmus 4.10 (Polynomlésungen holonomer Rekursionsgleichungen)

Der Algorithmus findet alle Polynomlosungen einer gegebenen holonomen Rekursionsglei-
chung, sofern solche existieren.

Gegeben: holonome Rekursionsgleichung.

Gesucht: polynomielle Losungen der gegebenen holonomen Rekursionsgleichung.

1. FEingabe: holonome Rekursionsgleichung der Ordnung J der Form

Pj (n) Sntj = 0
0

J
Jj=

mit Polynomen
M
Pyn) =3 a;m™ € Kln)
1=0

wobei fiir den Koeffizienten von n™ fiir mindestens ein j € {0, ..., J} ajo # 0 gilt.
2. Setze m := 0.

3. Berechne fiir jedes | € {0,...,m}

7
N -
by = >_ '@t
j=0

Falls fir alle by, = 0 gilt, dann erhéhe m um 1 und wiederhole Schritt 3.
4. Sei N definiert durch

N = {N € Nof0 = fj (7)%}

1=0
das heifst die Menge N beinhaltet alle nichtnegativen Nullstellen von 3", (7) bim -

5. Falls N =0 gilt, dann existiert keine polynomielle Lisung.
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6. Ansonsten setze den Grad N := max{N} in die allgemeine Polynomlésung
sp=n" + 5N oy
ein und fiihre einen Koeffizientenvergleich beziiglich n durch. Lése das erhaltene
lineare Gleichungssystem nach den Unbekannten {6y, ...,0n}.
7. Ausgabe: Die polynomielle Léosung fiir s,,.

Der beschriebene Algorithmus ist eine Unterroutine, die wir fiir die Bestimmung aller
hypergeometrischen Losungen einer holonomen Rekursionsgleichung benétigen. Bevor wir
jedoch den Hauptalgorithmus von Petkovsek vorstellen, fithren wir zuvor das folgende
Lemma ein:

Lemma 4.11 (Darstellung rationaler Funktionen nach Gosper-Petkovsek) Jede
beliebige rationale Funktion t;, € K(k)\{0} besitzt eine Darstellung der Form
t, = Cpk+1 Gr+1

)
Pk Tk+1

wobei die Polynome py, qu, 1. € K[k] monisch? sind und C € K gilt. Dann sind zusditzlich
folgende FEigenschaften erfillt:

1. ged(qr,ritj) =1 V5 € Ny,
2. ng(p]C7q}€+1) - ]-7
3. ged(pr, i) = 1.

Das Lemma 4.11 wird an dieser Stelle nicht bewiesen, kann jedoch entweder in [KOE14]
oder in [PWZ96] nachgelesen werden.

Nun koénnen wir den Algorithmus von Petkovsek zur Bestimmung hypergeometrischer
Termlosungen einfiihren:

Algorithmus 4.12 (Lésungen holonomer Rekursionsgleichungen)

Der Algorithmus findet alle hypergeometrischen Losungen einer gegebenen holonomen Re-
kursionsgleichung, sofern solche existieren.

Gegeben: holonome Rekursionsgleichung.

Gesucht: hypergeometrische Losungen der gegebenen holonomen Rekursionsgleichung.

1. Fingabe: holonome Rekursionsgleichung der Ordnung J der Form
J
> Pi(n)sns; =0
=0

mit Polynomen Pj(n) € K[n].

2Polynome, bei denen der Leitkoeffizient gleich 1 ist.
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2. Setze L := {}.

3. Fihre fir alle Kombinationen der monischen Faktoren q, von Py(n—1) und r, von
Pj(n — J) folgende Schritte durch:

(a) Definiere fir j =0, ..., J die Funktionen

J J
h](n) = Pj(n) H dn+l H Tn+i-
=1

I=j+1

(b) Sei M := max{deg(ho(n)), ...,deg(hj(n))} und seien «; fir j = 0,...,J die
Koeffizienten von n™ in h;(n).

(c) Berechne zundchst die Nullstellen C € K der Polynomgleichung

J
Z osz’j = 0.
7=0

Finde nun alle Polynomlésungen p, und wende hierzu fir jedes C den Algo-
rithmus 4.10 fiir die Rekursionsgleichung

J
S GOy (s = 0
j=0

an. Falls eine Polynomlisung p, existiert, fige die Lésung

tTL n n
+1 Cp +1 Gn+1 (4.18)
tn Pn Tns1

der Menge L hinzu.

4. Ausgabe: die Menge L. Diese enthdlt alle rationalen hypergeometrischen Léosungen
(4.18) der Rekursionsgleichung.

Wir sind nun in der Lage mit dem Petkovsek-Algorithmus eine Menge L von hypergeo-
metrischen Quotienten der Form

(4)

:Tﬁl i=1,..,1 (4.19)
zu finden. [ stellt die Anzahl der Losungen der Menge L dar. Wir wissen jedoch noch
nicht, wie wir aus dieser Menge eine geschlossene Form bilden kénnen. Hierzu fithren wir
den folgenden Algorithmus ein:
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Algorithmus 4.13 Der Algorithmus wandelt eine Menge von hypergeometrischen Quo-
tienten der Form (4.19) in eine geschlossene Form um, wenn eine ezistiert.

Gegeben: Summe s,, und die Menge L.

Gesucht: Geschlossene Form s, = ait) + ... + a;t¥.

MO0
1. Fingabe: Eine Menge [ = { 4L L4,
D

4@

:(gl fur allev =1, ..., mit folgenden Schritten:

2. Bestimme t%) aus

(%)
tn«!»l — Un,
9

(a) Setze

(b) Faktorisiere u,, v, gemdaf Algorithmus 2.11.

(¢) Schreibe den erhaltenen Ausdruck t%) in Form von Pochhammersymbolen und
Potenzfunktionen.

3. Bestimme J Anfangswerte sq, ..., sy fiur die Summe s,. J ist die Ordnung der gege-
benen Rekursionsgleichung.

4. Lose das Gleichungssystem
Sy = altfj) + ...+ omfg), n=20,..J—1
nach den Unbekannten avq,...,q;.
5. Ausgabe: Die geschlossene Form s, = altg) + ...+ a,th

Es wurden in diesem Kapitel zwei niitzliche Algorithmen vorgestellt, die sich mit holono-
men Rekursionsgleichungen beschéftigen. Mit dem Zeilberger-Algorithmus kénnen solche
gefunden werden, sofern sie existieren. Anschlieflend kann die Rekursionsgleichung in eine
geschlossene Form umgewandelt werden, falls die Rekursion héchstens 1. Ordnung ist.
Bei einer Rekursionsordnung grofler als 1, kann zum Finden der geschlossenen Form der
Petkovsek-Algorithmus eingesetzt werden. Mit dieser Kenntnis sind wir in der Lage Iden-
titdaten zu beweisen, die hypergeometrische Reihen enthalten. Und zuséatzlich kénnen wir
hypergeometrische Reihen in eine geschlossene Form tiberfithren, sofern sie existieren.
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5. Herleitung hypergeometrischer
Identitiaten

In diesem Kapitel der Arbeit wird die Maplet-Anwendung vorgestellt, indem auf die An-
wendungsweise und Implementierung eingegangen wird. Zudem werden einige hypergeo-
metrische Identitdten mit und ohne Maplet-Anwendung hergeleitet.

5.1 Dokumentation der Maplet-Anwendung

Bevor die Maplet-Anwendung beschrieben wird und ihre Vorteile aufgezeigt werden, gehe
ich kurz auf die aktuelle Vorgehensweise ohne Maplet-Anwendung ein:

Sucht man zu einer hypergeometrischen Reihe eine geschlossene Form, so muss zunéchst
die Maple-Anwendung gestartet, das hsum-Paket importiert und ein Algorithmus ge-
funden werden, welcher die gewtinschte geschlossene Form liefert. Dabei ist es durchaus
moglich, dass erst nach Anwenden einiger Algorithmen der Erfolg in Form einer geschlosse-
nen Form erreicht wird. Wenn der Gosper- und Zeilberger-Algorithmus keine geschlossene
Form finden koénnen, muss der Petkovsek-Algorithmus angewendet werden. Da keine Im-
plementierung des Petkovsek-Algorithmus in dem hsum-Paket enthalten ist, ist es sehr
aufwendig den Petkovsek-Algorithmus in Maple anzuwenden. Denn es miissen alle Schrit-
te des Algorithmus als Maple-Befehle eingegeben werden.

Im Vergleich zu diesem Vorgehen bietet die von mir implementierte Maplet-Anwendung
den Vorteil, dass durch die Benutzung das Finden einer geschlossenen Form deutlich ein-
facher, angenehmer und schneller geschieht. Dies bedeutet auch, dass die Anwendung von
Benutzern verwendet werden kann, die keinen einzigen Maple-Befehl kennen. Denn man
muss lediglich eine hypergeometrische Reihe eingeben und eine Schaltflache tétigen.
Daraufhin wird automatisch versucht eine geschlossene Form zu finden und im Erfolgsfall
wird diese ausgegeben. Die Maplet-Anwendung wandelt eine beliebige hypergeometrische
Reihe in eine geschlossene Form um, sofern diese mithilfe der Algorithmen von Gosper,
Zeilberger oder Petkovsek gefunden werden kann. Dabei enthélt die Maplet-Anwendung
die Implementierung des Petkovsek-Algorithmus, auf welche in diesem Kapitel noch ein-
gegangen wird.

Im Folgenden wird die Anleitung zur Benutzung der Maplet-Anwendung beschrieben
und anschliefend die Implementierung der Maplet-Anwendung erklart.
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Anleitung 5.1 (Benutzung der Maplet-Anwendung)

1.

Starten Sie die Maplet-Anwendung ,Masterarbeit-Herleitung hypergeometrischer Iden-
titdten“. Es dffnet sich das Hauptfenster der Anwendung wie in Abbildung 5.1 zu
sehen ist.

Klicken Sie unter ,Import® den Menipunkt ,Import Paket“. Dricken Sie nun auf
die Schaltfliche ,Import und es wird ein Auswahlfenster erscheinen. Wihlen Sie
aus Threm Verzeichnis ein hsum-Paket aus und driicken Sie anschlieffend auf ,open®.
Beachten Sie, dass nur Dateien mit der Endung ,mpl“ importiert werden dirfen.
Bei einem erfolgreichen Import erscheint im Textfeld der Dateipfad der ausgewdhlten
Datei, wie beispielsweise in der Abbildung 5.2 zu sehen ist.

Es wurde nun das hsum-Paket importiert und gelesen. Mit einem Klick auf
SOchlieflen® kénnen Sie zur Hauptansicht zurickkehren.

Geben Sie einen beliebigen hypergeometrischen Term ein, beispielsweise

F := binomial(n, k), und driicken Sie ,Berechne“. Es werden die leeren Felder
LAntidifferenz/Rekursionsgleichung®, ,geschlossene Form* und ,Algorithmus® tiber-
schrieben, wenn das jeweilige Ergebnis gefunden wird. Fiir den Beispieleingabeterm
F := binomial(n, k) ergibt sich die Ausgabe in Abbildung 5.3.

Ist bei einer Eingabe sowohl der Gosper als auch der Zeilberger-Algorithmus beim
Finden einer geschlossenen Form nicht erfolgreich, so wird der Petkovsek-Algorithmus
angewendet. Beachten Sie beim Petkovsek-Algorithmus, dass dieser zum FEingabe-
term zusdtzlich die Summengrenzen bendtigt, siehe hierfir Schritt 3 des Algorithmus

4.13.

Wenn Sie in der Symbolleiste auf ,,Algorithmen® klicken, erscheinen die Mentipunkte
,Gosper®,  Zeilberger® und ,Petkovsek®. Mit einem Klick auf einen Menipunkt,
offnet sich die jeweilige Beschreibung des Algorithmus in einem neuen Fenster, siehe
Abbildung 5.4.

Durch Betdtigen von ,Ldésche Eingaben® beziehungsweise ,Lische Ausgaben® werden
alle Eingabefelder beziehungsweise Ausgabefelder geldschi.

Driicken Sie auf ,Schlieflen”, um die Anwendung zu beenden.
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* i-Herleitung hypergeometischerentia
Import Algorithmen Uber SchlieBen
Eingabe
Summand F:=
Berechne
Ausgabe

Antidifferenz/Rekursionsgleichung

geschlossene Form

Summengrenzen, nur fir Petkovsek

Algorithmus

Lésche Eingaben

Mustafa Aktan

Lésche Ausgaben

Universitat Kassel

M_Aktan@gmx.net

Abbildung 5.1: Hauptansicht der Maplet-Anwendung

ﬂn Bitte hzum-Paket auswahlen.

"C:fUsers/aktan DesktopMasterarbeit/hsum 17.mpl”

Abbildung 5.2: Importansicht

* it-Herkitung hypergeomesische dents
Import Algorithmen Uber SchlieBen
Eingabe
binomial (n, k)
Summand F:=
Berechne
Ausgabe

Antidifferenz/Rekursionsgleichung

geschlossene Form

Summengrenzen, nur fir Petkovsek

2s(n)-s(n+1)=10

ZHZ

f=al &

Algorithmus

Zeilberger

Lésche Eingaben

Mustafa Aktan

Lésche Ausgaben

Universitat Kassel

M_Aktan@gmx.net

Abbildung 5.3: Ausgabeansicht fiir den Eingabeterm
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W, Der Gosper-Algorithmus =l

Der Algorithmus bestimmt fiir einen hypergeometrischen Term a_k sine hypergeometrische diskrete Stammfunktion s_k, falls diese existiert. ‘

| Eingabe: hypergesometrischer Term a_k ungleich 0.

| Bilde a_{k+l}/a_k=p_ {k+1}/{p_k} q {k+1}/r_ {k+1}={u k}/{v_k}, u k,v k in K[k].

| Berechne p_k, g k und r_k in K[k] so, dass die Eigenschaft ged(g k,r_{k+j})=1, j in N 0 gilc.

| Definiere eine Funktion f k durch f ki=s_{k+1}/a_{k+1} p_{k+1}/r_{k+1} oder s_k=r X/p X f_{k-1} a k.

| Serze f_k=sum {1=0..M} b_1 k1.

| Falls der Gosper-Algorithmus kein f_k findet, existiert keine hypergeometrische Antidifferenz s_k von a_k und der Rlgorithmus bricht ab. Ansonsten

| Bestimme die obere Gradschranke fiir die L&sungsfunktion f k. ‘

| Rusgabe: s_k.

Abbildung 5.4: Beschreibung des Gosper-Algorithmus

Die nachfolgende Abbildung 5.5 beschreibt die Ablauflogik der Algorithmen in der Maplet-
Anwendung.

Reihenfolge der Algorithmen
bei nicht Erfolg

‘ Gosper H Zeilberger H Petkovsek H fehlgeschlagene Ausgabe

‘ erfolgreiche Ausgabe ‘

Abbildung 5.5: Ablauflogik der Algorithmen

Nachdem ein hypergeometrischer Term eingegeben und die Schaltfliche ,Berechne

betétigt wurde, wird auf den Eingabeterm zunéchst der Gosper-Algorithmus angewandt.
Ist dieser erfolgreich, so wird eine Antidifferenz berechnet und ausgegeben. Zudem wird ei-
ne geschlossene Form nach Gleichung (3.4) ausgegeben und in das Feld , Algorithmus” Go-
sper eingetragen. Im Falle, dass der Gosper-Algorithmus nicht erfolgreich ist und somit
keine geschlossene Form findet, wird auf den Eingabeterm der Zeilberger-Algorithmus
angewendet. In den meisten Féllen kann der Zeilberger-Algorithmus eine Rekursionsglei-
chung ausgeben, wobei eine geschlossene Form nur dann gefunden wird, wenn die Rekur-
sionsordnung hochstens erster Ordnung ist. Dann werden die Rekursionsgleichung und
die geschlossene Form ausgegeben und in das dritte Ausgabefeld Zeilberger geschrieben.
Falls der Zeilberger-Algorithmus keine geschlossene Form finden kann, wird schliefSlich der
Petkovsek-Algorithmus angewendet. Diesen habe ich nach dem Algorithmus 4.13 imple-
mentiert. Er beinhaltet zuséatzlich den Algorithmus 4.12, da die Menge L notwendig fiir
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, ()
das Finden der geschlossenen Form ist. In Schritt 2 des Algorithmus 4.13 wird (%) aus ?—;‘f

fir alle 7 = 1, ..., aus L bestimmt. Fiir diese Umwandlung ist keine Funktion vorhanden.
Daher habe ich diese implementiert und der interessierte Leser kann die Implementierung
dieser Funktion sowie die Implementierung des Petkovsek-Algorithmus im Anhang als
Maplet-Anwendung ansehen. Ist der Petkovsek-Algorithmus erfolgreich, so wird die Re-
kursionsgleichung und die geschlossene Form in den entsprechenden Feldern ausgegeben
und zusétzlich Petkovsek in das Feld ,,Algorithmus” eingetragen. Wenn jedoch die Aus-
gabe , Es konnte kein Algorithmus eine geschlossene Form finden“ lautet, dann bedeutet
dies, dass kein Algorithmus in der Lage war eine geschlossene Form zu finden.

5.2 Beispiele hypergeometrischer Identititen

In diesem Abschnitt der Arbeit wollen wir einige Identitdten herleiten beziehungsweise
beweisen. Die Identidten sind aus [PBM90] entnommen. Auf den ersten Blick konnen diese
sehr komplex wirken, sind jedoch mit den vorgestellten Algorithmen leicht und schnell zu
berechnen. Den Anfang macht die hypergeometrische Funktion 4F3 im folgenden Satz:

Satz 5.2 Fs gelte die Identitdt

1
—n,a,a+ 5,b
Sn = 41’3

2 4 17 b5n7 b—g—‘—l

1) o i (=n)(@)s(a+ k) 1

im0 (20 + 1)r(P5)u(P=55 ) k!

(2a —b+1),

= 5.1
Beweis: Wir werden die hypergeometrische Funktion 4F5 mithilfe der bisher vorgestell-
ten Algorithmen in eine geschlossene Form iiberfithren, wobei wir zum jetzigen Zeitpunkt
nicht wissen welcher Algorithmus die gewtiinschte Darstellung liefern wird. Daher werden
wir zunéchst den Gosper-Algorithmus auf (5.1) anwenden. Existiert eine hypergeometri-
sche Antidifferenz, so kénnen wir die geschlossene Form auch ohne Anwendung weiterer
Algorithmen liefern. Fiir den Gosper-Algorithmus berechnen wir zum Summanden

(=n)k(a)r(a + 3)rd)x 1

(2a 4 1) (552 e (5L k!

zu aller erst das Termverhéaltnis

ag+1 2(k —n)(k+a)(2k + 14 2a)(k+b) 52)
ar — (k+20+ )2k +b—n)2k+b+1—n)(k+1)’ :

Aus (5.2) resultieren die Funktionen

pk:17
g =2(—n+k—1)(a+k—1)2a—1+2k)(b+k—1),
e = (2a+k)(b—n+2k—2)(b—n—1+ 2k)k.
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Diese erfiillen die Bedingung (3.14) und somit miissen wir die Ersetzungsregel nicht an-
wenden. Wir erhalten durch das Lemma 3.8 mithilfe von Fall 1 fiir den polynomiellen
Ansatz die Gradschranke deg (f;) = —3. Da die Gradschranke fiir fj negativ ist, kann der
Gosper-Algorithmus keine hypergeometrische Antidifferenz finden und somit auch keine
geschlossene Form fir (5.1) ausgeben. Das heifit, dass der Gosper-Algorithmus an dieser
Stelle fiir die Herleitung der gewiinschten Identitat nicht geeignet ist. Deswegen ziehen
wir den néchsten Algorithmus heran, ndmlich den Zeilberger-Algorithmus, und versuchen
hiermit eine holonome Rekursionsgleichung fiir (5.1) zu suchen, um daraus eine geschlos-
sene Form abzuleiten. Hierfiir definieren wir

(=n)x(a)r(a +
(2a+ 1)(552)

F(n, k) := (Qb) (2]; ]il

und wahlen mit J = 1 die folgende Ansatzfunktion
ag := F(n, k) + o1(n)F(n+ 1,k).

Das Verhaltnis ergibt

(2(~bnoy — 2knoy + n?oy + bk — bn — boy — kn — 2k
. +n2—k+n—01)(b+k)(2a+1+2k)(a+k)(—n—1+k))

ax  ((=bnoy — 2knoy + n20y + bk — bn — boy — kn — 2koy + n? + 2noy — b
—k+2n+ 01+ D(k+1)(b—n+1+2k)(b—n+2k)(2a +1+k))

Daraus resultieren die Funktionen

pr =1,

q = 2(—bnoy — (2(k — 1))noy +n’oy + (K — 1)b—bn — boy — (k — )n — (2(k — 1))oy
+nt—k+1+n—0)b+k—12a—1+2k)(a+k—1)(—n—2+k),

e = (—bnoy — (2(k — 1))noy +nPoy + (k — 1)b—bn — boy — (k — 1)n — (2(k — 1)),
+n?+2n0 —b—k+2+2n+0)k(b—n—1+2k)(b—n+2k—2)(2a+ k).

Die Dispersionsmenge ist nicht leer, da sie die 1 enthélt. Daher aktualisieren wir die
Funktionen und erhalten

P = — bnoy — 2knoy + noy + bk — bn — boy — kn — 2koy + n?
+2no; —b—k+2n+o01 + 1,

G =2(—n—2+k)(a+k—1)2a—1+2k)(b+k—1),

e =k(b—n—1+42k)(b—n+ 2k —2)(2a + k).
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Nun ist die Dispersionsmenge leer und eine weitere Aktualisierung der Funktionen py,
qr und 7y, ist nicht erforderlich. Das Lemma 3.8 liefert fiir die Ansatzfunktion die Grad-
schranke deg(fy) = —2. Da die Gradschranke eine negative Zahl ist, existiert nach dem
Zeilberger-Algorithmus keine Rekursionsgleichung erster Ordnung. Wir werden nun die
Ordnung der gesuchten Rekursionsgleichung um 1 erhéhen und den Algorithmus 4.3 ab
dem dritten Schritt erneut durchlaufen. Wir wahlen jetzt den Ansatz

ap :=F(n, k) + o1(n)F(n+ 1,k) + oo(n)F(n + 2, k).
Fir das Verhéltnis erhalten wir

(2(—62kn01 + b*n20y + b*nloy — 20k*noy + 4bkn’oq + 4bkn’ oy — 20030, — 20n30,
+ 2k*n%0q + 4k*n2oy — 3knoy — 4kndos + ntoy + ntoy + V2K — 20%kn — b2koy
+ b*n® 4 2b°noy + 3b*noy — 20k*n — 2bk*oy + 4bkn® + Tbknoy + 12bknoy — 2bn®
— 5bnloy — bbn’oy + k*n? + 6k*noy + 12k*noy — 2kn® — 10kn%oy — 10kn?0s + n*
+ 3n30y + 2n309 — b2k + b?n + b0y + 2b%09 — 3bk? + 8bkn + 3bkoy + 8bkoy
— 5bn? — 4bnoy — bnoy + 3k*n + 4k, + 8k*oy — Tkn® — 9knoy — 2knos + 4n®
+n’oy — n’oy + 3bk — 3bn — boy + 2boy + 2k* — Tkn — 2koy + 4koy + 5n® — 3noy
— 2n0y — 2k + 2n — 200))(b+ k)(2a + 1 + 2k)(a + k)(—n + k — 2))

Q41
Qg

((= bknoy + bn’oy + b*noy — 2bk*noy + 4bkn’oy + 4bkn’cy — 2bn’oy — 2bn’o
+ 2k*n%0q + 4k*n20y — 3knoy — 4kndos + ntoy + ntoy + V2K — 20%kn — b2koy
+ b*n? 4 3b%noy + 3b*noy — 2bk*n — 2bk*oy + 4bkn? + 11bknoy + 12bknoy — 2bn®
— 9bnloy — 9’0oy + k2n? + 6k*noy + 12k*noy — 2kn® — 14knoy — 18kn2cs + n*
+ 61301 + 6n30y — 3%k + 3b°n + 2b%0, + 2b%04 — 3bk? + 12bkn + Tbko, + 8bkoy
— 9bn? — 13bnoy — 13bnos + 3k*n + 4k*0, + 8k*05 — 9kn? — 21knoy — 26knoy
+ 6n® + 13n%01 + 13n20y + 2b* + 90k — 13bn — 6boy — 6boy + 2k* — 13kn — 10ko,
— 12koy + 13n? + 12n01 + 12n0y — 6b — 6k + 12n + 40,

+doy +4)(k+1)(b—n+1+2k)(b—n+2k)(2a+ 1+ k))
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Daraus leiten wir die Funktionen

P =
qx =

T =

1,

(2(2 + 2n — 2k + n*oy + ntoy + b?n? — 2bn® + 3noy + 2030y + bPn + BPoy + 2b%0y
— 5bn? + n%oy — nloy — 3bn — boy + 2boy — 3noy — 2noy + b*n’oy — 5bn’oy — 2bn’oy
— bnog + b’n’oy — 5bn’oq — 2bn oy + 3b*nog + 20°noy — 4bnoy + 4b(k — 1)n?
+4(k — 1)*n20y + 12(k — 1)?noy — b*(k — 1)oy + 2(k — 1)?n%o; — b*(k — 1)

+0*(k — 1)+ (k — 1)*n* + n* + 4n® + 5n® — 3b(k — 1)* + 3b(k — 1) + 3(k — 1)*n
+4(k — 1)%01 +8(k — 1)%09 — (2(k — 1))n* — 207 — (10(k — 1))n’0y

— (10(k — 1))n’0; — (3(k — 1))n’oy — (7(k — 1))n* — b*(k — 1)noy — 2b(k — 1)*noy
+ 4b(k — 1)n®0y + 4b(k — 1)n*0y + Tb(k — 1)noy + 12b(k — 1)noy — (4(k — 1))n’oy
+ (4(k —1))oy — (2(k — 1))noy — (9(k — 1))noy — (7(k — 1))n — (2(k — 1))y
+3b(k — 1)o; + 6(k — 1)*no; + 8b(k — 1)ay + 8b(k — 1)n — 26*(k — 1)n

—2b(k — 1)*n — 2b(k — 1)%0,

+2(k =12+ k—1)2a—14+2k)(a+k —1)(—n — 3+ k),

(10 — (21(k — 1))noy — (26(k — 1))nog + 12n — 6b — 6k + (k — 1)*n* — 3b(k — 1)?
+9b(k — 1) +3(k — 1)’n — (14(k — 1))n*o; — (3(k — 1))n’oy — (4(k — 1))n’oy

— (18(k — 1))n?0q + n'oy + n'oy + b*n? — 20n® + 600y + 61’0y + 3b°n + 2b%0,

+ 2b%09 — 9bn? + 13n%0y + 13n%0y — 13bn — 6boy — 6boy + 12n0 + 12n0,

+4(k — 1)*01 + 8(k — 1)%09 + b*n’oy — 90’0y — 2bn’oy — 13bnoy + b?n’oy

— 9bn’oy — 2030y + 3b*noy + 3b%no, — 13bnoy + 4b(k — 1)n’oy + 4b(k — 1)n’o,
+ 116(k — 1)noy + 12b(k — 1)noy — (12(k — 1))oy — (13(k — 1))n — (10(k — 1))oy
— (9(k — 1))n* + 4oy — (2(k — 1))n® + n* + 6n° + 13n* + 26 — b*(k — 1)no,
—2b(k — 1)*noy + 40y +2(k — 1)* = 30%(k — 1) + b*(k — 1)? = b*(k — 1)o,

—20*(k — 1)n+ 12b(k — 1)n + 4(k — 1)*n’0q + 2(k — 1)*n*0y + Tb(k — 1)0y
—2b(k — 1)20; + 4b(k — 1)n® + 12(k — 1)?noy + 8b(k — 1)oy + 6(k — 1)*noy
—2b(k —1)’n)k(b—n — 1+ 2k)(b — n + 2k — 2)(2a + k)
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ab. Diese miissen aktualisiert werden, da die 1 in der Dispersionsmenge enthalten ist.
Nach der bekannten Ersetzungsregel erhalten wir nun die Funktionen

ok = — b’knoy + b*n’oy + b?n’oy — 2bk*noy + 4bkn’oq + 4bkn*oy — 2bndoy — 2bn’o;,
+ 2k*n’oy + 4k*n’oy — 3kn’oy — 4kn’os + n'oy + n'oy + U’k — 20%kn — b*koy
+ b*n?% + 3b%noy + 3b*noy — 2bk*n — 2bk*oq + 4bkn® + 11bknoy + 12bknoy — 200
— 920y — 9bn’oy + k*n? + 6k*noy + 12k*noy — 2kn® — 14kn%o, — 18kn’0y + n
+ 61’01 + 6n’oy — 30k + 30°n + 2b%01 + 2b°05 — 3bk® + 12bkn + Tbkoy + 8bko
— 9bn? — 13bnoy — 13bnos + 3k*n + 4k*0q, + 8k*0y — 9kn? — 21knoy — 26knos
+6n° + 13n0; + 1300y + 2b* + 9bk — 13bn — 6bay — 6boy + 2k* — 13kn
— 10koy — 12kos + 13n* + 12n0y + 12n0y — 6b — 6k + 12n + 404 + 404 + 4,

= 02(—n—-34+k)(a+k—-1)2a—14+2k)(b+k—1),

e =k(b—n—142k)(b—n+2k—2)(2a + k).

Nun erfiillen die Funktionen py, gx und 74 die Bedingung (3.14). Lemma 3.8 liefert fiir
die gesuchte Funktion fj die obere Gradschranke 0. Wir setzen den Ansatz f, = by in die
Rekursionsgleichung (3.11) ein und erhalten die folgende Gleichung

0=—4—12n+ 6b — n*oy — ntoy — b*n? + 213 — 6130, — 630y — 3b°n — 2b%0,
— 20205 + 9bn* — 13n’0y — 13n°09 + 13bn + 6boy + 6boy — 12n01 — 12n0y — b*n’oy
+ 9bn%oy + 2bnoy + 13bnoy — b?n’oy 4+ 9n’oy + 2bn3oy — 3b*noy — 3b*noy
+ 13bnoy — 40y — n* — 6n® — 13n? — 26 — 401 + (2bno; — b* — n® 4+ 3b — 3n — 4o,
— 809 + 2bn — 4n0y + 2boy — 600y — 2n*o; — 12n09 + (2((2(—n — 2))a
+(—n—-2+a)2a+1)+ (—2n—3+4a)b))by — (b—n—1)(b —n — 2)
+ (2(4b — 4n — 6))a)by — 2)k* + ((2(—2n — 3 + 4a + 2b))by — (4b — 4n — 6 + 8a)by) k*
+ (2(=n — 2))a(2a + 1)bby + (6 + 13n — 9b + 3n’0; + 4n’oy + 2b°n + b0y
— 4bn® + 14n°0y + 18n20y — 12bn — Thoy — 8bas + 21noy + 26n0y — 4bnoy — 12bnoy
— 4bn?0y + b*noy — 11bnoy — (2(b—n — 1))(b —n — 2)aby + 1209 + 2n® 4+ 9n? 4 30>
+ 1007 + (2((—n — 2)a(2a+ 1) + ((2(—n — 2))a + (—n — 2+ a)(2a + 1))b) )by ) k.

Nachdem wir einen Koeffizientenvergleich beziiglich k& durchgefithrt haben und das resul-
tierende lineare Gleichungssystem nach den unbekannten Variablen by, o1 und o9 auflosen,
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erhalten wir

b> —2bn+n?—3b+3n+2

bo = —
0 4a2 — 4ab + dan + b2 — 2bn +n2 + 6a — 3b + 3n + 2
(n) 2ab — 2an + 2bn — 2n? — 2a + 3b — 5n — 3
o1(n) =
! n+1)(2a—b+n+1)
(2ab2—4abn+2an2+62n—2bn2+n3—6ab
+6an+2b2—7bn+5n2+4a—6b—|—8n+4)
UQ(?’L):

n+1)2a—b+n+1)(n+2+2a—0b)

Schlieflich ergibt sich folgende Rekursionsgleichung zweiter Ordnung

0=0b-—n—-1)b—n—2)(n+2+2a)s(n+2)
+(b—n—-1)2a+3+2n)(n+2+2a—>b)s(n+1)
+(n+1)2a—b+n+1)(n+2+2a—b)s(n).

Wir haben mit dem Zeilberger-Algorithmus zwar eine Rekursionsgleichung gefunden,
konnen jedoch keine geschlossene Form angeben, da die erhaltene Rekursionsgleichung
der Ordnung 2 ist. Mit dem Zeilberger-Algorithmus konnen lediglich Rekursionsgleichun-
gen erster Ordnung in eine geschlossene Form iiberfithrt werden. Um die gewiinschte
geschlossene Form zu erhalten, miissen wir auch an dieser Stelle einen weiteren Algorith-
mus heranziehen. Mit dem Petkovsek-Algorithmus werden wir in der Lage sein die vom
Zeilberger-Algorithmus erhaltene holonome Rekursionsgleichung zweiter Ordnung in ei-
ne geschlossene Form umzuwandeln. Wir wenden auf die holonome Rekursionsgleichung
2. Ordnung den Algorithmus 4.12 an, um zunéchst alle zugehorigen hypergeometrischen
Termlosungen zu finden. Wir werden diesen nicht Schritt fiir Schritt durchgehen, sondern
den implementierten Maple-Befehl aus dem hsum-Paket zur Hilfe nehmen. Mit
> rec2hyper((b—n—1)(b—n—2)(n+2+2a)s(n+2)+ (b—n—1)(2a + 3+ 2n)-
m+2+2a—b)s(n+1)+(n+1)2a—b+n+1)(n+2+2a—>b)s(n) =0,s(n));

erhalten wir alle hypergeometrischen Losungen

t, 2a—b4+n+1 2, (2a—-b+n+1)(n+1)
tn, b—n—-1 " t,  (Ra+n+1)b-n-1)["

Nun wenden wir den Algorithmus 4.13 an, um aus der erhaltenen Menge aus hyper-
geometrischen Losungen, die als Quotient dargestellt sind, die gewiinschte geschlossene
Form herzuleiten. Fiir die geschlossene Form miissen wir die Quotienten mit Hilfe von
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Algorithmus 2.11 zunédchst in hypergeometrische Terme umwandeln. Es ergeben sich

" (1-=0),
@ Wa2a—b+1),

" (204 1),(1 = 0),,

und

Im néchsten Schritt des Algorithmus 4.13 bestimmen wir zwei Anfangswerte fir s,. Wir
erhalten

so=1 und
2a(a + 3)
(2a+1)((3)b—3)

+
N | =

51:1—

Im vierten Schritt des Algorithmus stellen wir das folgende lineare Gleichungssystem auf

Oéltél) + Olgt(()Q) = So

Oéltgl) + OZthQ) = S1.
Die Losungen des linearen Gleichungssystems lauten
o = 1, Qg = 0.

Schliefllich kénnen wir mit dem letzten Schritt des Algorithmus die geschlossene Form in
Form einer Linearkombination der hypergeometrischen Termlésungen und der errechneten
aj, j = 1,2 angeben:

(2a —b+1),

n = t(l) t(2) -
S aqt,,’ + aot, (l—b)n

Somit haben wir folgende interessante Identitét

1) _(2a—b+1),

—n,a,a—l—%,b

- —n+1
2a 41, 557, b=atl

bewiesen. 0

Als néchstes betrachten wir die hypergeometrische Reihe s, im Satz:

Satz 5.3 Es gelte

< (DM ) (—1)"T'(~s + n)

R e e e I (RS T] )
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Beweis: Wir werden versuchen die hypergeometrische Reihe s,, in eine geschlossene Form
zu Uberfithren, wobei wir nicht wie in dem vorigen Beispiel auf alle einzelnen Schritte
eingehen werden, sondern anhand von Maple-Befehlen aus dem hsum-Paket direkt die
jeweilige gesuchte Losung angeben werden. Zu Beginn werden wir den Gosper-Algorithmus
anwenden. Ist dieser erfolgreich, konnen wir die gesuchte geschlossene Form angeben. Mit

dem Summanden
(_ 1)k (r—z—k) (7;1—_2@

r—n—k+1

F(n, k) :=

erhalten wir mit dem Maple-Befehl
> gosper(F(n, k), k);

dass zum Summanden keine hypergeometrische Antidifferenz existiert. Das heif3t, dass wir
mit dem Gosper-Algorithmus nicht zum Erfolg kommen. Daher wenden wir den Zeilberger-
Algorithmus mit dem Maple-Befehl

> zeilberger(F(n, k), k, s(n));

an. Es wird ausgegeben, dass der Zeilberger-Algorithmus keine Rekursionsgleichung ers-
ter Ordnung finden kann. Also sind wir mit dem Zeilberger-Algorithmus ebenfalls nicht
erfolgreich. Daher miissen wir uns den Petkovsek-Algorithmus zur Hilfe nehmen.Wir be-
stimmen zundachst die Rekursionsgleichung mit dem Maple-Befehl

> rec:= sumrecursion(F'(n, k), k, s(n));

rec:=n+2)2n—r+3)(n—r+s+1)s(n+2)
+(2n+1—-7)2n* —2rn+rs — s> +2n — 2r)s(n + 1)
+ (=r+2n—1)(=r+n—1)(=s+n)s(n) = 0.
Die erhaltene Rekursionsgleichung, welche 2. Ordnung ist, werden wir nun mit dem
Petkovsek-Algorithmus in eine geschlossene Form umwandeln kénnen. Hierzu bestimmen

wir erst die hypergeometrischen Termlosungen anhand folgenden Maple-Befehls
> rec2hyper(rec, s(n));

tﬁl_ (=s+n)(—r+2n—-1) tﬁl_ (—r+2n—1)(—r+n-—1)
tn m+1)2n+1-7r) ' t, (—=r+s+n)2n+1—7r)

Als néchstes wandeln wir erneut die resultierenden Quotienten in hypergeometrische Ter-
me um und erhalten:
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Im néchsten Schritt bestimmen wir zwei Anfangswerte fiir s,,. Wir erhalten

1

r+1
r—s—1

und

So —

s1=1- r—1

Anschlielend stellen wir das folgende lineare Gleichungssystem wie folgt auf

Oélt(l) + OZQt(()2) = So
Ozltgl) + OZthZ) = S1.

Die Losungen des linearen Gleichungssystems sind

1 _ mta!
r+1’ '

o) = g = —
! 2 r+1

Schliefflich kénnen wir die geschlossene Form fiir die Summe s,, durch

(—1)"T'(—s +n)
(—=r+2n—1)I'(n+ 1)I(—s)

Sn :altg) + agtf) = —

ausgeben, wodurch folgende Identitat

oo (_1\k(r—s— k\ (r—2k n
$EVCEEE) -y Testn
= r—n—k+1 (—r+2n—1)l(n+ DI'(—s)
hergeleitet wurde. 0

Zum Abschluss des Kapitels leiten wir eine weitere Identitdt her. Hierzu betrachten
wir die hypergeometrische Funktion ¢ Fg im Satz:

Satz 5.4 FEs gelte die Identitit
, ,a,1—a,b,1—0
Sn:gFB(é,;,;,n%— 1+a,2— a1+b2—b'1>
_ Z”: (—n) (Dk(%)k(%)k(%)k( ) (1—a)k(b)e(1—b)r 1
~ nl(n41) [(21) —1)? a(a —1)  (2a—1)*(b - 1)]
B b+1),(2-0), (a+1)n2—a) |
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Beweis: Wir werden auch bei diesem Beweis zunéchst iiberpriifen, ob wir mit dem Gosper-
Algorithmus erfolgreich sein werden. Mit dem Summanden

F(n, k) == (=n)r(Wr(D)sB)e(Br(a)e(1 — )(®)e(1 b 1

(3)k(3)r(E)r(n 4+ 2)k(1 + a)e(2 — a)r(1 + b)x(2 — ) k!
erhalten wir mit dem Befehl
> gosper(F(n, k), k);

dass zum Summanden keine hypergeometrische Antidifferenz existiert. Folglich kann mit
dem Gosper-Algorithmus keine geschlossene Form gefunden werden. Daher wenden wir
den Zeilberger-Algorithmus mit dem Maple-Befehl

> zeilberger(F'(n, k), k, s(n));

an. Auch hier wird ausgegeben, dass der Zeilberger-Algorithmus keine Rekursionsglei-
chung erster Ordnung finden kann. Also sind wir mit dem Zeilberger-Algorithmus eben-
falls nicht erfolgreich. Daher miissen wir erneut den Petovsek-Algorithmus benutzen. Wir
bestimmen zunéchst die Rekursionsgleichung mit dem Befehl

> rec := sumrecursion(F (n, k), k, s(n));

rec:=n+2+b)(—n—-3+0b)(n+2+a)(—n—3+a)s(n+2)
+ (@ +b*—2n* —a—b—8n—8)(n+2)(n+3)s(n+1)
+(n+2)*(n+1)(n+3)s(n) = 0.
Da die erhaltene Rekursionsgleichung zweiter Ordnung ist, benotigen wir den Petkovsek-
Algorithmus um diesen in eine geschlossene Form umwandeln zu kénnen. Hierzu bestim-

men wir erst die hypergeometrischen Termlésungen anhand von
> rec2hyper(rec, s(n));

6 (n+2)(n+1) 6y (n+2)(n+1)
tw  (n+l+a)(-2+a—-n) t,  (n+1+b)(-2+b—n)|"

Als néchstes wandeln wir erneut die resultierenden Quotienten in hypergeometrische Ter-
me um und bekommen:

A1) _ (2)n(1)
" (T+a)(
(

) (2)(1)

und

[\

n
— CL)n
n

t .
" (1+0),(2—10)p
Im néchsten Schritt bestimmen wir zwei Anfangswerte fiir s,,. Wir erhalten
so=1 und
9a(1 — a)b(1 —b)
(1+a)2—a)(1+0)(2—10)

81:1—

59



5. HERLEITUNG HYPERGEOMETRISCHER IDENTITATEN

Anschlieflend stellen wir das folgende lineare Gleichungssystem wie folgt auf
Oélt(()l) + Oézt(()2) = Sy

Oéltgl) + C‘é2t§2) =

Die Losungen des linearen Gleichungssystems sind

a(4ab® — 4ab — 4b* + a + 4b — 1) a(4ab® — 4ab — 40* + a + 4b — 1)

@1:1—

az—b2—a+b T a?—bv*—a+b
Schlieflich kénnen wir die geschlossene Form fiir die Summe s,, durch
Sp = Oéﬂf?(ll) + Ckgtg)

B nl(n+1)! (2b —1)%a(a — 1) (20— 1)%6(b— 1)
(a+b—1)(a—0) [ (b+1),(2—=0), (a—l—l)n(Z—a)n]

ausgeben, wodurch folgende Identitat

—n, 1, %,%,%,a,l—a,b,l—b
9F8 1 1 1
559 + 1+a,2—a,1+b,2—b

_ (n +1)! l(zb —1%a(a—1) (2a —1)°b(b— 1)]
(a+b—1)(a—=0)| (b+1),(2-0), (a+1),(2—a),

hergeleitet wurde.

In diesem Kapitel haben wir gesehen, dass der Petkovsek-Algorithmus ein méchtiges
Instrument zum Finden einer geschlossenen Form ist. Denn bei allen drei Beispieliden-
titdten war nur der Petkovsek-Algorithmus erfolgreich, sowohl der Gosper als auch der
Zeilberger-Algorithmus waren nicht in der Lage eine geschlossene Form zu finden. Au-
Berdem haben wir die Maplet-Anwendung kennengelernt, mit welcher das Beweisen von
Identitaten deutlich einfacher und schneller geschieht. Im Anhang kann gesehen werden,

dass die Maplet-Anwendung die Beispielidentitédten ebenfalls richtig beweisen konnte.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurden méachtige Algorithmen zur algorithmischen Summation
von hypergeometrischen Termen vorgestellt. Das Ziel war es die Algorithmen richtig und
verstindlich darzustellen und ein Tool zur Verfiigung zu stellen, welches die Implemen-
tierung des Petkovsek-Algorithmus enthélt und eine beliebige hypergeometrische Summe
in eine geschlossene Form tiberfiihrt, falls solch eine existiert.

Einer dieser méchtigen Algorithmen ist der Gosper-Algorithmus. Dieser entscheidet ob
zu einem hypergeometrischen Term a; eine hypergeometrische Stammfunktion s exis-
tiert. Falls dem so ist, kann die Summe mittels Betrachtung der Teleskopsumme in eine
geschlossene Form iiberfiihrt werden. Obwohl der Gosper-Algorithmus in vielen Féllen
eine geschlossene Form fiir die unbestimmte Summation liefert, wird sie hauptséchlich als
Einbettung fiir den Zeilberger-Algorithmus verwendet. Dieser gibt eine holonome Rekursi-
onsgleichung fiir die Summe aus, welche von n aber nicht mehr von der Summenlaufvaria-
blen k£ abhéngt. In einigen wenigen Féllen liefert der Zeilberger-Algorithmus eine Rekur-
sionsgleichung hoherer Ordnung, obwohl eine Rekursion erster Ordnung existiert. Ist die
erhaltene Rekursionsgleichung in der Ordnung J > 1 oder scheitert der Algorithmus auf-
grund zu hoher Komplexitéat, so ist die Anwendung des Petkovsek-Algorithmus eine gute
Moglichkeit, die gewiinschte geschlossene Form anhand der vom Zeilberger-Algorithmus
erhaltenen Rekursionsgleichung auszugeben. Der Petkovsek-Algorithmus findet zu einer
holonomen Rekursionsgleichung alle existierenden hypergeometrischen Losungen. Falls
jedoch die erhaltene Rekursionsgleichung inhomogen ist, so kann diese in eine homoge-
ne Rekursionsgleichung transformiert werden, wobei der Grad der Ordnung sich dabei
um 1 erhoht. Aus den erhaltenen hypergeometrischen Losungen durch den Petkovsek-
Algorithmus kénnen wir schliefflich eine geschlossene Form in Form einer Linearkombina-
tion hypergeometrischer Terme angeben.

Gibt der Petkovsek-Algorithmus keine hypergeometrischen Losungen aus, so kann ge-
folgert werden, dass keine geschlossene Form existiert. Der Petkovsek-Algorithmus ist
nicht die einzige Methode um eine Rekursionsgleichung héherer Ordnung zu bestimmen.
Eine viel effizientere Methode bietet Van Hoeij’s Algorithmus. Dieser sucht ebenfalls alle
hypergeometrischen Losungen einer holonomen Rekursionsgleichung, jedoch unter Bertick-
sichtigung des lokalen Verhaltens. Genaueres kann in [KOE14] nachgelesen werden.

Zum Abschluss sei noch erwdhnt, dass die von mir zur Verfiigung gestellte Maplet-
Anwendung eine beliebige hypergeometrische Summe in eine geschlossene Form tiberfiihrt,
sofern sie existiert. Als Testfille habe ich die in Kapitel 5 aufgefiihrten Beispiele genom-
men. Im Grunde miisste die Maplet-Anwendung korrekt funktionieren, ist aber nicht
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abschlieend gezeigt. Die Anwendung ist der Arbeit beigefiigt.
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A. Anhang

A.1 Maplet-Ausgaben der Beispielidentititen aus Ka-
pitel 5

* it-Herleitung ischer Identitaten ===
Import Algorithmen Uber SchlieBen
Engabe
ri-n, k) iz, k) hemmer (2+1/2, ) (b, k)/( (2vatl, e it bt
¥) *pochhammer ( (b-n) * (1/2), k) *pochhammer ((-n+1+b)* (1/2), k)*factorial(k)) = \:l
Summand F:=
b= |infinity
| Berechne
Ausgabe
Antdfferenz Rekursonsgiichung geschlossene Form
[ 1+5) (b-n-2) (Za+2+n)sln+2) + (n-1+5) (2a =
2at1-
13420 (n42+2a-b)s(nt1) + (nt 1) (nt2 > g pochhanie(2a t1-b)
+2g-8) (-b+n+2a+ 1) s(n) =0 i=b  pochhammer(1-brn)

Algorithmus
Petkovsck
Mustafa Aktan Universitat Kassel M_Aktan@amy.net
* it-Herleitung ischer Identitaten ==
Import Algorithmen Uber Schiiefen
Eingabe
(-1) “k*binomial (r-s-k, k)*binomial (r-2%k, n-k)/(r-n-k+1} e e Rl ek,
Summand F=
b= |infinity
Berechne
Ausgabe
Antidifferenz/Rekursionsaleichung geschlossene Form
i e 2 )
(n+2)(2n‘r+3)(n rts+1)s(n+2)+ (2n+1 Z B (1) T(-s+n)
—r)(zm‘—zrn+rs—3+2n—2r)s(n+1)+(—r+2n f*'m
“1) (4 n-1) (-s+ 1) s{n) =0 L ol e &t =
Algorithmus
Petkovsek
Mustafa Aktan Universitat Kassel M_Aktan@gmx.net

Abbildung A.2: Identitdt aus Satz 5.3

63



ANHANG A. ANHANG

* it-Herleitung ischer Identitaten
Import Uber Schliefen
Engabe
I z(-n, T (1, K = (3/2, k) r(3/2, k) ris/2, S e
x) x(a, k) r(i-a, k) b, k) = (1-b, )/ (( £(1/2, =
x) T (1/2, K)) r(1/2, k) r(n+2, k) r(i+a, k) r(z-a, =
Summand Fi= -
X z(14b, k) £(2-b, k)*Eactorial(k))
Berechne
Ausgabe
AntidfferenzRekursonsgleichung geschiossene Form
(42 +8) (-3 +8) (n+2+a) (n-3+a)sint2)

. 7]
(Pt B2 a-b-8n-8) (n+2) (n+3)s(n+ 1) SE=4 [pochhammzr(l,n) [ [b%] (-1
+(n+22 (24 1) (n+3)s(m) =0 £50

el »

+ &) pochh (a+1,n)a (2-an)
< il I
Algorithmus
Petkovsek

Mustafa Aktan Universitat Kassel M_Aktan@gmx.net

Abbildung A.3: Identitédt aus Satz 5.4

2z
> maple_result == [4pochhamma(1, n) pochhammer(2, ») [ (@— 1) apochhammer(1 + @ n) [ i % + b] pochhammer(2 — @ 1) — bpochhammer(2 — &, ») pochhammer(1 + &,

2
n)(b—=1) [—% +a] ]]/((a—b) (-1 + &+ a) pochhammer(2 — & #) pochhammer(1 + @ ») pochhammer(1 + 5 ») pochhammer(2 — & »))

- s al(n+ 1)1 [ 2v—1ala—1) B (2a—1%bp-1) ]
3 (a+b—1) (a—b) | pochhammer(b + 1, ) pochhammer(2 — b n) pochhammer(a + 1, #) pochhammer(2 — a »)
’3 evalb( simplifil convert( maple_result, GAMMA) ) = simplify( convert( result, GAMMA) ) )
frue
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