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3 Funktionen und Graphen

3.1 Reelle Funktionen und ihre Graphen

Definition 3.1 (Reelle Funktionen) Eine reelle Funktion f ist eine Regel, die
den reellen Zahlen x € D des Definitionsbereichs D C IR jeweils eine reelle Zahl
f(z) zuordnet. Die Zahl f(x) heifit der Wert! von f an der Stelle x oder das Bild?
von x unter der Funktion f. Entsprechend heiit x ein Urbild® des Punktes f(x).
Wir schreiben in dieser Situation auch x — f(z). Beim Ausdruck f(z) sagen wir
manchmal auch, dal x das Argument dieses Funktionsaufrufs sei. Die Menge aller
Werte von f

fD):={f(x) e R| z € D}

heiBt der Wertebereich oder auch Bild* von f. Wir nennen x die unabhéngige Va-
riable von f. Haufig ist der Definitionsbereich D C R von f ein Intervall oder ganz
R. Um den Definitionsbereich einer Funktion zu spezifizieren, verwenden wir die
ausfiihrlichere Schreibweise f : D — IR oder auch

D — R

P e fa)

Beispiel 3.1 Die Betragsfunktion

>
(1.22) 2] = { x falls x > 0

] -z sonst

und die Vorzeichenfunktion

1 falls x > 0
-1 falls x <0
0 falls x =0

(1.23) sign x :

die wir in Kapitel 1 definiert haben, stellen Beispiele von Funktionen dar, die in
ganz IR erklirt sind. Auch die Quadratfunktion sqr (z) := z? und die Quadrat-
wurzelfunktion sqrt (z) := /x sind reelle Funktionen. Man beachte jedoch, daf
letztere Funktion nur fiir nichtnegative x-Werte definiert ist. Der Definitionsbereich
der Wurzelfunktion ist also Ry = [0, 00) und nicht R. A

I Englisch: value
2Englisch: image
3Englisch: preimage
4Englisch: range
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Man kann eine reelle Funktion f mit Hilfe eines x-y-Koordinatensystems graphisch
darstellen. Dazu zeichnet man das Bild der Punkte

{@y) eR* [ y=f2)} .

Diese ebene Menge heifit der Graph von f. Es folgen die Graphen der Betragsfunk-
tion, der Vorzeichenfunktion sowie der Quadrat- und der Wurzelfunktion.

Y
A
abs 37
2 —+
1
t t t t t t t t t t > 7
-5 —4 -3 —2 —1 9] 1 2 3 4 5
sign .

Abbildung 3.1 Einige Beispielgraphen reeller Funktionen

DERIVE-Sitzung 13.5 gibt eine Anleitung, wie man DERIVE zur graphischen Dar-
stellung benutzen kann.
Das Beispiel der Kreisgleichung

Pyt =1, (3.1)

die fiir jedes x € (—1, 1) zwei Losungen y hat, zeigt, dafi eine Gleichung mit zwei Va-
riablen = und y nicht einer Funktion x — y(z) entsprechen mu8. Jede Gleichung F,
die wie Gleichung (1.1) die Variablen x und y miteinander in Verbindung setzt, heifit
implizite Funktion. Die graphische Darstellung einer impliziten Funktion erhélt man
durch Darstellung der Menge®

{(z,y) € R? ’ E ist wahr} .

Nur wenn die Gleichung eine eindeutige Losung y(x) besitzt und damit eindeutig
nach y aufgelést® werden kann, ist eine implizite Funktion tatséchlich eine Funktion
— denn eine Funktion mufl definitionsgeméf fiir jedes = aus ihrem Definitionsbereich
genau einen Wert y(x) besitzen. Auch wenn diese Eigenschaft fiir alle Zahlen z in
einem bestimmten Intervall I C R gilt, so heiit das noch lange nicht, dafl wir
tatsdchlich eine explizite Formel y(x) angeben kénnen.

5Man kann zumindest prinzipiell zu so einer graphischen Darstellung gelangen; es ist jedoch oft
schwer, die Werte (z,y) € IR? zu bestimmen, fiir die die Gleichung E gilt.

6Die Auflésbarkeit ist somit gleichwertig mit der Existenz einer eindeutigen Lésung und nicht
mit der Existenz einer Formel fiir diese Losung.
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Graphisch betrachtet bedeutet die Tatsache, daff man die Gleichung an einer
Stelle g nach y auflésen kann, dafl die Parallele zur y-Achse, die durch xy geht, den
zugehorigen Graphen genau einmal schneidet.

UBUNGSAUFGABEN

3.1 Gib eine explizite Darstellung der impliziten Funktion
lz|+]y—3|-3|=1.

3.2 Zeige: Ersetzt man x durch x/a fiir ein a > 0 in der impliziten Funktionsglei-
chung

F(z,y)=0 (3.2)

(wobei F' eine beliebige Funktion der beiden Variablen x und y ist), so dndert sich
die Skalierung in x-Richtung um den Faktor a, so daf3 der Graph von Gleichung (1.2)
in Richtung der x-Achse um den Faktor a gedehnt oder (falls a < 1) gestaucht wird.
Ersetzen wir y in Gleichung (1.2) durch y/b (b > 0), so wird der Skalierungsfaktor
in y-Richtung um den Faktor b vergréfiert oder verkleinert, und der Graph in y-
Richtung gedehnt oder gestaucht. (Genau diese Substitutionen werden im
und im Befehl bei DERIVE durchgefiihrt.)

Stelle die Einheitskreislinie mit der Gleichung x? +y? = 1 graphisch dar. Benutze
den Betehl, um die Skalierung einer der Achsen zu dndern. Wie sieht das

Bild nun aus?

& 3.3 Zeige mit quadratischer Ergédnzung (s. Umformung von Gleichung (1.10)), dafi
der Graph einer Gleichung der Form

2?4+ ar+y> +by+c=0 (3.3)
immer ein Kreis ist oder so degeneriert, daf es keinen reellen Graphen gibt. Zeige,
dafl der Radius r dieses Kreises durch r = 7”12431)2_40 gegeben ist. Priife nach,

ob folgende Gleichungen einem Kreis entsprechen, berechne ihren Mittelpunkt und
Radius und stelle die Funktionen mit DERIVE graphisch dar.

(a) 2 +z+9y*+y=0, (b) 22 —2+2y* -2y —-3=0,
(c) 2 +4x+y*—4y—-3=0, (d) 32% 20 +3y* —4y+3=0,
(e) 2> —2x+1y*+2y+2=0, (f) 2*—kr+y*+2y=0(k=0,...,5).

<& 3.4 Der Graph der impliziten Gleichung

2 2
b2 a?

ist ein gedehnter Kreis, eine sog. Ellipse. Stelle die Ellipsen fiir b := 1 und die Werte
a:=1/2,1,2, und 3 graphisch dar.
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3.5 Konstruiere entsprechend Gleichung (1.3) die Gleichung einer allgemeinen El-
lipse, die durch Verschiebung in x- und y-Richtung entsteht.

<& 3.6 Betrachte die implizite Funktion, die durch die Gleichung
P —3y—x=0 (3.4)
definiert wird und die Gleichung

y(0) =0

erfiillt. Die Gleichung (1.4) kann man leicht explizit nach x auflsen. Stelle den
entsprechenden Graphen mit DERIVE dar. Man beachte, daf3 nun die y-Achse nach
rechts, und die x-Achse nach oben zeigt. Wie wiirde der Graph in einem gewdéhnli-
chen x-y-Koordinatensystem aussehen?

Lasse DERIVE die Gleichung (1.4) nach y auflésen. DERIVE kann alle Gleichungen
dritten Grades’ (und einige vierten Grades) I6sen®. Die Ausgabe ist jedoch im all-
gemeinen zu uniibersichtlich und daher nicht von groflem Interesse. Im vorliegenden
Fall ist dies jedoch nicht so. Es macht nichts, wenn die Ausgabe im Augenblick
nicht verstanden wird. Sie wird spéter verstéindlich werden. Man kann jedoch y(x)
graphisch darstellen. Dazu mufi man diejenige Losung finden, die der Bedingung
y(0) = 0 geniigt. Stelle alle drei Losungen graphisch dar und achte darauf, wie diese
ineinander iibergehen.

Wie sieht der gré8tmogliche Definitionsbereich der betrachteten impliziten Funktion
aus?

3.2 Lineare Funktionen und Geraden

Jede Gleichung der Form
Ar+By=C (A,B,CeR)

stellt eine Gerade L in R? dar. Gilt B # 0, dann ist diese Gleichung nach y auflssbar
und man erhélt

A C
y:—§x+§::mx~l—b. (3.5)
Fiir —% schreibt man meist m. Diese Zahl heifit Steigung® der Geraden L. Die
Zahl b := % ist der y-Achsenabschnitt von L. Denn fiir x = 0 erhalten wir gerade
y = b, so dafl L die y-Achse im Punkt (0, b) schneidet. Was ist aber die geometrische
Bedeutung der Steigung? Vergroflern wir den Wert von x um 1, so entspricht die

"Der Grad eines Polynoms wird in § 1.3 erklirt.
8Solange der Speicherplatz ausreicht.
9Englisch: slope
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Anderung des y-Wertes der Differenz der y-Werte an der Stelle z+1 und der Stelle
x:10

y(z+1) —y(x) = (m(a:+ 1) —i—b) — (mx+b) =m.

Dies gibt der Steigung m eine Bedeutung: Sie ist gleich der Verdnderung in Rich-
tung der y-Achse, wenn x um 1 vergroflert wird. Wir betrachten nun eine beliebige
Anderung des z-Wertes. Eine solche Anderung auf der z-Achse wird oft mit Ax
bezeichnet!!, wihrend die entsprechende Anderung auf der y-Achse durch

Ay :=y(x + Ax) — y(x)

berechnet werden kann. Bei unserer Geradengleichung folgt nun
Ay =y(z+Az) —y(x) = (m(:z: + Azx) + b) — (mx+b)=m- Az,

so daB8 die Steigung m in allen Punkten z € R dem Verhiltnis Ay/Axz entspricht,
s. Abbildung 1.2.

Die Darstellung (1.5) der Geradengleichung heifit Steigungs-Achsenabschnitts-
Form. Dies ist die wichtigste Art der Darstellung, da hier die Geradengleichung
nach y aufgelost ist und deshalb die Gerade mit einer Funktion

R —-1R

I r— f(x):=y=mx+b

in Verbindung steht. Eine derartige Funktion heifit lineare Funktion.

mx+b

Abbildung 3.2 Die Steigung einer linearen Funktion

Wir wollen nun die Gleichung fiir eine Gerade aufstellen, die durch zwei Punkte
Py = (x1,y1) und Py = (x2,y2) (1 # x2) geht. In diesem Fall gilt offensichtlich

10Man beachte, da y(x+1) auf der linken Seite den Funktionswert von y an der Stelle z + 1
bezeichnet, wihrend m(z 4+ 1) im mittleren Ausdruck das Produkt der Zahlen m und x + 1 ist.
HDer griechische Buchstabe A (,Delta”) entspricht dem D des Wortes Differenz.
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Ay  yp—u
pu— pu— 306
"= A To — T (3.6)

so dafl diese Zahl der Steigung m entspricht. Wir berechnen weiter den y-Achsen-
abschnitt b. Dazu beachte man, dafl aus der Gleichung

Y1 =mx1 +b
folgt, daf} gilt

Y2y %2~ Yaly
To — I1 To — I .

b=y, —mxi =y — (3.7)
Wir wollen jedoch noch andere Darstellungen fiir die Geradengleichung angeben,
die man sich leichter merken kann. Da die Steigung m fiir alle Punkte P = (x,y)
gleich ist, erhalten wir nédmlich

Y-y _p-n
r—1T] XTo—T

m (3.8)
Die linke Gleichung der Gleichungskette (1.8) heifit Punkt-Steigungs-Form, wahrend
die rechte Gleichung von (1.8) Zwei-Punkte-Form der Geradengleichung genannt
wird.

Sitzung 3.1 Die Steigung und den y-Achsenabschnitt der Geraden durch die Punk-
te Pr = (x1,y1) und P> = (2, y2) erhélt man durch Auflésen der beiden Gleichungen

y1 =mx1 +b

und
Y2 = mx2 +b

nach b und m. Wir fithren dies mit DERIVE durch. Man &dndere dazu den Einga-
bemodus mit Hilfe des | Options Input Word | Befehls von Character (Buchsta-
beneingabe) in Word (Worteingabe), um mehrbuchstabige Variablennamen wie y1
eingeben zu konnen. Man gebe dann den Vektor [yl = m x1 + b, y2 = m x2 + b]
ein und lose diese Gleichungen mit Hilfe des Befehls nach b und m auf.
Man bekommt erneut (1.6)—(1.7).

Man definiere weiter die DERIVE Funktion

ZWEIPUNKTEFORM(x,x1,y1,x2,y2) := (y2-y1)/(x2-x1)*x+(yl x2-y2 x1)/(x2-x1)

deren Wert der rechten Seite der Geradengleichung durch die Punkte P; und P>
entspricht (s. Gleichungen (1.6) und (1.7)).

Berechne die rechten Seiten der Geradengleichungen fiir die Gerade durch (1,0) und
(0,1) und fiir die Gerade durch (0,0) und (1,1) mit der Funktion ZWEIPUNKTEFORM,
und stelle alle drei Geraden graphisch dar!

Man stelle zuletzt die Gerade mit der Steigung m := 1 und dem y-Achsenabschnitt
b := —1 graphisch dar.
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Man sieht, dal zwei der Geraden parallel sind und dafl sie senkrecht (orthogonal)
auf der dritten Geraden stehen'?. Was charakterisiert diese Eigenschaften?

Addiert man zu einer beliebigen Gleichung y = f(z) eine Zahl yg, so verschiebt
sich der Graph von f in y-Richtung um yo Einheiten, da fiir alle x der Funktionswert
f(x) + yo gerade um diesen Summanden grofler als f(x) ist. Deshalb sind zwei
Geraden (von denen keine parallel zur y-Achse verlaufe) genau dann parallel, wenn
sie die gleiche Steigung haben, oder — dquivalent ausgedriickt — wenn die zugehérigen
Funktionen sich um eine bestimmte Konstante unterscheiden.

Eine Parallelverschiebung zeigt, dafi die Orthogonalitéit zweier Geraden nicht von
ihrem y-Achsenabschnitt abhéingt. Zwei Geraden (von denen keine parallel zur y-
Achse verlaufe)

Li: y=mzx bzw. Lo: y=mox

stehen genau dann senkrecht aufeinander, wenn Lo aus L; erzeugt werden kann,
indem man die z-Richtung von L; zur y-Richtung von Lo und die y-Richtung von L,
zur negativen z-Richtung von Ls macht (man mache sich klar, was das geometrisch
bedeutet!). Das heifft, wir miissen in der Gleichung von L gleichzeitig = durch y
und y durch —z ersetzen, um die Gleichung von Lo zu erhalten:

1

—r=my = Y= ——IT=1MT.
mi

Da die rechte Gleichung nun die von Lo sein soll, folgt die Beziehung mo = —mil.

Gilt umgekehrt diese Beziehung, dann sind L; und L, orthogonal, wie man durch
eine dhnliche Betrachtung sieht.

UBUNGSAUFGABEN

<& 3.7 Schreibe eine DERIVE Funktion PUNKTSTEIGUNGSFORM(x,m,x1,y1), die die
rechte Seite der Gleichung der Geraden durch den Punkt (x1,y;) mit der Steigung
m erzeugt. Uberpriife die Funktion und stelle die Parallelen mit Steigung 2 durch
die Punkte (0,k), (k = —4,—3,...,4) sowie ihre Orthogonaltrajektorien'® durch
die Punkte (k,0), (k = —4,-3,...,4) mit DERIVE graphisch dar. Man verwende
dazu die VECTOR Funktion.

3.3 Reelle Polynome

Der Ausdruck
p(z) = ap + a1x + agx® + - + apa” :Zakxk (ar € R (k=0,...,n))
k=0

12Wenn, wie im Anhang (Kapitel 13) beschrieben, die von DERIVE richtig eingestellt
sind.
13Damit werden die auf den gegebenen Geraden senkrecht stehenden Geraden bezeichnet.
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(wir verwenden weiterhin die Konvention 2% = 1) heifit reelles Polynom bzgl. der
Variablen z. Der héchste Exponent n heifit Grad'* des Polynoms, und wir schreiben
degp = n. Ein Polynom vom Grad 1 ist eine lineare Funktion. Ein Polynom vom
Grad 2 nennen wir quadratisch, wahrend ein Polynom vom Grad 3 kubisch genannt
wird. Entsprechend unserer Vereinbarung ist eine konstante Funktion ein Polynom
vom Grad 0. Die Zahl ax, € R (k =0, ...,n) heiit der k. Koeffizient des Polynoms.
Zwei Polynome stimmen offensichtlich nur dann {iberein, wenn alle ihre Koeffizienten
gleich sind.

Wir wollen uns zunéchst mit quadratischen Funktionen beschéftigen. Die einfach-
ste Funktion dieses Typs ist die Quadratfunktion

f(z) =a?, (3.9)
die wir schon in Abbildung 1.1 auf S. 2 graphisch dargestellt hatten.

Sitzung 3.2 Wir wollen die graphische Darstellung quadratischer Funktionen ge-
nauer betrachten. Stelle die Gleichung (1.9) mit DERIVE graphisch dar. Der Graph
heit Parabel. Den Ursprung nennt man den Scheitel der Parabel. Wie sehen die
Graphen anderer quadratischer Funktionen aus? Man betrachte mit Hilfe der VECTOR

Funktion y = k 2* sowie y = k% — (k+ 1)z — 1 jeweils fir k = —4,-3,...,4 (man

vereinfache die Vektoren zuerst mit | Simplify |!).

Betrachtet man die Graphen einiger quadratischer Funktionen, so stellt man fest,
daf} sie alle sehr dhnlich aussehen, ndmlich wie eine Parabel, deren Scheitel verscho-
ben worden ist, und deren Offnung entweder in Richtung der positiven oder der
negativen y-Achse zeigt. Konnen wir dies beweisen? Die allgemeine quadratische
Funktion hat die Form (a,b,c € R)

f(x) =az® +bx+c. (3.10)

Wir fiithren folgende Umformung durch und benutzen dabei die quadratische Ergéan-
15
zung

b b b? b?
flz) = aw2+bfc+cza<x2—i—gw+§):a(a:z—l—a:c—i——)jtc——

4a? 4a
~|—b 2+ b’
= alx+ — c—— | .
2a 4a

Es zeigt sich, da8 der Graph von f dem von y = axz? entspricht, wobei der Scheitel
um —% in z-Richtung und um c— % in y-Richtung verschoben wurde. Dies folgt
aus der Tatsache, daf§ eine Ersetzung von x durch x— B in der Gleichung y = f(x)
(mit einer Konstanten B € R) dazu fiihrt, dafl sich der z-Wert der Gleichung um
B Einheiten nach links und damit der Graph um denselben Betrag nach rechts

verschiebt.

4 Englisch: degree
15Dije quadratische Erganzung wird auch zur Losung der allgemeinen quadratischen Gleichung
verwendet. Englisch: completion



3.3 Reelle Polynome 53

Was haben die Losungen der quadratischen Gleichung
az® +bx+c=0 (3.11)

mit der zugehorigen Parabel zu tun? Offensichtlich reprasentiert Gleichung (1.11)
alle Zahlen x mit f(x) = 0 in Gleichung (1.10). Geometrisch bedeutet dies, dafl die
Losungen der Gleichung (1.11) diejenigen Zahlen z sind, fiir die die Parabel (1.10)
den y-Wert 0 hat und deshalb die z-Achse schneidet.

Sitzung 3.3 Wir wollen mit DERIVE ein Beispiel dieser Art vorstellen. Man de-
finiere y:w2—$—3/4 und stelle den Graphen dieser Funktion dar. Man schétze,
wo die Nullstellen liegen, 16se die entsprechende quadratische Gleichung y = 0 und
vergleiche.

Polynome mit einem Grad n, der grofler als 2 ist, sind auf dhnliche Weise mit dem
Monom p(x) = x™ verbunden.

Sitzung 3.4 Stelle die ersten zehn Monome VECTOR(x"n,n,1,10) graphisch dar'®.
Wie man sieht, steigt das Wachstum fiir x > 1 mit dem Grad an. Die Werte von
2" sind fiir negative x positiv, wenn n gerade ist, und negativ fiir ungerade n. Fiir
ungerade n sind die Graphen symmetrisch zum Ursprung, wéhrend sie fiir gerade n
symmetrisch zur y-Achse sind. Die Punkte (0,0) und (1,1) liegen auf den Graphen

aller Monome.

Die erwdhnten Symmetrieeigenschaften von Monomen kénnen leicht nachgewiesen
werden. Man beachte, dafl zwei ebene Punkte (z1,y;) und (z2,y2) genau dann

symmetrisch zum Ursprung sind, wenn xo = —xq und yo = —y; gilt, so daf} der
Graph einer Funktion f genau dann symmetrisch zum Ursprung ist, wenn gilt
fl=z) = —f(x) (zeR). (3.12)
Weiterhin sind zwei ebene Punkte (x1, ;1) und (z2,y2) genau dann symmetrisch zur
y-Achse, wenn x5 = —x1 und y = y; gilt, so dal der Graph einer Funktion f genau
dann symmetrisch zur y-Achse ist, wenn gilt
fl=z)=f(z) (zeR). (3.13)

Fiir das Monom p(z) = z™ erhalten wir

falls n gerade ist. Dies liegt an der Beziehung

" 1 falls n gerade ist
1= :

-1 falls n ungerade ist (3.14)

16Wer einen langsamen Rechner hat, sollte nur die ersten 5 Monome graphisch darstellen, da die
Ausgabe sonst sehr lange dauern kann.
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(s. Ubungsaufgabe 1.9). Wir nennen deshalb Funktionen mit der Eigenschaft (1.12)
ungerade Funktionen'” und Funktionen mit der Eigenschaft (1.13) gerade Funktio-
nen'®. Wir wollen erwihnen, daf man jede beliebige Funktion f (die in einem zum
Ursprung symmetrischen Intervall I definiert ist, z. B. I = R) auf genau eine Wei-
se in eine Summe aus einer geraden und einer ungeraden Funktion zerlegen kann,
s. Ubungsaufgabe 1.10. Diese Funktionen werden der gerade bzw. der ungerade An-
teil von f genannt und sind wie folgt definiert:

flx) + f(=x)

fgerade = 9 und fungerade =

f(z) — f(==)
5 :

(3.15)

Diese Konstruktion wird spéter z. B. dazu benutzt werden, die hyperbolischen Funk-
tionen zu erkldren.

Sitzung 3.5 DERIVE kann Polynome in zwei Standardformate umformen. Dies ge-
schieht mit Hilfe der Meniis und . Definiere den Ausdruck
PRODUCT (x-1/k,k,1,10). Dies ist die faktorisierte Form eines Polynoms, an der
man sofort die Nullstellen'® ablesen kann, d.h. diejenigen Punkte, an denen das
Polynom verschwindet bzw. den Wert Null hat. Expandiere nun den Ausdruck mit
dem Menii. Die expandierte Form eines Polynoms ist die Form, bei der
alle Faktoren mit Hilfe des Distributivgesetzes ausmultipliziert worden sind. Fakto-
risiere das Ergebnis mit dem Befehl | Factor Rational | wieder zuriick. DERIVE
findet alle Faktoren (x —a) mit rationalem®® a. In bestimmten Féllen findet DERIVE
auch irrationale und komplexe Faktoren. Um jedoch nicht unnétig Rechenzeit zu
verschwenden, empfiehlt es sich, zuerst die rationale Faktorisierung zu verwenden.
Nur wenn diese erfolglos bleibt, sollte man statt dessen auf die Faktorisierung mit
oder ausweichen. Bei unserem Beispiel funktioniert die ra-
tionale Faktorisierung, obwohl auch diese einige Zeit benotigt. Man beachte, daf3 die
Faktorisierung von Polynomen fiir gewthnlich sehr zeitaufwendig ist?*.

Am Ende diese Abschnitts wollen wir einige zentrale algebraische Eigenschaften von
Polynomen behandeln.

Satz 3.1 (Abdividieren von Nullstellen) Ist zy eine Nullstelle des Polynoms
p(x) =ap+ a1z + -+ apx™, dann ist p(z)/(x — x¢) ein Polynom vom Grad n — 1.

Beweis: Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir die Identitét

o — zy = (x — x0) (Q?k_l + oz P+ b+ wg_l) =(x —x0)qr—1(z), (3.16)

die fiir alle 2,20 € R und k € IN gilt, siche Ubungsaufgabe 1.22. Hierbei stellt ¢; offenbar
ein Polynom vom Grad j bzgl. der Variablen z dar.
Ist nun zo eine Nullstelle von p, so folgt unter Verwendung von (1.16)

I7Englisch: odd functions

18Englisch: even functions

9Englisch: zero

20 Allerdings kann a symbolisch sein.

21Das ist nicht verwunderlich: Man versuche einmal, die gegebene expandierte Formel von Hand
zu faktorisieren!
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p(z) =p(x) —p(zo) = (a0+arz+--+anz") - (a0 +a120 + - + anty)
(z —z0) (a1 + a2q1(z) + asga(z) + - + angn-1(z))
= (z—zo)q(x),
wobei ¢ ein Polynom vom Grad n — 1 ist. Daraus folgt die Behauptung. O

Als sofortige Folgerung (Induktion!) haben wir??

Korollar 3.1 Ein nichtverschwindendes Polynom vom Grad n hat hochstens n
Nullstellen. O

Eine weitere wichtige Folge ist der sogenannte Identitétssatz fiir Polynome.

Korollar 3.2 (Identitédtssatz) Zwei Polynome p(z) = ag + a1 + - -+ + apx™ und
q(x) = by + byx + -+ + bpyx™ vom Grad n, die an n + 1 verschiedenen Stellen den
gleichen Wert annehmen, sind identisch, d.h. ax = bx (kK =0,...,n), und stimmen
somit sogar fiir alle x € IR iiberein.

Beweis:  Die Funktion p — ¢ ist offenbar ein Polynom mit deg(p — q) < n. Da p und ¢
an n + 1 Stellen iibereinstimmen, hat p — ¢ andererseits mindestens n + 1 Nullstellen. Aus
Korollar 1.1 folgt dann, dafl p — ¢ das Nullpolynom ist. O

UBUNGSAUFGABEN

O 3.8 Sei f(x) = 22 —x—3/4. In DERIVE-Sitzung 1.3 wurde der Graph dieser Funktion
dargestellt und die entsprechende quadratische Gleichung f(z) = 0 gelist. Bestimme
anhand des Graphen, fiir welche Werte von x die Ungleichungen f(z) < 0 und

f(x) > 0 gelten. Kann man diese Ungleichungen auch mit DERIVE lésen®3.

3.9 Beweise Gleichung (1.14) durch Induktion.

0 3.10 Zeige, da8 fiir jede Funktion f : I — IR eines zum Ursprung symmetrischen In-
tervalls I genau eine gerade Funktion fgcrade Sowie eine ungerade Funktion fungerade
existiert, fiir die die Beziehung f = fserade + fungerade &ilt. Diese sind durch (1.15)
gegeben.

n
3.11 Bestimme fiir ein allgemeines Polynom " ajx*

k=0

vom Grad n die Zerlegung in
geraden und ungeraden Anteil.

3.12 Untersuche die Summen, die Differenz, das Produkt und den Quotienten gera-
der und ungerader Funktionen. Welche Symmetrie haben die resultierenden Funk-
tionen?

3.13 Zeige, daf die Funktion

gerade ist.

22Ein Korollar ist eine Folgerung aus einem Satz.
23Die Antwort auf diese Frage hingt von der Version von DERIVE ab.
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<& 3.14 Stelle mit DERIVE die Funktion f(x) := x(x—1)(x—2)(x+1)(x+2) graphisch
dar. Welche Symmetrie besitzt f? Wie kann man die Symmetrie der Definition von f
bzw. der ausmultiplizierten Form ansehen? Die Nullstellen von f sind offensichtlich
—2,—1,0,1 und 2. Wo scheint das lokale Maximum und das lokale Minimum von
f zu liegen? Finde Néherungswerte fiir den x- und den y-Wert dieser Stellen. (An
spaterer Stelle konnen wir beweisen, daf3 das positive lokale Maximum an der Stelle

x=/3 — Y% = 0.54391225590233803076... und das positive lokale Minimum an

der Stelle x = /3 + Y112 = 1.64443286815826858429... liegen.)

3.15 Beweise durch quadratische Ergidnzung, daf3 die Losungsformel fiir quadrati-
sche Gleichungen aus DERIVE-Sitzung 1.6 richtig ist.

< 3.16 Bestimme mit Hilfe von DERIVE die Koeffizienten a,b und c der allgemeinen
Parabel ax?® + bx + ¢, die durch die Punkte (x1,31), (w2,y2) und (x3,y3) geht.
Verwende das Ergebnis, um die Parabeln zu ermitteln, deren Graph durch folgende
Punkte geht:

(a) (=1,1), (0,0) und (1,1), (b) (=1,0), (0,0) und (1,1)
(¢) (=1,-1), (0,0) und (1,1), (d) (0,0), (k,0) und (1,1) (k € R\{1}).

Man stelle die Losungsfunktionen graphisch dar, bei (d) fiir k = —4, -3, ...,4. Was
geschieht fiir k =17

3.4 Polynominterpolation

In Anwendungsfilllen haben wir fiir eine gesuchte reelle Funktion oft keine Funkti-
onsgleichung, sondern nur einige (oder auch viele) Meflwerte — sagen wir n Stiick.
Wollen wir nun zu Werten kommen, die wir nicht gemessen haben (wir kénnen ja nur
eine endliche Zahl von Werten messen), so konnen wir den Graphen der gemessenen
Punkte durch den Graphen eines Polynoms verbinden. Diese Art der Ndherung heif3t
Polynominterpolation. Wir wissen aus Korollar 1.2, daf3 ein Polynom vom Grad n—1
durch n Punkte auf seinem Graphen eindeutig festgelegt wird. Es gibt zu obigem
Problem also genau eine Losung, wenn wir den Grad des Polynoms durch n — 1
beschrinken.

Abbildung 1.3 zeigt ein Beispiel fiir eine solche Situation. Hier ist das Inter-
polationspolynom fiir die Interpolationsdaten {(—2,0),(—1,1),(0,0),(1,1),(2,0)}
dargestellt. Die allgemeine Losung dieses Interpolationsproblems kann man leicht
hinschreiben und in eine DERIVE Funktion iiberfiihren. Wir verwenden dafiir be-
stimmte Produkte, die sog. Lagrangeschen®* Polynome.

24 JosepH Louls LAGRANGE [1736-1813]
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Abbildung 3.3 Interpolationspolynom fiir {(—2,0), (—1,1),(0,0),(1,1),(2,0)}

Es seien die Werte y; an den Stellen zp (k=1,...,n) gegeben, oder m.a. W. die
Punkte (zy,yx) (k =1,...,n) des Graphen. Wir sehen, daf die Lagrangeschen Po-
lynome

(—a)(@—wg) - (@—ap—1) (@ — apy1)(@ — Tpy2) - (T — 3p)
(g —x1)(z)p — 22) - (T — Tp—1) (T — Tpg1) (T — Tht2) - (Th — Tn)

Lk(a?) =

den Grad n — 1 haben und die Werte

_J1 falls 7 = k
Lifzs) _{ 0 falls j Ak
an den Stiitzstellen x; (j =1,...,n) annehmen. Also 16st das Polynom
L(2) = 51 L1 (@) + 3o La(@) + -+ + gLa(e) = S gli@)  (3.17)
k=1

das gegebene Problem, da ein direkter Vergleich zeigt, dafl
L(z;) :== y1La(zj) + yaLo(z;) + - + ynLn(z;) = y;

fiir alle 5 = 1,...,n gilt. Diese nach obiger Bemerkung eindeutige Losung des gege-
benen Interpolationsproblems heif3t Lagrangesches Interpolationspolynom und wird
ausfiihrlich in § 12.4 betrachtet werden.
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Sitzung 3.6 Wir definieren die DERIVE Funktion LAGRANGE (a,x) durch?®
LAGRANGE_AUX(a,x,k,n):=
PRODUCT ( (x-ELEMENT (a, j_, 1))/ (ELEMENT (a, k, 1) -ELEMENT (a, j_, 1)) ,j_,1,k-1)*
PRODUCT ( (x-ELEMENT (a, j_,1))/(ELEMENT (a,k, 1) -ELEMENT(a, j_,1)),j_,k+1,n)
LAGRANGE(a,x) :=
SUM(ELEMENT (a,k_,2) *LAGRANGE_AUX(a,x,k_,DIMENSION(a)),k_,1,DIMENSION(a))
welche das Lagrangesche Interpolationspolynom in der Variablen x berechnet, wobei
a ein Vektor der Lénge n ist und die zu interpolierenden Daten (zx,yx) (k= 1,...,n)
enthalt.

Man gebe die Funktionen fehlerfrei ein.
Die benutzte DERIVE Funktion ELEMENT (v,k) ergibt das k. Element des Vektors v,
und die Funktion DIMENSION(v) berechnet seine Dimension, also die Anzahl seiner
Elemente.
Fiir die Interpolationsdaten {(—2,0),(—1,1),(0,0),(1,1),(2,0)} von Abbildung 1.3
ergibt eine Anwendung von bzw. auf den Aus-
druck LAGRANGE([[-2,0],[-1,1]1,[0,01,[1,1],[2,011,x)
2 2 4
2 — 2
4: z( )@ +2) bzw. 5 4i—$—.
3 3 3
Man stelle die Interpolationsdaten?® sowie das Interpolationspolynom graphisch dar!
UBUNGSAUFGABEN

& 3.17 Zeige, daf3 die DERIVE Funktion LAGRANGE (a,x) aus DERIVE-Sitzung 1.6 das
Lagrangesche Interpolationspolynom bzgl. der Variablen x berechnet, wobei a ein
Vektor der Linge n ist und die zu interpolierenden Daten (xp,yr) (k=1,...,n)
enthélt.

Definiere LAGRANGE und sichere die Funktion fiir spétere Verwendung in einer Datei.
Berechne mit der Funktion dann das Interpolationspolynom fiir die folgenden Daten

a)

a:=[[-1,1],[0,0],[1,1]1],

:=VECTOR([k,1/k] ,k,1,5) ,

:=[[0,0],[1,0],[2,0],[1/2,1]1],
:=VECTOR(VECTOR(k"j,j,2,3),k,1,4) ,
:=[[0,0],[1,1],[2,2],[3,01],

:=VECTOR( [k,COMB(5,k)] ,k,0,5) ,
a:=[[-4,0],([-3,1],[-2,1],[-1,1],[0,1],(1,1],[2,1],(3,1],[4,0]] .

PP P PP

Stelle die gegebenen Interpolationsdaten und die zugehdrigen Interpolationspolyno-
me graphisch dar. Bestimme auch nichtpolynomiale Interpolationen ((b), (d)).

25Wir haben die Funktionen zur besseren Lesbarkeit mehrzeilig geschrieben. Man muS sie jedoch
in einer Zeile eingeben.

26Dazu wende man das Kommando auf den mit Hilfe der Kursortasten hervorge-
hobenen Punktevektor an.
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<& 3.18 Die folgenden Fragen betreffen die Definition von LAGRANGE (a,x) aus DERIVE-
Sitzung 1.6.

(a) Wie kénnte man auf die Hilfsfunktion LAGRANGE_AUX (a,x,k,n) verzichten?
Gibt es irgendeinen Vorteil durch die Benutzung der Hilfsfunktion zur Defini-
tion von LAGRANGE (a,x)?

(b) Was ergibt LAGRANGE (a,x), wenn die Interpolationsdaten a zwei Punkte mit
dem gleichen x-Wert, aber verschiedenen y-Werten enthalten?” Erklare das
Ergebnis!

(¢) Warum wurden als Summations- bzw. Produktvariablen die Symbole j_ und
k_ und nicht einfach j und k verwendet?

3.19 Zeige: Weisen die Interpolationsdaten eine gerade oder ungerade Symmetrie
auf, ist das zugehoérige Interpolationspolynom gerade bzw. ungerade.

3.5 Rationale Funktionen im Reellen

Zur Konstruktion von Polynomen werden die Operationen Addition, Subtraktion
und Multiplikation verwendet. Lassen wir zusétzlich die Division zu, kommen wir
zur Familie der (reellen) rationalen Funktionen r(z), die die Form

_ p(x)
r@) = q(x)

haben, wobei p und g Polynome bzgl.  sind. Wahrend Polynome fiir alle x € IR
wohldefiniert sind (sie sind sogar fiir alle x € C wohldefiniert — dies wird in § 1.6
genauer untersucht werden), sind rationale Funktionen an denjenigen Stellen x € IR
nicht erklirt, an denen der Nenner ¢(x) verschwindet.

Der Graph einer Funktion der Form f(z) = ¢ (a € R) wird Hyperbel genannt.
Man beachte, dal f an der Stelle x = 0 nicht definiert ist. Ferner beobachte man
das Verhalten der Hyperbeln in Abbildung 1.4 in der Néhe von x = 0! Wir nennen
solche Stellen x € IR Polstellen von f.

Wir betrachten nun rationale Funktionen, deren Zahler- und Nennerpolynom line-
ar sind. Diese haben die allgemeine Form r(z) = 2% mit Konstanten a, b, c,d € R.

— cx+d
Die Darstellung

ax+b a &9 B
— -4+ < A 3.18
r(z) cr+d c+gg—|—% +LE—C (3.18)

(die wir z.B. durch Polynomdivision erhalten, s. Ubungsaufgabe 1.25) zeigt, da8
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der Graph von r der Hyperbel % entspricht, die um A Einheiten in Richtung der
y-Achse und C' Einheiten in Richtung der z-Achse verschoben ist.

A

Abbildung 3.4 Die Graphen von f(z) = £ fir a = 3,1,2 und 3

Man betrachte die Graphen der rationalen Monome f(z) = - mit DERIVE fiir
n = 1,...,10. Diese haben alle (1,1) als gemeinsamen Punkt und am Ursprung
einen Pol.

v
8

Abbildung 3.5 Der Graph der quadratischen rationalen Funktion ﬁ

Abbildung 1.5 zeigt als weiteres Beispiel die rationale Funktion r(x) = ﬁ, die sich
vollkommen anders verhélt. Man beachte, dafl der Nenner ¢(x) = 1 + 22 dieser qua-
dratischen rationalen Funktion r auf Grund des Satzes 1.1 (b) nie verschwindet?".

Dadurch unterscheidet sich der Graph von r sehr stark von einer Hyperbel.

2"Dieser Satz hatte zum Inhalt, daB reelle Zahlen x nichtnegative Quadrate 2 > 0 haben.
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Bisher haben wir nur sehr einfache Polynome und rationale Funktionen betrach-
tet. Mit DERIVE konnen wir auch kompliziertere Beispiele untersuchen.

Sitzung 3.7 Stelle den Graphen der Funktion f(z) = (l—x)(;ii)(az—é’.) mit DERIVE
dar. Man sieht, dafl die Funktion die Pole x = —3, x = 1, und = = 3 hat, und daf
zwischen den letzten beiden Polen der Graph von f ein lokales Minimum in der Néhe
von (2, %) annimmt. Wir werden nun durch wiederholte graphische Darstellung die
Koordinaten dieses Punktes bestimmen. Bewege das Zentrierkreuz (das man z. B. in
Abbildung 13.10 sehen kann) mit den Kursortasten oder mit dem Befehl in
die Nihe des lokalen Minimums. Zentriere das Bild nun mit . DERIVE gibt
den Graphen dann erneut aus. Diesen Vorgang kann man mit in Richtung
unterbrechen und erhélt dadurch eine bessere Naherung des Graphen von f in
der Umgebung des betrachteten Punktes. In der letzten Zeile von DERIVE, der Sta-
tuszeile, kann man die Koordinaten des Zentrierkreuzes und die Skalierungsfaktoren
sehen.

Durch Wiederholen der Befehlsfolge und erhalten wir immer

bessere Ndherungen fiir die Koordinaten des Minimums.

Im allgemeinen sind die analytischen Eigenschaften von Polynomen und rationa-
len Funktionen recht kompliziert, so dafl wir diese erst in den folgenden Kapiteln
genauer betrachten werden. Thr algebraisches Verhalten ist jedoch einfacher zu un-
tersuchen.

Sitzung 3.8 Man gebe erneut den rationalen Ausdruck (1+x)/((1-x) (2+x) (x-3))
ein. Die Anwendung des Befehls?® erzeugt die sog. Partialbruchzerlegung®®

) S S
' 15(x+2) 3(x—-1) 5(x—3)

der Funktion.

Die Partialbruchzerlegung stellt in gewisser Hinsicht eine Vereinfachung dar: Eine
rationale Funktion wird durch eine Summe rationaler Funktionen kleineren Grades
dargestellt — in unserem Fall mit konstanten Zahlern. Wir wollen nun untersuchen,
wie man zu einer Partialbruchzerlegung kommt.

Die Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion r hingt offensichtlich von der
Faktorisierung des Nenners g ab. Um eine Faktorisierung von ¢ zu finden, verwenden
wir die Tatsache, daf jeder Faktor (x —x) eines Polynoms ¢ einer Nullstelle 2y von
q entspricht, s. Satz 1.1. Wir konnen ferner die Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen verwenden, um Nullstellen zu finden. Falls der Grad grofler als 2 ist,
miissen wir einige Nullstellen erraten®’, indem wir verniiftig scheinende Werte zg

28Man beachte, daB auf rationale Funktionen vollig anders wirkt als auf Polynome!

29Englisch: partial fraction decomposition

30Das Erraten von Nullstellen hingt offensichtlich von der Erfahrung oder sogar dem Scharf-
sinn des Ratenden ab. Die Tatsache, dafl ein Programm wie DERIVE in der Lage ist, Polynome
zu faktorisieren, ist nicht nur ein Resultat der hohen Rechengeschwindigkeit, sondern beruht im
wesentlichen darauf, dafl es eine Methode zur Bestimmung von Faktoren gibt, die immer erfolgreich
ist. Eine derartige Methode nennt man einen Algorithmus. In DERIVE ist ein solcher Algorithmus

implementiert. Dieser kann einen Faktor zumindest dann bestimmen, wenn der Real- und der
Imaginérteil der zugehorigen Nullstelle rational ist — falls der Speicherplatz ausreicht.
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in ¢ einsetzen. Hat ¢ eine Nullstelle, dann kann der Faktor (x — xg) von g geméaf
Satz 1.1 gekiirzt werden. Zur Durchfiihrung dieser Kiirzung verwenden wir die sog.
Polynomdivision von g durch (x — zp). Wir geben ein Beispiel.

Beispiel 3.2 (Faktorisierung von Polynomen) Wie wollen eine Faktorisierung
des Polynoms ¢(x) := —23 + 222 + 5z — 6 bestimmen. Zuerst {iberfiihren wir ¢ in
eine standardisierte Form mit 1 als fiihrendem Koeffizienten, dem Koeffizienten des
Terms hochster Ordnung 3

q(z) = —(2® — 222 — 52 +6) .

Da g den Grad 3 hat, kann man die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen
nicht sofort anwenden. Wir miissen einen Faktor erraten. Durch Einsetzen einiger
Werte fiir  finden wir heraus, dafl 1 = 1 eine Nullstelle von ¢ ist. Die Polynomdi-
vision

(x® —222 -5z +6) : (x—1) = 22—2-6
- @ )
—z?  —br +6
- (=2 +a)
—6z  +6
—  (—=6x +6)
0

fiihrt zur Faktorisierung
q(r) = —(2° — 22> — 50 +6) = —(z - 1)(z* — 2 — 6) .

Die Nullstellen des verbleibenden quadratischen Polynoms kénnen mit der Lésungs-
formel fiir quadratische Gleichungen ermittelt werden. Sie sind x5 = —2 und x3 = 3.
Wir haben die drei Faktoren (x — 1), (z 4+ 2) und (z — 3) bestimmt und somit die
Produktdarstellung

q(z) = — (2% = 22° =52+ 6) = —(x — 1)(z + 2)(x — 3)
gefunden. A

Wir wollen nun die Partialbruchzerlegung durchfiihren. Es kénnen dabei die folgen-
den Situationen auftreten: Die reelle Faktorisierung des Nenners kann

1. einfache lineare Faktoren (z — x¢),
2. Potenzen linearer Faktoren (x — z¢)™ mit n > 1 und

3. quadratische Faktoren 22 + ax + b, die in R irreduzibel sind,
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enthalten. Hierbei heifit ein Polynom (iiber R) irreduzibel, wenn es nicht in ein Pro-
dukt reeller Polynome kleinerer Ordnung zerlegt werden kann. Wir werden spéter
beweisen, dafl alle Faktoren auf lineare oder quadratische zuriickgefithrt werden
konnen. Tritt der zweite Fall auf, nennt man ¢ eine n-fache Nullstelle von ¢. Hat ein
Faktor 22 +ax + b keine reellen Nullstellen, dann tritt der dritte Fall auf. Offensicht-
lich geschieht dies genau dann, wenn man aus der Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen keine reellen Werte erhélt, d.h., wenn a? — 4b < 0 gilt. Im allgemeinen
sind solche Faktoren wesentlich schwieriger zu bestimmen (vor allem, wenn man
sie von Hand berechnen muf!). Die Form der Partialbruchzerlegung héngt offen-
sichtlich von den auftretenden Féllen ab. Die allgemeine Form koénnen wir Satz 1.2
entnehmen.

Das obige Beispiel ist besonders einfach, da der Nenner nur einfache lineare Fak-
toren enthélt. Wir werden nun an diesem Beispiel zeigen, wie man die Partialbruch-
zerlegung berechnet, wenn man schon eine Faktorisierung des Nenners hat.

Beispiel 3.3 (Partialbruchzerlegung) Fiir die Partialbruchzerlegung von

B 1+x
r(z) = 1-2)2+a)(z—3)

machen wir den Ansatz

() a + b + ¢
r(x) =
r+2 x-—1 r—3

fiir r, und wir miissen die Werte der Konstanten a, b und ¢ bestimmen. Da die beiden
Formeln iibereinstimmen miissen, bringen wir sie auf den Hauptnenner

1+ _ —1—=x __a n b 4 c (3.19)
(1—2)2+2x)(x—3) (x+2)(z—1)(z—-3) z+4+2 zx—-1 x-3
(=D @-3)a+ (z+2)(x-3)b+ (z+2)(z —1)c
B (x4+2)(x—1)(x—3) '
Offensichtlich miissen die Zédhler des zweiten und des vierten Ausdrucks gleich sein,
so dafl wir zu der folgenden Polynomgleichung gelangen

—l-z=(@-1(x—-3)a+(z+2)(x—3)b+ (z+2)(x —1)c. (3.20)
Zur Bestimmung der passenden Werte fiir a, b und c stellen wir zwei Methoden vor.

Methode 1 (Einsetzen) Wir setzen fiir x geeignete Werte in Gleichung (1.20) ein
und erhalten so ein Gleichungssystem mit den Unbekannten a, b und ¢, das besonders
einfach ist. Die giinstigsten Werte sind némlich offensichtlich die Nullstellen des
Nenners von r, da dann auf der rechten Seite von Gleichung (1.20) die meisten
Summanden verschwinden. Wir erhalten so die drei Gleichungen

1 = 15a
-2 = —-6b
—4 = 10c,
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die man sofort nach a,b und ¢ auflésen kann. Falls der Nenner von r nur einfache
reelle Nullstellen besitzt, ist diese Methode am giinstigsten.

Wir wollen darauf verweisen, da man zeigen kann (s. Ubungsaufgabe 6.10), da8
diese Methode korrekt ist. Wir haben nédmlich eigentlich einen grofien Fehler ge-
macht: Unsere Werte fiir a,b und ¢ sind zwar Losungen der Gleichung (1.20), wir
konnen die Werte jedoch nicht in Gleichung (1.19) selbst einsetzen, da hier der
Nenner verschwindet! (Diese Art von Fehler fithrt hiufig zu vollkommen falschen
Ergebnissen, s. Ubungsaufgabe 1.22.)

Methode 2 (Koeffizientenvergleich) Um die Konstanten a,b und ¢ zu finden,
die Gleichung (1.20) erfiillen, kénnen wir auch die Tatsache ausniitzen, dafl zwei
Polynome genau dann gleich sind, wenn alle Koeffizienten iibereinstimmen. Wenn
wir nun Gleichung (1.20) ausmultiplizieren und Summanden mit gleichen Potenzen
von x zusammenfassen, so erhalten wir

—z—1=x*(a+b+c)—z(da+b—c)+3a—23b+c).

Durch Vergleich der Koeffizienten auf der rechten und der linken Seite der Gleichung
erhalten wir das Gleichungssystem

Koeffizienten von z" : —1=3a—-2(3b+¢), (3.21)
Koeffizienten von z' : —1=—-M4a+b-c), (3.22)
Koeffizienten von z? : O=a+b+c. (3.23)

Die Losung eines solchen linearen Gleichungssytemes ist immer mdoglich, aber u. U.
sehr zeitaufwendig. Als Ubungsaufgabe 1.27 soll dieses System gelost werden. A

Wir nehmen an, dafl Leserinnen und Leser mit der Losung linearer Gleichungssy-
steme vertraut sind. Hierzu stellt DERIVE jedoch eine ausgezeichnete Hilfe dar.

Sitzung 3.9 Man definiere die Gleichungen (1.21)—(1.23) als Vektor und lose das

System dann mit dem Menii.

Beispiel 3.4 (Polynomanteil) Wir wollen nun den Fall betrachten, dafl der Grad
des Zahlers grofler oder gleich dem Grad des Nenners ist. Es gibt in diesem Falle
einen polynomialen Anteil, den man ebenfalls durch Polynomdivision erhalt. Wir
dndern dazu ein altes Beispiel leicht ab. Wir wollen nun

23— 212 —5x+ 10
rx—1

vereinfachen. In Beispiel 1.2 haben wir durch Polynomdivision gezeigt, dafl

5 — 222 — 52+ 6
T T T+ N

r—1

gilt. Daraus folgt offensichtlich die Gleichung



3.5 Rationale Funktionen im Reellen 65

3 222 —5x 410 3222 -5 +6 4 4
T T T+ _ 7 T T+ n 2 —64 .
r—1 r—1 r—1 rx—1

Wir haben also durch Polynomdivision den polynomialen Anteil und den Rest er-
halten.

Beispiel 3.5 (Polynomdivision) Wir betrachten das schwierigere Beispiel

°

x4 — 203 + 222 — 2+ 1

Polynomdivision ergibt

203 — 222431 —2

5 19034202 2 41) = x+2 .

v (z v z+1) v +x4—2£c3—|—2x2—2x—{—1
— (2% —2z% 4223 —227 +2)
2zt 223 4222 —x

—  (2z% 423 +42% —4x +2)
223 —222 43z -2

Wir kénnen nun das folgende fortgeschrittene Beispiel zur Partialbruchzerlegung
angehen.

Beispiel 3.6 (nochmals Partialbruchzerlegung) Wir wollen die Partialbruch-
zerlegung von
5
xt —2x3 4222 — 22 + 1

bestimmen. Die Rechnungen in Beispiel 1.5 zeigten, daf3

z® 223 — 222 + 32 — 2
=x+2+
ot —2x3 4+ 222 — 22 + 1 xt — 223 + 222 —2x + 1

gilt. Wir miissen also noch die Partialbruchzerlegung von
223 — 222 4 32 — 2
xt — 23 + 222 —2x 4+ 1

finden. Hier ist der Grad des Zahlers kleiner als der Grad des Nenners.
Zuniéchst bestimmen wir eine Faktorisierung des Nenners. Wir kénnen erraten,
dafl x = 1 eine Nullstelle ist. Durch Polynomdivision erhélt man

(x* —22% +222 22 +1) : (z—1) = 2> —2>+a2-1,
- @ )
—x®  +222 22 +1
— (=2® +2?)
2 =2z +1
- (22 —x)
x -1

- (@ -1
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womit
et =203 422 — 24+ 1=(z -3 -2+ -1).
Eine Anwendung derselben Methode mit demselben Faktor liefert die Darstellung
ot =223 + 2272 — 2041 = (z—1)*(2*+1).

Da der Faktor (z? + 1) in IR irreduzibel ist (dies ist ja gerade der Ausdruck, der
uns zur Definition der imaginidren Einheit ¢ veranlafite!), ist dies die gesuchte reelle
Faktorisierung.

Wir nehmen nun an, daf§ die Partialbruchzerlegung die Form
203 — 22 + 3z —2  a+bx c d

G122 +1) 2+l @o1p

22(b+d)+a2%(a—2b+c—d)—xa—b—d)+a+c—d
(z —1)2(2% + 1)

r—1

hat (Satz 1.2 macht genaue Aussagen iiber die allgemeine Form der Partialbruch-
zerlegung), so dal wir die Polynomidentitét

20° —22° + 3z —2=23(b+d) +2*(a—2b+c—d)—x(2a—b—d) +a+c—d

erhalten. Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir das lineare Gleichungssystem

a+c—d=-2
—2a+b+d=3
(3.24)
a—2b+c—d=-2
b+d=2.
Dieses System besitzt die Losung (s. Ubungsaufgabe 1.27)
1 1
a=——, b=0, c==, d=2,
2 2
so dafl wir schliellich die Partialbruchzerlegung
20 =22 +3z -2 1 1 S S
(x—1)2(=22+1)  222+1 2(x—-12 =z-1
erhalten. Die urspriingliche Funktion besitzt somit die Zerlegung
z° 1 1 11 2
+ = 5 + +x+2. A

et =223+ 272 — 2z +1 22241 ' 2(x—12  z-1

Der folgende Satz gibt eine allgemeine Beschreibung einer reellen Partialbruchzer-
legung. Ein Beweis erfolgt in § 1.6.
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Satz 3.2 (Reelle Partialbruchzerlegung) Sei r(z) = % eine gegebene reelle
rationale Funktion. Der Nenner habe die Faktorisierung

(x — 1) (x — 20)P2 -+ - (x — 2p0 )P (2% + Ay + B - - (22 + Ayz + By)W™N

mit den Nullstellen z1, ...z, und die Ausdriicke 22 + Apx + By (k= 1,...,N)
seien in IR irreduzible quadratische Faktoren. Dann gibt es eine Darstellung der
Form

x—xpy (x—xp)? (z — xpr)PM
dy1 () n di2() T dig, ()

22+ Az + By (22 + Az + By)? (22 4+ A1z + By)n
d21 () das () . daq, (7) )

x? 4+ Asx + By (22 + Az + B)? Tt (22 4+ Agx + By)e

(

'l

;( M1, Cwm +”_+_i%&L_>
(
(

N dn1(x) n dn2 () g dng, (2)
22+ Anx+ By ({L’2—|—ANJJ—|—BN)2 (.’EQ—f—ANQZ—i—BN)qN

wobei s ein reelles Polynom ist, ¢;; € R Konstanten und d;x(x) lineare Funktionen

bzgl. x sind, d. h. die Form d;i(x) = ajrx + bjr (ajr, bjr € R) besitzen. O
UBUNGSAUFGABEN
3.20 Bestimme fiir die Funktion f(x) := ﬁ die Zerlegung in geraden und unge-

raden Anteil. Stelle f sowie den geraden und ungeraden Anteil graphisch dar.

¢ 38.21 Stelle den Graphen von f(x) = %=L dar. Warum besitzt f nur an der Stelle

= 221

x = —1 einen Pol, obwohl der Nenner von f die beiden Nullstellen —1 und 1 hat?
3.22 Sei x = 1. Dann gilt offensichtlich

r=(1—-xz)+1.
Wir teilen diese Gleichung durch 1—x und erhalten

x _l—x 1 14 1
l—2 1—-2 1—2 1—x
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Wir ziehen nun auf beiden Seiten der Gleichung x/(1 — x) ab und bekommen die
Gleichung
x 11—z

1
0=1 — =1 =2
+1—a: 1—2x +1—x ’

und damit 0 = 2. Mit solchen Umformungen kann man leicht beweisen, dafl alle
Zahlen gleich sind. Wo liegt der Fehler?

<& 3.23 Welches Verhalten kann man den Graphen in Abbildung 1.6 entnehmen?
Y Y

A A

Abbildung 3.6 Zwei rationale Funktionen

Welche Form haben die zugehorigen Funktionsausdriicke? Versuche, entsprechende
Formeln zu bestimmen, und stelle ihre Graphen mit DERIVE dar, bis passende
Formeln gefunden sind.

& 3.24 Stelle den Graphen der rationalen Funktion f(x) = Lt2® _ Jar. Man gebe

3 —2x—1
eine verbale Beschreibung seines Verhaltens und suche die Partialbruchzerlegung.

3.25 Beweise Gleichung (1.18) durch Polynomdivision von Hand sowie durch Nach-
rechnen mit DERIVE.

3.26 Die rationalen Faktoren von Polynomen lassen sich oft erraten. Finde Pro-
duktdarstellungen fiir

(a) ql@) =2 -2 —a+1, (b) qlz) =2 - 22"+,
(¢) q(z) =122 4 362> 4+ 152 — 18, (d) q(z) =a2*+ 2% —22° —62 — 4,
(e) q(x)=16x> —42®> —8x + 3, (f) q(z) =52> — 62% + 52 — 6

durch Anwendung der Polynomdivision. Ist DERIVE in der Lage, die Polynome zu
faktorisieren?

3.27 Lése die linearen Gleichungssysteme der Gleichungen
(a) (1.21)—(1.23), (b) (1.24)

von Hand und tiberpriife die Ergebnisse mit DERIVE.
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3.28 Ermittle die Partialbruchzerlegung fiir

1 3zt
) Y- eeiDEry P @moi
1 74 4 g2
() ZT—7° S

von Hand und iiberpriife die Ergebnisse mit DERIVE.

<O 3.29 Wende auf den rationalen Ausdruck
1
2 +2x —2

an, um seine Partialbruchzerlegung zu bestimmen. Da das nicht funktioniert, versu-
che man es zunéchst mit dem | Factor raDical | Befehl. Diesen Trick sollte man
sich merken.

3.30 Zeige durch Polynomdivision erneut, daB fiir alle v € R\ {1} gilt

1 . xn—i—l

Z T
s. Ubungsaufgabe 1.21.

3.31 Zeige durch Polynomdivision erneut, dafl fiir x,y € IR und n € Ny die Glei-
chung

" — yn — (JZ . y) (xn—l + xn—Q,y 4t xyn—Q + yn—l)

gilt, s. Ubungsaufgabe 1.22.

3.6 Rationale Funktionen im Komplexen

Eine komplexe Funktion f ordnet den komplexen Zahlen z € D des Definitionsbe-
reichs D C C jeweils eine komplexe Zahl f(z) zu. Wir schreiben meist z fiir komplexe
Variablen und nicht z, da wir fiir z oft die Darstellung z = = + iy (z,y € R) ver-
wenden.

Komplexe Polynome und rationale Funktionen werden den reellen Polynomen
und reellen rationalen Funktionen entsprechend definiert. Die komplexen Polynome
diirfen allerdings auch komplexe Koeffizienten besitzen. Ein komplexes Polynom
oder eine rationale Funktion r wird als Funktion

C\A—C

" z—r(2)
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betrachtet. A steht hier fiir die Menge der Nullstellen des Nenners von r. Man
beachte, dafl alle reellen Polynome und rationalen Funktionen auch als komplexe
Polynome und rationale Funktionen aufgefat werden kénnen. Komplexe Funktio-
nen lassen sich graphisch nicht so einfach darstellen, da sie eine Gauflische Ebene, die
z-Ebene, in eine andere Ebene, die w-Ebene, abbilden. Eine graphische Darstellung
wiirde also vier Dimensionen bendtigen.

Auf der anderen Seite kann man fiir rationale Funktionen im Komplexen leichter
algebraische Resultate erhalten als im reellen Fall, da der Fundamentalsatz der
Algebra 1.3 zur Verfiigung steht: Jedes komplexe Polynom ¢(z) hat mindestens eine
komplexe Nullstelle zp mit ¢(z9) = 0 (s. § 1.6). Durch Induktion folgt daraus leicht,
daB jedes Polynom g vom Grad m eine Darstellung der Form (C € C)

gz) =C-[[(z = =) (3.25)
k=1

besitzt, wobei die Zahlen z, € C Nullstellen von ¢ sind (s. Ubungsaufgabe 1.32).
Diese Produktdarstellung oder Faktorisierung eines komplexen Polynoms kann man
in DERIVE u. U. mit dem Befehl | Factor Complex | ermitteln. Zur Berechnung der
komplexen Produktdarstellung wird dieselbe Methode angewendet wie im reellen
Fall, also die Polynomdivision. In Darstellung (1.25) kann eine Zahl z;, offensichtlich
mehrfach auftreten. Die Héaufigkeit ihres Auftretens heifit Ordnung der Nullstelle
2. Wir schreiben die Produktdarstellung deshalb in einer anderen Form, die der
Ordnung der verschiedenen Nullstellen von ¢ Rechnung trigt.

Satz 3.3 (Faktorisierung komplexer Polynome) Das Polynom ¢ habe die ver-
schiedenen Nullstellen zj (kK =1,..., M) der Ordnung pg. Dann hat g die Produkt-
darstellung

M

q(z) =C H(z — z)PF .

k=1

Nun miissen wir die komplexe Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion dis-
kutieren, die etwas einfacher als im reellen Fall ist. Diese folgt aus der komplexen
Produktdarstellung und ist Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 3.4 (Komplexe Partialbruchzerlegung) Sei r(z) = % eine komplexe
rationale Funktion. Dann gibt es eine Darstellung der Form

M
Ck1 Ck2 Clkpy,
riz) = s(z)+ + 4+ o4 — PR
() = s(2) ;(_k : )

z—2zp)? (z — 2 )P*

C11 C12 Cip,
+<z—zl+(z—zl)2+ +(z—zl)p1)
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CM1 CM2 CMpu
+<Z—ZM+(Z—ZM)2+ +(z—zM)PM>’

wobei die zx (kK = 1,..., M) die unterschiedlichen Nullstellen von g der Ordnung
pr sind, s ein Polynom ist, und die Zahlen ¢;; € C (j = 1,...,k (k=1,...,M))
komplexe Konstanten sind.

Beweis:  Den polynomialen Anteil s(z) erhidlt man wie iiblich durch Polynomdivision.
Man mufl also nur noch die Giiltigkeit der Darstellung fiir den Divisionsrest nachwei-
sen, dessen Zihler einen kleineren Grad als m := degq besitzt. Der Beweis erfolgt durch
vollstandige Induktion nach m. Der Induktionsanfang (m := 1) ist trivial (man schreibe
die Aussage genau hin!). Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, daf fiir jedes Poly-
nom, dessen Nenner hochstens den Grad m — 1 hat, eine Partialbruchzerlegung existiert.
Wir miissen nun zeigen, dafl daraus eine entsprechende Darstellung fiir Polynome folgt,
deren Nenner den Grad m haben. Es sei nun eine rationale Funktion » = p/q vom Grad
m gegeben. Dann hat ¢ mindestens eine Nullstelle z;, die die Ordnung p; habe. Damit
besitzt g die Darstellung

q(z) = (z = 21)"5(2)

mit einem Polynom S, dafl nicht in z; verschwindet. Also gilt S(z1) # 0, und wir erhalten

p(z1) p(21) _ p(z1)
r(2) sco e seo Pl - 5enSk)

CGma) gz ez (- 2)nS(2)

(3.26)

Dieser Ausdruck hat eine Nullstelle an der Stelle z1, da

p(z1)

p(z1) — s(zl)S(Zl) _
(z — 21)P15(21)

gilt. Es gibt nun zwei Mo6glichkeiten: Entweder ist der Z&hler der rechten Seite von Glei-

chung (1.26), namlich p(z) — %S(z), identisch 0, oder er ist ein vom Nullpolynom

verschiedenes Polynom, das hochstens den Grad m — 1 hat. Im ersten Fall folgt r(z) =

p(z1)/5(21)
(z—z1)P1

den). Im zweiten Fall garantiert der Satz iiber die komplexe Faktorisierung die Existenz
eines Polynoms P, das hochstens den Grad m — 2 hat, mit

und wir sind fertig (ohne die Induktionsvoraussetzung tiberhaupt zu verwen-

p) = BELS() = (2= 2)P(a).

Da z; auch eine Nullstelle des Nenners ¢ von r ist, ist die Funktion (), definiert durch

q(z) = (z — 21)Q(2) ,

ein Polynom vom Grad hochstens m — 1.
Wir erhalten nun als Ergebnis die Darstellung

p(z1)

r(z) = p(z) _ _ 5Gy) P(z)
q(z)  (z—z)  Qz)

Da die Induktionsvoraussetzung eine Partialbruchzerlegung fiir P(z)/Q(z) garantiert, ist

damit unsere Aussage bewiesen. O
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Wir kénnen nun leicht das reelle Gegenstiick zu unserem Satz entwickeln. Sei r(z) =

Z E ; eine reelle rationale Funktion mit Polynomen p und ¢, die den Grad n bzw. m

haben. Dann sind die Koeffizienten von p und q reell. Sieht man ¢ als komplexes
Polynom an, so ist die Existenz einer komplexen Produktdarstellung gewihrleistet.

Das reelle Polynom q(x) = 3 bpz®, (by € R (k=0,...,m)) vom Grad m habe
k=0
nun die Produktdarstellung

=Cﬁ(a:—zk) (CeC, zeC((k=1,...,m)).

Es gilt offensichtlich C' € R, da C' = b,, als Koeffizient von 2™ nach Voraussetzung
reell ist. Dies sieht man durch Koeffizientenvergleich. Weiterhin werden wir zeigen,
daB8 die Zahlen z; (k = 1,...,m) entweder reell sind oder in Paaren z;,z; mit
zj = zj, auftreten. Dies liegt daran, da8 mit ¢(z) = 0 auch

(breR) ik R
q(z;) = q(Zk) Zbkzk - Zbkzk = bezf =q(z) =0,
k=0

da die by, (k= 0,...,m) reell sind.

Wir erhalten nun eine Produktdarstellung mit linearen Faktoren der Form (x—z)
fiir die reellen Nullstellen und mit quadratischen Faktoren (22 + Agx + By), die den
nichtreellen Faktoren entsprechen (s. Ubungsaufgabe 1.33).

Dieses Wissen ermoglicht uns dann, einen induktiven Beweis von Satz 1.2 zu
fithren, der dem Beweis fiir die komplexe Partialbruchzerlegung (Satz 1.4) dhnlich
ist. Dieser Beweis ist Inhalt von Ubungsaufgabe 1.36.

Sitzung 3.10 Die komplexe Partialbruchzerlegung ist in DERIVE nicht implemen-
tiert. Man beachte, daf§ die Anwendung von auf den Ausdruck

S S
x2 —2x+2°

nicht den gewiinschten Erfolg hat. Faktorisiert man nun den Ausdruck mit dem
| Factor Complex |31 Menii, so erhilt man das Ergebnis

1
(x—1—0)(zx—1+1)

Eine weitere Anwendung des Befehls zeigt, dafl in DERIVE die reelle und
nicht die komplexe Partialbruchzerlegung implementiert ist.

Dennoch kénnen wir die Fahigkeiten von DERIVE zusammen mit den Anweisungen
aus § 1.5 zur Bestimmung der komplexen Partialbruchzerlegung nutzen. Man mache
dazu den Ansatz>?

31Tst diese Faktorisierung erfolglos (bis Version 2.06), markiere man den Nenner mit den Kur-
sortasten und faktorisiere ihn mit | Factor Complex |.
32Man verwende die <F4>-Taste, um hervorgehobene Ausdriicke (eingeklammert) in die

-Editierlinie zu kopieren.
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1 _ a + b
22 —2x+2 (r—1—49) (x—1+17)"

multipliziere die gesamte Gleichung mit dem gemeinsamen Nenner und wende schlief3-

lich an. Man erhilt dann das Resultat
9: l=(a+b)(z—1)+7(b—a).

Wir wollen nun die Koeffizienten auf beiden Seiten dieser Gleichung miteinander
vergleichen und verwenden dazu die Funktion POLY_COEFF (f,x,k) der UTILITY Datei
MISC.MTH. Diese Funktion berechnet den k. Koeffizienten des Polynoms f beziiglich
der Variablen x. Verwende zum Laden von MISC.MTH den | Transfer Load Utility |
Befehl®®. Eine Vereinfachung des Ausdrucks VECTOR(POLY_COEFF (#9,x,k) ,k,0,1)
liefert

11: l=—-a—-b+1i(a—0b),0=a+1"|.

Damit haben wir die Koeffizienten der Ordnungen 0 und 1 auf den beiden Seiten
der Polynomgleichung #9 gleichgesetzt. SchlieBlich berechnet die gesuchten
Werte fiir a und b, ndmlich

12 a=—

Setzt man diese Werte fiir a und b in Zeile #6, in der wir die Form der Partial-
bruchzerlegung festgelegt hatten, mit | Manage Substitute | ein, so erhélt man die
komplexe Partialbruchzerlegung

. - :
13 :U2—2:c+2_(a:—1—i)+(:1:—1+€)‘
UBUNGSAUFGABEN

3.32 (Komplexe Produktdarstellung) Zeige mittels Induktion, daff ein kom-
plexes Polynom q vom Grad m eine Darstellung der Form (C € C)

a(z) =C- [](z— =)

besitzt, wobei z, € C die Nullstellen von q sind. Verwende den Fundamentalsatz
der Algebra (Satz 1.3), d. h. die Tatsache, daf} jedes komplexe Polynom mindestens
eine komplexe Nullstelle besitzt.

33Die Verwendung des Befehls hat den Vorteil, daf3 die Definitionen nicht in das
Ausgabeformat des Bildschirmes umgewandelt werden. Dies ist die schnellste Art, Ausdriicke aus
einer Datei einzulesen.
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0 3.33 (Reelle Produktdarstellung) Zeige: Jedes reelle Polynom q besitzt eine
Produktdarstellung der Form

q(x) =C(x —21)--- (v —xp)(2® + A1z + By) - -- (22 + Ayz + By) (3.27)

mit reellen Zahlen C, xy (k=1,..., M) und Ay, By (k=1,...,N). Man gebe die
reellen Produktdarstellungen der folgenden Polynome an.

(a) 4+ z*, (a) 1+az*, (c) 1+22°+2'0.

3.34 Seip(z) = > ap a2 ein komplexes Polynom und sei p durch p(z) = 5. ay x*
k=0 k=0
erklidrt. Dann ist das Produkt p - p ein reelles Polynom.

3.35 Zeige, daf ein reelles Polynom q(x) mit ungeradem Grad eine reelle Nullstelle
besitzt.3* Verwende dazu die Produktdarstellung (1.27).

3.36 (Reelle Partialbruchzerlegung) Beweise Satz 1.2. Hinweis: Man betrach-
te ohne Beschrinkung der Allgemeinheit eine rationale Funktion r(x) = p(x)/q(x),
deren Nenner q keine reellen Nullstellen besitzt. Dann hat g die gerade Ordnung
2m (m € IN). Mache einen Induktionsbeweis nach m wie in Satz 1.4 unter Ver-
wendung der beiden Nullstellen zi,7%;, die dem quadratischen Faktor z? + Ax + B
entsprechen.

<& 3.37 Bestimme komplexe Partialbruchzerlegungen fiir

2x 14+ z+ 22 1
(2) 22 —4x+8’ (b) x4 -1 7 (c) i -1
(d) x — 2? (¢) 1+ x+ 2%+ 23
14222 + a4 xt—1 ’
1+ 22 + 322 22 —2x+1

(f) ()

16 — 24z + 18x2 — 623 + 24’ 2—2x+bx2—4x3+4x4—2x5+ 126

3.7 Umkehrfunktionen und algebraische Funktionen

Oft stellt sich die Aufgabe, eine Operation riickgéngig zu machen. Um die Eingabe a
nach einer Addition a + b wiederzugewinnen, mufl man b abziehen. Die Subtraktion
wird deshalb als Umkehrfunktion® der Addition bezeichnet. Entsprechend ist die
Division die Umkehrfunktion der Multiplikation.

Wir wollen uns nun dem allgemeinen Problem zuwenden, die Anwendung eines
Funktionsaufrufs f(z) auf eine Zahl z € R wieder riickgéngig zu machen. Dazu
bendtigen wir einige neue Begriffsbildungen.

34Einen anderen Beweis werden wir in § 6.3 mit Hilfe analytischer Methoden geben.
35Englisch: inverse function
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Definition 3.2 (Surjektivitit, Injektivitit, Bijektivitit, Umkehrfunktion,
Komposition) Die Funktion f : D — W bilde den Definitionsbereich D auf
Werte in der Menge W ab. Die Menge W der moglichen Bildwerte nennen wir
Wertevorrat3®. Werden alle Werte des Wertevorrats wirklich angenommen, gilt also
W = f(D), so nennen wir die Funktion f surjektiv.

Im allgemeinen kann ein von f angenommener Wert mehrere Urbilder haben.
Ist dies nicht der Fall, ist also fiir zwei verschiedene xq1,z5 € D,x1 # xo stets
f(z1) # f(x2), so nennen wir f injektiv3”. Ist f surjektiv sowie injektiv, sprechen
wir von einer bijektiven®® Funktion.

Ist f injektiv, gibt es zu jedem y € f(D) genau ein Urbild z, und man nennt die
Funktion f=1: f(D) — D, die jedem y € f(D) dieses Urbild 2 € D zuordnet, die
Umkehrfunktion oder inverse Funktion von f.

Dann ist folglich f~! bijektiv, und es gilt nach Definition

fHf(x)) =2 firallex € D sowie f(f '(y)) =y firalleye f(D). (3.28)

Sind f: A — B und g : B — C zwei Funktionen, so wird die Komposition bzw.
Hintereinanderausfiihrung g o f von f und g durch

go f(z):=g(f(z))
erklart. Bezeichnet man ferner mit

A— A

ida : x—idy(z) ===

die identische Funktion in A, die alle Elemente unverindert 148t, so konnen wir
(1.28) auch in der Form

f~lof=idp sowie foft = ids(p)
schreiben.

Beispiel 3.7 (Quadratwurzel) Ein Beispiel einer Umkehrfunktion ist die Qua-
dratwurzel. Wie wir bereits in § 1.3 definiert hatten, ist die Quadratwurzel von y
diejenige positive reelle Zahl x = ,/y, deren Quadrat gleich y ist. Wir haben also
die Gleichung y = x? nach z aufgelést und die positive Losung ausgewihlt. Es gibt
fiir diese Fragestellung auch noch eine zweite, die negative, Losung x2 = —,/y.

Die Wurzelfunktion ist allerdings nicht die Umkehrfunktion der Quadratfunktion

R—R
r— f(x):=x

f:

36Man beachte, dafl W von manchen Autoren auch Wertebereich genannt wird. Bei uns jedoch
ist der Wertebereich der Bildbereich f(D) von f.

37Englisch: univalent

38Englisch: one-to-one

2
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da diese Funktion offensichtlich nicht injektiv ist. (Zum Beispiel ist der Punkt 1
sowohl das Bild von 1 als auch das von —1 unter f.) Die Quadratwurzelfunktion ist
stattdessen die Umkehrfunktion der modifizierten Quadratfunktion

R — R
x— f(x) =z

[ 2

Diese Funktion ist nicht fiir alle Werte aus IR definiert, sondern nur fiir die nichtne-
gative reelle Achse. Fiir diese x-Werte ist der Wert y = f(z) wegen (1.25) eindeutig.
Um die Quadratfunktion umkehrbar zu machen, miissen wir also den Definitions-
bereich in passender Weise einschrianken. A

Definition 3.3 (Einschrinkung) Wenn wir den Definitionsbereich einer Funk-
tion f : M — W auf die Menge A beschrénken, so nennen wir die resultierende

Funktion f : A — M die Einschrinkung von f auf A und schreiben f

N

Mit dieser Schreibweise folgt also kurz: Nicht 22, sondern z ist injektiv und

2

-
besitzt eine Umkehrfunktion.

In Beispiel 1.11 werden wir zeigen, daf wirklich jede Zahl y € R™ eine Quadrat-

wurzel besitzt.

Beispiel 3.8 (Geometrische Deutung der Umkehrfunktion) Wir geben nun
eine geometrische Deutung der Umkehrfunktionen. Betrachten wir dazu die Gra-
phen in Abbildung 1.1. Was haben der Graph der Quadratfunktion und der Graph
der Wurzelfunktion miteinander zu tun? Offenbar entsteht der Graph der Wurzel-
funktion durch Spiegelung desjenigen Teils des Graphen der Quadratfunktion, der
rechts vom Ursprung liegt, an der Winkelhalbierenden, d. h. der Geraden mit der
Gleichung y = z. Wir werden sehen, daf3 diese geometrische Betrachtungsweise fiir
alle Umkehrfunktionen zutriftt.

Der Graph der Funktion f besteht namlich aus den Punkten (z, f(z)) und der
Graph der Umkehrfunktion f~1 definitionsgem#f aus den Punkten (f(z),z). Geo-
metrisch bedeutet dies natiirlich, daf fiir die Graphen gerade die x- und die y-Achse
vertauscht sind. Diese Vertauschung entspricht offenbar einer Spiegelung an der Ge-
raden y = x. A

Wir lernen nun eine wichtige Klasse von Funktionen kennen, die immer injektiv sind
und daher Umkehrfunktionen besitzen.

Definition 3.4 (Monotone Funktionen) Eine Funktion f : I — R eines Inter-
valls I = [a, b] heiffit monoton, insbesondere

wachsend®>®

fu) < f(v)
streng wachsend flu) < f(v) o .
fallend*© falls Flu) > f(v) fiir jedes a <u < v <b gilt.
streng fallend f(u) > f(v)
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Ist f streng fallend oder streng wachsend, so heifit f auch streng monoton.

Beispiel 3.9 (Monome) Fiir jedes n € IN ist das Monom

R" - R
T folz) =2

fn : n
streng wachsend. Fiir alle z1, 22 € R gilt ndmlich die Beziehung (s. Ubungsaufga-
ben 1.22 sowie 1.31)

fal@e) = fa(x1) = 2% — 2t = (x2 — 1) (25~ + a2 +afay ™ 4 427,
aus der fiir 0 < x7 < xo die Ungleichung f,(z2) — f,(z1) > 0 folgt. A

Beispiel 3.10 (Vorzeichenfunktion) Die Vorzeichenfunktion sign z ist auf ganz
IR wachsend. Selbstverstéindlich ist sie als stiickweise konstante Funktion nicht
streng wachsend.

Es gilt nun folgendes allgemeines Kriterium.

Satz 3.5 (Streng monotone Funktionen haben eine Umkehrfunktion) Ist
f 1 — W eine auf einem reellen Intervall I definierte streng monoton wachsen-
de (bzw. fallende) Funktion, so ist f injektiv, es existiert also die Umkehrfunktion
f~t: f(I) — I, welche ebenfalls streng monoton wachsend (bzw. fallend) ist.

Beweis:  Wir betrachten den Fall einer streng wachsenden Funktion f; ist namlich f
streng fallend, so ist —f streng wachsend. Wir haben zu zeigen, daf§ fiir x1 # z2 auch
f(x1) # f(x2) ist. Wegen der Trichotomie ist fiir x1 # z2 entweder x1 < x2 oder 1 > 2.
Es folgt dann aus dem strengen Wachstum von f, dafl entweder f(x1) < f(x2) oder
f(:zi‘l) > f(x2), jedenfalls f(xz1) # f(x2) gilt. Das aber zeigt die Injektivitéit. Also existiert
.

Wire nun f~' nicht streng wachsend, so giibe es zwei Punkte y1,y2 € f(I), fiir die zwar
y1 < y2, aber trotzdem f~'(y1) > f'(y2) gilt. Aus dem Wachstum von f folgt daraus
dann

y1=f(f7 ) = F(FH(2) = v2

im Widerspruch zur Voraussetzung y; < y2. Somit ist f~' streng wachsend. O

Beispiel 3.11 (Wurzelfunktionen) Da die Monomfunktion f,(z) := ™ fiir al-
le n € N nach Beispiel 1.9 auf der nichtnegativen reellen Achse R eine streng
wachsende Funktion ist, zeigt eine Anwendung von Satz 1.5, daf} f,, dort eine Um-
kehrfunktion f, ! besitzt. Der Wert f,!(y) wird die n. Wurzel von y genannt und
mit {/y abgekiirzt. Man beachte, dafl geméfl unserer Definition die n. Wurzel einer
positiven Zahl y diejenige positive Zahl x ist, deren n. Potenz vy ist.

Da es monotone Funktionen gibt, deren Bild kein Intervall ist, s. Ubungsaufga-
be 1.43, liefert eine Anwendung von Satz 1.5 keinen Hinweis dariiber, ob tatséchlich
fir jedes y € R eine n. Wurzel existiert. Der Satz besagt lediglich, da8 die n.
Wurzel — falls existent — eindeutig ist.

39Englisch: increasing
40Englisch: decreasing
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Man kann nun aber die Zahl x = /Yy genau wie im Fall von /2 (s. DERIVE-
Sitzung 1.5) durch Angabe einer schrumpfenden Intervallschachtelung I, = [ay, b]
(k € N) von Intervallen der Lénge |Iy| = by — ax = jgi—t bestimmen, fiir deren
Endpunkte jeweils die Ungleichungen aj < y < b} gelten. Auf Grund der Inter-
vallschachtelungseigenschaft gibt es dann einen Punkt x € R, der allen Intervallen
angehort, d.h. x € I fiir alle £ € IN. Es bleibt dann zu zeigen, dafl dieses x wirk-
lich das gegebene Problem 16st, dafl also 2" = y ist. Da nun aber fiir alle £k € IN
einerseits geméfl Konstruktion die Ungleichungen aj <y < b}, andererseits wegen
der Monotonie der Monomfunktion f, aber auch die Ungleichungen aj < 2" < b}
gelten, folgt die Behauptung, wenn wir nachweisen kénnen, daf§ [a}, b}] (k € IN) eine
schrumpfende Intervallschachtelung ist, aus Lemma 1.1. Dazu haben wir lediglich
zu zeigen, dafl b} — aj gegen Null strebt. Dies aber folgt aus der Ungleichungskette

n . n .. . bn—l
bZ—CLZ— k—akz 1b ]< k—ak>Zb ! (bk—ak)b 1<10k‘1’

j=1

welche zeigt, dafl b —a} genauso wie by, —ay, selbst (moglicherweise etwas langsamer)
gegen Null strebt, da der auftretende Faktor nb?_l gar nicht von k& abhéngt.

Die dritte Wurzel heif3t auch Kubikwurzel. Ist n ungerade, dann existiert die reelle
Umkehrfunktion in ganz IR, s. Ubungsaufgabe 1.39.

Die n. Wurzel wird oft durch

y= Yz =" (3.29)
als rationale Potenz dargestellt. Denn so kénnen die Rechenregeln fiir Potenzen
a®Y =a" - a¥ (3.30)
und
a™¥ = (a®)¥ (3.31)

fir a € R' auf rationale Exponenten z,y € Q verallgemeinert werden (s. Ubungs-
aufgabe 1.38). A

Wir beschiéftigen uns nun allgemein mit den Umkehrfunktionen von Polynomen.

Definition 3.5 (Algebraische Funktionen) Wenn x und y eine Gleichung der
Form

m n
=0 k=0

erfiillen, wobei F'(z,y) ein Polynom in den beiden Variablen x und y ist, dann
nennen wir y eine implizite algebraische Funktion von x. Damit y wirklich eine
Funktion ist, mufl Gleichung (1.32) in einem bestimmten reellen Intervall I nach y
auflosbar sein. Ist dies der Fall, so erfiillt die resultierende Funktion f : I — R die
Gleichung F(z, f(z)) = 0 (z € I) und heifit explizite algebraische Funktion. Ist eine
Funktion nicht algebraisch, so nennen wir sie transzendent. /\
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Man beachte, daf3 alle bisher untersuchten Funktionen algebraisch waren. Eine
rationale Funktion r der Variablen x ist die Losung einer Gleichung der Form
q(x)y — p(x) = 0 mit Polynomen p und ¢, die Quadratwurzelfunktion ist eine spe-
zielle Losung der Gleichung 32 — x = 0, und die n. Wurzelfunktion eine Losung der
Gleichung y™* — z = 0.

Beispiel 3.12 (Eine transzendente Funktion) Die Exponentialfunktion a”, die
fiir positives a € R' wegen der Festlegung (1.29) fiir rationale Exponenten = - €

Q durch
aw = a% = m\/a”

gegeben ist, kann an dieser Stelle nicht fiir beliebiges € R definiert werden. Es
wird sich herausstellen, daf} es eine den Regeln (1.30)—(1.31) geniigende Fortsetzung
der angegebenen Funktion auf ganz IR gibt, die allerdings nicht algebraisch, also
transzendent ist. Diese reelle (sowie die komplexe) Exponentialfunktion wird spater
in Kapitel 5 behandelt werden.

UBUNGSAUFGABEN
3.38 Zeige, daB die Potenzregeln (1.30)—(1.31) fiir alle a € R und x,y € Q gelten.

3.39 Zeige, daB3 die Monomfunktion f(x) := 2™ (n € IN) fiir ungerades n auf ganz
R streng wachsend und somit injektiv ist. Damit ist fiir ungerade n € IN die n.
Wiurzel in ganz R sinnvoll definiert.

3.40 Zeige, dafl die Monomfunktion f(x) := z™ (n € Z \ Ny) fiir negatives n auf
R* streng fallend und somit injektiv ist.

3.41 Zeige, dafl die Dirichletsche*' Funktion

1 falls x rational

0 falls x irrational (3.33)

DIRICHLET (z) = {

in keinem reellen Intervall monoton ist. Hinweis: Verwende das Ergebnis von Ubungs-
aufgabe 1.33.

Die Dirichlet-Funktion ist ziemlich kiinstlich, aber sie hat — durch ihre eigentiimliche
Definition — so eigenartige Figenschaften, dafl sie sich hervorragend fiir Gegenbei-
spiele in der Analysis eignet.

3.42 Seien zwei wachsende Funktionen f,g : I — W eines Intervalls I gegeben.
Dann ist auch f + g wachsend. Ist ferner f,g > 0 in I, so sind f - g wachsend sowie
1/f fallend. Dabei folgt aus strengem Wachsen wieder strenges Wachsen.

3.43 Gib ein Beispiel einer Funktion f : [0,1] — R, die streng wachsend ist, deren
Bild ([0, 1]) jedoch kein Intervall ist. Driicke diese Eigenschaft mit Hilfe des Begriffs
der Surjektivitat aus.

4 PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET [1805-1859]
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& 3.44 Zeige, daf die folgenden Funktionen bijektiv sind, und gib ihre Umkehrfunk-
tion jeweils explizit an.

(a) fi:[1,00) = [1,00) mit fi(z)=2a>—-2x+2,
(b)  fz:(00,1] = (00,1] mit fo(x) =2 — 22+ 2,

_1—33
14z

Y

() fa:R\{-1} =R mit f3(z)

(d) fi:[1,00) — [0,00) mit f4($):\/x—1+x; .

<& 3.45 Bestimme die Nullstellen des Ausdrucks x —1+1—+/2vx — 1+ x.
& 3.46 Welches sind die reellen Losungen der Gleichung

\/ZC‘+3—4\/£E—1—|— r+8—6vVr—1=17

Hinweis: Bestimme zunéchst einen geeigneten Definitionsbereich fiir x auf der re-
ellen Achse. Benutze DERIVE, um den Graph der Funktion auf der linken Seite
darzustellen, und beweise die Vermutung, die sich daraus ergibt.

<& 3.47 Stelle die folgenden algebraischen Funktionen x — y graphisch dar, und gib
Definitionsbereiche an, in denen sie injektiv sind. Gib soweit mdglich eine explizite
Darstellung der Funktionen bzw. ihrer Umkehrfunktionen an. Man beachte, daf3
diese vom gewéhlten Definitionsbereich abhidngen kénnen.

(a) y* +a° =1, (b) ® —zy+y* =1, (c) 2® -y’ =1,
(d) y* =27, (e) y*=2a?, () y*=a.
<& 3.48 Stelle mit DERIVE die Graphen der folgenden algebraischen Funktionen dar.
(a) 2’ +y° =3zy, (b) 2®+y'—y?=1,
(c) y"=uxfirm=3,...,5, (d) (z*+92)? =9(2*—y?),

(e) at —4x3 + 322 + 22%9% = y® + 4y — ot .

3.49 (Fixpunktsatz) Sei f :[0,1] — [0,1] wachsend. Dann gibt es eine Stelle
xo € [0, 1] derart, daB f(xg) = z¢ gilt. Hinweis: Man betrachte die Menge

{zel01] [ f(z) <z} .

o 3.50 Die Komposition zweier injektiver (surjektiver) Funktionen ist wieder injektiv
(surjektiv).

3.51 Die Komposition wachsender Funktionen ist wachsend.

3.52 Zeige: Ist f : [~a,a] — R eine ungerade injektive Funktion, dann ist f~1
ebenfalls ungerade.



