SS 2003 Prof. Dr. Wolfram Koepf Elemente der Arithmetik und Algebra II
Blatt 7 Ausgabe: Mi 11. Juni 2003
Abgabe: Mo 16. Juni 2003, 11 Uhr

1. (Musik: Wohltemperiertes Stimmen) Die Tonhohe eines Tons wird durch seine
Frequenz angegeben, welche in Schwingungen pro Sekunde (Hz) gemessen wird. Hier-
bei entsprechen wahrgenommene Tonhohenunterschiede (Intervalle) festen Frequenz-
verhéltnissen. Das Frequenzverhéltnis % wird als Oktave wahrgenommen, das Frequenz-
verhéltnis g entspricht einer Quinte und das Frequenzverhéltnis % einer Quarte. Dies
liegt daran, daf} jeder Ton Obertone enthilt, deren Frequenz ein Vielfaches des Grund-
tones darstellt. Die ersten Obertone sind die Oktave (doppelte Frequenz), die Quinte
iiber der Oktave (dreifache Frequenz) und die Doppeloktave (vierfache Frequenz). Der
Kammerton A hat 440 Hz und das néchst hohere A hat also die Frequenz 880 Hz.
Hierzulande iiblich ist eine Tonleiter aus 12 Ténen. Seit Johann Sebastian Bach stimmt
man Tasteninstrumente ,,wohltemperiert“, das heif3t, das Frequenzverhéltnis ¢ zweier
aufeinanderfolgender Halbtone ist immer gleich. Mit dieser Vereinbarung kann man
eine Komposition in verschiedenen Tonarten spielen, ohne dass sich dies merkwiirdig
anhort. Dies geht allerdings auf Kosten einer kaum hérbaren Abweichung von den op-
timalen Frequenzverhéltnissen.

Ton: A BI/H| C Cis| D |Dis| E |F|Fis|G|Gis| A
Tonschritt kTz | gTz | Qrt Qin Okt
: 4 5 i 3
rein 1 3 Z g 5 2
wohltemp. || 440Hz | 7 | ? ? ? ? ? ? T 0 7? ? ?

(a) Warum ergibt sich ¢ = /27 (1 Punkt)

(b) Um die Tabelle der Frequenzen zu erginzen, braucht man ¢ = /2 auf (minde-
stens) 4 Stellen genau. Schachteln sie ¢ auf die nétige Anzahl von Dezimalen ein,
wobei Sie mit dem Taschenrecher (ganzzahlig) potenzieren diirfen. (2 Punkte)

(c) Ergénzen Sie die Tabelle durch ganzzahlige Approximationen der Frequenzen der
Tonreihe. (2 Punkte)

(d) Wie grof sind die relativen Abweichungen von den ,reinen“ Frequenzen (je 0.5
Punkte)

i. beim E (Quinte)
ii. beim D (Quarte)
iii. beim Cis (grofie Terz)
iv. beim C (kleine Terz)
2. (Ordnung) Wir betrachten einen angeordneten Korper K.
(a) Folgern Sie aus den Anordnungsaxiomen: Fiir jedes a € K mit a # 0 gilt a® > 0.
(2 Punkte)
(b) Zeigen Sie: 1 > 0. (1 Punkt)



3. (Kiirzen in Summen) In der Schule wird das Kiirzen in Summen verboten. Sum-
menkiirzer werden mit Spriichen wie “Aus Summen kiirzen nur die Dummen” diskri-

miniert.
Doch kann man das vermeiden, indem man die richtigen Aufgaben wihlt!': Lisst man
etwa (;.771?2) vereinfachen, so kriegen die Summenkiirzer ((31.'77:142)) = ((31:12)) = 1% = %

o oy ] 372 3542
heraus, was richtig ist. Andere Beispiele sind §=5 oder £
(a) Zeigen Sie, dass in den letzten beiden Beispielen ein beliebiges © € Z statt 7 oder
5 eingesetzt werden kann, ohne Summenkiirzer zu verunsichern. (1 Punkt)

(b) Untersuchen Sie allgemein, wann man im Ausdruck £+ das x “kiirzen” kann,

wann also Zzig = Zfz’ fiir x #£ 0 gilt. Betrachten Sie hierfiir, fiir welche a, b, z,y, z
die Division moglich ist, und bestimmen Sie z so, dass das “Kiirzen” klappt.

(3 Punkte)

! Dies ist natiirlich nicht als ernst gemeinter didaktischer Hinweis zu verstehen. Im Gegenteil ist es schwer
von der Falschheit einer Rechnung zu iiberzeugen, wenn “doch das Ergebnis stimmt”. Allerdings sieht man
hier einmal, wie die beriithmten “zufillig richtigen” Ergebnisse nach falscher Rechnung zustande kommen

konnen.



