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1 Fragen
Frage Ja | Nein
1. Jeder euklidische Vektorraum hat eine Orthonormalbasis. X | U
2. Der Typ einer Quadrik O] X
X' Ax+b'x+c=0
hangt nur vorA ab.
3. SeiV ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und...,vo_1 € | L | X
V. Dann gibt es genau einen eindimensionalen UnterddwonV, so
dassU = sparfvy,...,Vq_1)*.
4. IstA e Mat(nx n,K) und zerdllt Pa in n verschiedene LinearfaktorenX | []
so istA diagonalisierbar
5. IstA € Mat(nx n,K) symmetrisch und” € Mat(nx n,K) eine Matrix | [] | X
mit
A1
TTAT= ,
An
so sindA4,...,A, die Eigenwerte voi.
6. IstSdie Menge der Eigenwerte einer Matrx so gilt O] X
(detA= ) <= (VA€ S: p(PaN) = 1),
AeS
7. SeiF ¢ EndV) undA ein Eigenwert. Es gilt EigF,\) = Kern(F —Aid). | X | [
8. IstK ein Kérper mitq € N Elementen und einn € N-dimensionaleq X1 | []
K-Vektorraum, so ha¥ geradey” Elemente.
9. Haben zwei Geraden if®&? keinen Schnittpunkt, so sind sie windschief_] | X
10. Es gilt dimHontV,W) = dim(V) +dim(W). O] X

[10]



2 Rechenaufgaben

Aufgabe 1 (Quadriken): Gegeben sei die Quadrik

3.5 3.5
X+ X X2+ > X2—|-

> \[ \[ Xo+1=0.
a. Berechne die Normalform. [8]
Losung:Setzen wirA := 5 G ;) b:= \%@) undc:= 1, so ist obige Quadrikquivalent zu
X" -A-x+2b" -x+c=0. (1)
Die Eigenwerte vor sindA; = 1, A\» = 2 mit zugelidrigen normierten Eigenvektoren= \% (*11) Vo= % (i)
Setzen wir nurT := (v1,V»), SO istTTAT = <C1) (2)> und mit den Substitutioney:= TT x undb:=Tb=
(’1%) ist (1) nunaquivalent zu
f(é $y+2ﬁx+c=ﬁ+aé—4éw)+2w+1=o. @)

Mit quadratischer Ef@nzung erhalten wir die zu (2quivalente Bedingung

1 1.2 1 1.2 1
(y171)272+2(y2+§)277+1: (y171)2+2(y2+§)2+7 =0.

4 2
Dies ist die Normalform. L]
b. Welche Form hat die Quadrik? [2]
Losung:Die Quadrik leer, da kein Punl@;) die Gleichung eiillt. n
[10]

Aufgabe 2 (Bilinearformen): SeiV einn € N-dimensionaleiK-Vektorraum,f,g € EndV) und o eine
Bilinearform aufV.

a. Zeige: Durch
of:VxV—K, oi(vw):=0o(f(v),w)

wird eine Bilinearform au¥ definiert. [2]

Losung:Die Linearifat im zweiten Argument ist klar. Bleibt nur die Linedttim ersten Argument zu zeigen:
Seien alsai,v,w € V. Dann ist

ot (U+v,w) = o(f(u+v),w) = a(f(u)+ f(v),w) = a(f(u),w)+a(f(v),w) = o (u,w)+or(v,w),

an der Stellex wurde die Linear#t von f, an der Stelle«x die Linearitit vono im ersten Argument benutzt.
Sei nun\ € K, dann ist

of(Au,w) =o(f(Au),w) =c(A f(u),w) =Ao(f(u),w) =Acs(u,w).

b. Zeige: Isto nicht ausgeartet (also der Ausartungsrafgm- {0}), so folgt ausos = og bereitsf =g. [4]

Losung:Hier benutzen wir (c). SeieA die darstellende Matrix za und B,C die Darstellungsmatrizen zfi
bzw. g. Dann bedeutets = o4 geradeBT A= CT A. Ist 0 nicht ausgeartet, so igt invertierbar, und durch
Multiplikation mit A~ von rechts erhalten wiB = C und damitf = g.

Alternativ: Istos = ag, so istfiru,ve Vv \ {0}
0=01(u,v) —0g(u,v) = o(f(u),v) —o(g(u),v) = o(f(u) —g(u),v),

und dao nicht ausgeartet ist folgt(u) = g(u) und damitf = g. (]



c. SeiA die darstellende Matrix voo und B die darstellende Matrix zdi. Berechne die darstellende
Matrix zu o;. (4]
Losung:Zu u,v € V sind f (u) = Buundo(u,v) = u” Av. Demnach ist

ot (u,v) = o(f(u),v) =a(Bu,v) = (Bu)" Av= (u' BT)Av=u" (BT A)y,

und damit isBT A die darstellende Matrix voas. [ ]
[10]

Aufgabe 3 (Orthogonalisierung): Seiv; := (7,—1,3)" € R3. Bestimme ganzzahlige, vs € R3, so dass
{v1,V2,v3} eine Orthgonabasis de®R? bildet. [5]
Losung:Um vo zu bestimmen, ahle beispielsweisg; = 0,x2 = 1, die Gleichungxy,x2,X3) -v = 0 liefert x; = %

Um ein ganzzahliges Ergebnis zu erhalten, multipliziere alle Komponenten mit 7 und eghalté, 7,0)". Berechne
nunvz mit Kreuzprodukt als/z = vi x vp = (—21,3,50)7. m [5]

Aufgabe 4 (Diagonalisierbarkeit): Sind die folgenden Matrizen diagonalisierbar? Wenn nicht, gib die
Jordan-Normalform an, wenn ja gib eine Matfixan, so das$ —*-A- T Diagonalgestalt hat.

3 0 O
a. |0 5 -2 [7]
0 4 -1

Losung:Das charakteristische Polynom B¢ = — (A — 1)(A — 3)2. Der Eigenvektor zu 1 ist = (0,1,2)7, die
Eigenvektoren zu 3 sind, = (1,0,0)T undvs = (0,1,1)". Damit ist dimEigA, 3) = 2, undA kann mit der

Matrix T := (v1, V2,Vv3) auf Diagonalgestalt gebracht werden. L]
9 2 4
b. [-12 -1 -8 [8]
-4 -1 -1

Losung: Das charakteristische Polynom ist ebenfds = —(A — 1)(A — 3)2. Der Eigenvektor zu 1 ist
(-1,2,1)7, zu 3 gibt es ebenfalls nur einen (linear unabgigen) Eigenvektov, = (—2,4,1)T. Damit ist
dimEig(A,3) = 1 < 2= p(Pa,3), undA ist nicht diagonalisierbar. In der Jordan-Normalform gibt es also nur
ein Kastchen zu 3. Damit ist die Jordan-Normalform

(o)

[15]

Aufgabe 5 (Geometrie imR3):

a. Berechne den minimalen Abstand der Gerad:er(%) +A(f2), A € R vom Nullpunkt. [5]

1 1
Losung:Der Abstand ist zu berechnen durth= %1)*”2)‘ = %. n
-2



b. Berechne den minimalen Abstand der Geraden [5]

1 1 1 -1
X=|(2]+A|-2],A€eéR und x=[|1|+u|-1],pneR.
0 0 0 0

Losung:Durch einen Fehler in der Aufgabenstellung liegen die nicht-parallelen Geraden in einer Ebene, schnei-
den sich also. Damit ist der minimale Abstand 0. Das gleiche Ergebnis erhalten wir, wenn wir in die Abstands-

formel aus der Vorlesung einsetzen:
1 -1 1 1
=2, 1-1),(1]-(2
0 0 0 0
d= =0.

1 -1

-2 x[-1

0 0

[10]

Erreichbare Gesamtpunktzahl: 60
Wir wiinschen Euch viel Erfolg!



