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Aufgabe 1 (Eigenwerte): Sei 0# A € Mat(n x n,K) eine Matrix.A heisstnilpotent wenn es eim & N
gibt mit A™ = 0. A heisstidempotentwennA? = A gilt.

a. Zeige: IstA nilpotent, so sind alle Eigenwerte 0. [2]
Losung:SeienA, v ein Eigenwert und ein Eigenvektor vénundm e N mit A™ = 0. Dann istA™-v = AM.v,
andererseits iA™-v=0-v. DaA € K ein Korperelement ist, folgk = 0. (]

1 i=j+1

ist nilpotent. [2]
0 sonst

b. Zeige: Die MatrixA = (& j)1<i j<n Mit & ; = {

1 i=j+2
0 sonst

Losung:Nachrechnen liefertir die Eintégeb; ; von B := A? gerade; j = { . DamitistA"™1=0.

c. Welche Eigenwerte kommeiirfidempotente Matrizen in Frage? [2]
Losung:SeienA, v ein Eigenwert und ein Eigenvektor véa Dann istA?-v=A2.v=A.v = Av. Also muss
A2 = A und damit\ = 1 fiir jeden Eigenwert voA gelten. [

d. Zeige: IstA singufr, so hatA mindestens einen Eigenwert 0. [2]
Losung:Seiv € Kern(A). Dann istA-v =0, also istv ein Eigenvektor zum Eigenwert 0. =

e. Charakterisiere den Eigenraum zum Eigenwert O. [2]
Losung:Der Kern ist gearde der Eigenraum zum Eigenwert 0. =

[10]

Aufgabe 2 (Matrizen Uber Ringen): Wir kdnnen auchuber einem allgemeinen kommutativen RiRg
Matrizen betrachten. Die Definition der Determinaabertégt sich virtlich.

a. Zeige: IstA € Mat(n x n,R), soist deA € R. [2]
Losung:In der Definition der Determinante tauchen nur Additionen und Multiplikationen auiigheh dieser
Operationen isR aber abgeschlossen. =

b. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Invertierbarkek vod detA? [6]

Losung:lm Beweis deiCramer'schen Reg&verden nur Determinanten und genau eine Divisiordtigh und
zwar wird durch die Determinante der Matrix geteilt. Damit ist eine Matrix invertierbar, wenn die Daterminante

eine Einheit inR ist. n

c. Invertiere — wenn iaglich — die Matrizen

123 320
A=[2 3 4| eMat(3x3,%Z), B=(0 1 5] eMat(3x3,Z/6%)
1 25 335
Uber den entsprechenden Ringen. [2]

Losung:Die Determinanten sind beide nicht-Einheiten in den entsprechenden Ringen, also sind beide Matrizen

nicht invertierbar.
[10]



Aufgabe 3 (Skalarprodukt): SeiV einIK-Vektorraum. Fixiere eiv € V und definiere eine Abbildung
ANV —K, XxX—(VX).

a. Zeige:, ist linear, was ist die darstellende Matrix Xy [4]

Losung:Nach der Definition des Skalarproduktesigtx) = (v,x) = v' - x, damit istA, eine Abbildung, die
durch Multiplikation mit der 1x n-Matrix v gegebn ist, und damit linear. [

b. SeiA € Mat(n x n,IK) eine Matrix. Zeige: Die Abbildung
M:VxV—K, xy)+—x - Ay

ist bilinear. [4]

Losung:Nachrechnen, wahlweisga(X,y) ist Ax(Ay), das ist nach oben linear, analoge Argumentatiordfs
erste Argument, hier muss beachtet werden, dass Transponieren eigentlich nicht linear ist, aber Da wir nach
IK! abbilden, macht das keine Probleme. L]

c. Zwei Vektorenu,w € V heisserorthogonal wenn (u,w) = 0 gilt. Zeige den Satz des Pythagoras:

u]? + [ [w]|? = [|lu—wi2. [2]
Losung:{(u—w,u—w) = (u,u—w) — (w,u—w) = (u,u) — (u,w) — (W, U) + (W, w) = (U, u) + (W, W) m
[10]
Abgabe bis 3. Mai 2004 in denaéten im zweiten Stock. [30]




