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Aufgabe 1 (Spatprodukt): Seienu,v,w∈ R3 undx∈ R3 eine beliebige Linearkombination

x = λu+µv+ηw, λ,µ,η ∈ R,

so gelten

λ =
[x,v,w]
[u,v,w]

, µ=
[u,x,w]
[u,v,w]

und η =
[u,v,x]
[u,v,w]

. (1)

a. Welche Voraussetzungen muss man anu,v,w stellen? [2]

Lösung:Es muss[u,v,w] = det(u,v,w) 6= 0 gelten. Also m̈ussenu,v,w linear unabḧangig sein.

b. Benutze nur das Kreuz- und Skalarprodukt, um (1) zu zeigen. [4]

Lösung:Es ist

[x,v,w] = 〈x×v,w〉= 〈(λu+µv+ηw)×v,w〉
= 〈λ(u×v)+µ(v×v)+η(w×v),w〉= 〈λ(u×v),w〉+ 〈η(w×v),w〉
= λ〈(u×v),w〉= λ · [u,v,w].

Die anderen Skalare werden analog berechnet.

c. Welchem Verfahren aus Linearer Algebra I entspricht (1) und warum? [4]

Lösung:Der Cramerschen Regel.
[10]

Aufgabe 2 (Ein bisschen Geometrie):

Seien

v1 = (−5,3,0)T ,

v2 = (2,0,4)T ,

w1 = (1,3,0)T ,

w2 = (−4,0,4)T ∈ R3 mit

v1 +v2 = w1 +w2.
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a. Berechne die Winkelα,β,γ,δ undϕ. [3]

Lösung:Es istα = π−](v1,v2) = π−arccos 〈v1,v2〉
‖v1‖·‖v2‖ = π−arccos

(
−

√
34
√

5
34

)
≈ 1.17≈ 67◦. β,γ,δ werden

analog berechnet. Zur Berechnung vonϕ berechne](v1×w1, v2×w2).

b. Wie stehen die Ebenen, die vonv1,w1 bzw,v2,w2 aufgespannt werden, zueinander? [1]

Lösung:Wegenϕ = π
2 stehen die Ebenen senkrtecht zueinander.

c. Seienu,v,w∈ R3. Zeige:|[u,v,w]| entspricht dem Volumen des vonu,v,w aufgespannten Spats. [3]

Lösung:Es ist|[u,v,w]|= |〈u×v,w〉|. Die Grundfl̈ache das Spates istI = |u×v|, um das VolumenV zu brechnen

ben̈otigen wir noch die Ḧoheh, also den Abstand vonw von der Ebene span(u,v). Dies isth = |〈w,u×v〉|
|u×v| .

Das f̈uhrt zuV = I ·h = |u×v| · |〈w,u×v〉|
|u×v| = |[u,v,w]|.



d. Wie kann imR3 der Abstand eines Punktes zu einer Geraden berechnet werden? (Vgl. Vorlesung.)[3]

Lösung:Sei G : v0 + λv eine Gerade imR3 und w ∈ R3 ein weiterer Vektor. Durch den̈Ubergang zuw− v0

kann Ohne Einschränkungv0 = 0 vorausgesetzt werden.

Die Vektorenv und w spannen eine Paralellelogramm mit dem Flächeninhaltv×w auf, andererseits ist die
Fläche des Paralellogramms aber auch Grundseite mal Höhe – und die Ḧohe ist der gesuchte Abstand. Damit
ist h· ‖v‖= ‖v×w‖ undh = ‖v×w‖

‖v‖ .

[10]

Aufgabe 3 (Vektorprodukt): Seienu,v,w,u′,v′ ∈ R3 reelle Vektoren.

a. Zeige:(u×v)× (u′×v′) = u′ det(u,v,v′)−v′ det(u,v,u′) [4]

Lösung:Es ist

(u×v)× (u′×v′) =

(u′1v′3−u′3v′1) (u1v2−u2v1)− (u′1v′2−u′2v′1) (u1v3−u3v1)
(u′2v′3−u′3v′2) (u1v2−u2v1)− (u′1v′2−u′2v′1) (u2v3−u3v2)
(u′2v′3−u′3v′2) (u1v3−u3v1)− (u′1v′3−u′3v′1) (u2v3−u3v2)

 ,

mit geschickter Umsortierung erhält man die Behauptung.

b. Zeige:〈u×v,u′×v′〉= 〈u,u′〉〈v,v′〉−〈v,u′〉〈u,v′〉 [4]

Lösung:Ebenfalls direktes Nachrechnen.

c. Zeige:u,v,w linear unabḧangig⇐⇒ u×v, v×w,w×u linear unabḧangig. [2]

Lösung:Die Aussage ist anschaulich klar, wenn man sichüberlegt, wie die Vektoren im Raum stehen. Hier soll
aber auch ein

”
abstrakter“ Beweis gegeben werden.

”
⇐“ durch Kontraposition: Sindu,v,w linear abḧangig, so ist etwau = λv+ ηw, {λ,η} 6= {0}. Damit folgen

u×v = (λv+ηw)×v = ηw×v undu×w = λv×w und damitu×v,u×w∈ span(w×v), also sindu×v, v×
w,w×u linear abḧangig.

”
⇒“: Seien u,v,w linear unabḧangig. Definiere die EbenenE1 := span(u× v), E2 := span(v,w), E3 :=

span(w,u). Diese haben die Normalenvektorenn1 := u× v, n2 := v×w, n3 := w×u. Zwecks Widerspruchs
nehme nun an,n1,n2,n3 seien linear abḧangig. Dann liegen sie in einer Ebene undE1∩E2∩E3 entḧalt eine
Geradeλx. Dann m̈ussen aberu,v,w linear abḧangig sein. Widerspruch.

[10]

Abgabe bis 10. Mai 2004 11:00h in den Kästen im zweiten
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