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Übungen Lineare Algebra II
Blatt 4

SS 2004
17.05.04

Aufgabe 1 (Legendre-Polynome): In dieser Aufgabe wollen wir den PolynomringR[x] als (unendlich-
dimensionalen)R-Vektorraum auffassen. Als Basis wählen wir die Legendre-Polynome, die durch folgende
Rekursionsgleichung gegeben sind:

P0(x) = 1

P1(x) = x

(n+1)Pn+1(x) = (2n+1)xPn(x)−nPn−1(x).

a. Zeige:Pn(x) ist ein Polynom vom Gradn. [1]

Lösung:Die Aussage folgt durch Induktion.

b. GibPi(x) an für i = 1, . . . ,5. [2]

Lösung:

P0 = 1 P1 = x P2 =
(

3
2

)
x2−

(
1
2

)
P3 =

(
5
2

)
x3−

(
3
2

)
x P4 =

(
35
8

)
x4−

(
15
4

)
x2 +

(
3
8

)
P5 =

(
63
8

)
x5−

(
35
4

)
x3 +

(
15
8

)
x

c. Zeige:BP := (Pn(x), n∈ N0) ist eine Basis vonR[x]. [4]

Lösung:Wegen degPn = n ist klar, dass diePn den Polynomring erzeugen. Für die lineare Unabḧangigkeit
betrachte

0 =
n

∑
i=0

λiPi = λnPn︸︷︷︸
Gradn

+
n−1

∑
i=0

λiPi︸ ︷︷ ︸
Gradn−1

,

also istλn = 0. induktiv folgtλ0, . . . ,λn = 0 und diePi sind linear unabḧangig.

d. BerechneΦP( f ) für f ∈ {x2, x5}, also(λ0, . . . ,λn,0, . . .) ∈ Rn+1 mit f (x) = ∑n
i=0 λi Pi(x). [5]

Lösung:Es ist(2
3P2 + 2

6P0 = x2, also istΦBP(x2) = (2
6,0, 2

3,0,0, . . .).

Für x5 gilt x5 = 8
63P5 + 10

9
2
5P3 + 3

7P1, also istΦBP(x5) = (0, 3
7,0, 2

9,0, 8
63,0,0, . . .).

Nun führen wir aufR[x] ein Skalarprodukt〈·, ·〉 ein durch

〈 f ,g〉 :=
Z 1

−1
f (x) ·g(x)dx.

e. Zeige:〈·, ·〉 ist bilinear. [2]

Lösung:Folgt elementar aus den Eigenschaften des Integrals.

Nun betrachten wir den 6-dimensionalen Unterraum vonR[x] der Polynome bis Grad 5

V := { f ∈ R[x] | degf ≤ 5}

f. Orthogonalisiere die BasisB := {1, x, x2, x3, x4, x5} vonV nach Gram-Schmidt mit der Modifika-
tion: [5]

wm = vm−
m−1

∑
k=1

〈vm,wk〉
wk

‖wk‖2 , 1≤ n≤ n.

Lösung:

w0 := 1 w1 := x−〈x,1〉 1
‖1‖2 = x

w2 := x2−〈x2,x〉 x
‖x‖2 −〈x

2,1〉 1
‖1‖2 = x2− 2

6
u.s.w.



g. Vergleiche das Ergebnis mitBP. [1]

Lösung:Die wi stimmen bis auf skalare Vielfache mit denPi überein.

Tats̈achlich ist〈Pn(x),Pm(x)〉=

{
0 n 6= m,

2
2n+1 n = m.

Damit sind diePn eine Orthogonalbasis bzgl.〈·, ·〉. [20]

Aufgabe 2 (Orthogonale Endomorphismen): SeiV ein endlich-dimensionalerR-Vektorraum undF ∈
End(V) ein Endomorphismus.

a. Zeige:F ist winkeltreu genau dann, wennλ∈R undG∈End(V) orthogonal existieren mitF = λ ·G. [5]

Lösung:
”
⇐“ Seien v,w ∈ V. Es ist ](λG(v),λG(w)) = arccos 〈λG(v),λG(w)〉

‖λG(v)‖·‖λG(w)‖ = arccos λ2〈G(v),G(w)〉
λ2‖G(v)‖·‖G(w)‖ =

arccos 〈v,w〉
‖v‖·‖w‖ = ](v,w).

”
⇒“ Sei nunF ∈ EndV, dann istF genau dann winkeltreu, wenn für allev,w∈V gilt 〈F(v),F(w)〉

‖F(v)‖·‖F(w)‖ = 〈v,w〉
‖v‖·‖w‖ .

Demnach existieren eine Abbildungµ : V ×V → R mit 〈F(v),F(w)〉 = µ(v,w)〈v,w〉 und ein Abbildungη :

V →R≥0 mit ‖F(v)‖= η(v)‖v‖. Wegenµ(v,w) = ‖F(v)‖·‖F(w)‖
‖v‖·‖w‖ ist dannµ(v,w) = η(v) ·η(w) für allev,w∈V.

Sei nun(e1, . . . ,en) eine Orthonormalbasis vonV. Dann gilt f̈ur i 6= j

0 = 〈ei +ej ,ei −ej〉=
〈F(ei +ej),F(ei −ej)〉

‖F(ei +ej)‖ · ‖F(ei −ej)‖
· ‖ei +ej‖ · ‖ei −ej‖

=
〈F(ei +ej),F(ei −ej)〉

η(ei +ej)η(ei −ej)
=
‖F(ei)‖2−‖F(ej)‖2

η(ei +ej)η(ei −ej)
=

η(ei)2−η(ej)2

η(ei +ej)η(ei −ej)

und damit sindη = c undµ = c2 konstant. Also sind〈F(v),F(w)〉 = c2〈v,w〉 und‖F(v)‖ = c‖v‖. Damit sind
G := 1

c ·F undλ := c wie gesucht gefunden.

b. Zeige: IstV = R3 undF ein orthogonaler Endomorphismus, so gilt für u,v∈V [5]

F(u)×F(v) = detF ·F(u×v).

Lösung:Es ist‖F(v)×F(w)‖2 = ‖F(v)‖2 · ‖F(w)‖2−〈F(v),F(w)〉2 = ‖v‖2 · ‖w‖2−〈v,w〉2 = ‖v×w‖2 =
‖F(v×w)‖2. Demnach existiert einλ ∈ {±1} mit ‖F(v)×F(w)‖= λ‖v×w‖.
Es bleibt zu zeigen:λ = det(A), wobeiA = (o1,o2,o3) die darstellende Matrix zuF ist. Die Spalteno1,o2,o3

bilden eine Orthonormalbasis desR3. Dann gilt

1 = 〈F(o1)×F(o2),F(o3)〉= λ〈F(o1×o2),F(o3)〉= λ〈o1×o2,o3〉= λ detA.

Wegen detA∈ {±1} ist λ = detA.

[10]
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