
Prof. Wolfram Koepf
Peter Horn
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Aufgabe 1 (Eigenwerte): Sei 0 6= A∈ Mat(n×n,K) eine Matrix.A heisstnilpotent, wenn es einm∈N
gibt mit Am = 0. A heisstidempotent, wennA2 = A gilt.

a. Zeige: IstA nilpotent, so sind alle Eigenwerte 0. [2]

b. Zeige: Die MatrixA = (ai, j)1≤i, j≤n mit ai, j =

{
1 i = j +1

0 sonst
ist nilpotent. [2]

c. Welche Eigenwerte kommen für idempotente Matrizen in Frage? [2]

d. Zeige: IstA singul̈ar, so hatA mindestens einen Eigenwert 0. [2]

e. Charakterisiere den Eigenraum zum Eigenwert 0. [2]
[10]

Aufgabe 2 (Matrizen über Ringen): Wir können aucḧuber einem allgemeinen kommutativen RingR
Matrizen betrachten. Die Definition der Determinanteübertr̈agt sich ẅortlich.

a. Zeige: IstA∈Mat(n×n,R), so ist detA∈ R. [2]

b. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Invertierbarkeit vonA und detA? [6]

c. Invertiere – wenn m̈oglich – die Matrizen

A =

1 2 3
2 3 4
1 2 5

 ∈Mat(3×3,Z), B =

3̄ 2̄ 0̄
0̄ 1̄ 5̄
3̄ 3̄ 5̄

 ∈Mat(3×3,Z/6Z)

über den entsprechenden Ringen. [2]
[10]

Aufgabe 3 (Skalarprodukt): SeiV einK-Vektorraum. Fixiere einv∈V und definiere eine Abbildung

λv : V −→K, x 7−→ 〈v,x〉.

a. Zeige:λv ist linear, was ist die darstellende Matrix zuλv? [4]

b. SeiA∈Mat(n×n,K) eine Matrix. Zeige: Die Abbildung

λA : V×V −→K, (x,y) 7−→ xT ·A·y

ist bilinear. [4]

c. Zwei Vektorenu,w ∈ V heissenorthogonal, wenn〈u,w〉 = 0 gilt. Zeige den Satz des Pythagoras:
‖u‖2 +‖w‖2 = ‖u−w‖2. [2]

[10]

Abgabe bis 3. Mai 2004 in den K̈asten im zweiten Stock. [30]
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