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L. Einfihrung

Extrempunkte

Sei A die Familie der analytischen Funktionen der Einheitskreis-
scheibe ID . Versehen mit der Topologie der lokal gleich-
mdBigen Konvergenz ist A ein metrisierbarer lokal-konvexer
Vektorraum.

Topologische Begriffe wie Grenzwert, Stetigkeit oder Kompakt-
heit beziehen sich immer auf diese Topologie.

Eine abgeschlossene Teilmenge F von A ist genau dann kom-
pakt, wenn sie lokal gleichmdBig beschrdnkt ist. Die abge-
schlossene konvexe Hiille co F einer kompakten Menge F ist
somit ebenfalls kompakt.

Als Extrempunkt einer Teilmenge F eines Vektorraums wird ein
Punkt bezeichnet, der sich nicht konvex mittels anderer Punkte
aus F darstellen 1&d8t. Mit EF bezeichnen wir die Menge
der Extrempunkte von F . In lokal-konvexen Raumen besagt der
Satz von KreIn-Mil'man, daB die Extrempunkte einer kompakten
Menge die abgeschlossene konvexe Hiille aufspannen, also

Co EF = co F . '

Ist auch co F kompakt - also innerhalb A immer bereits,
wenn F kompakt ist - liegen die Extrempunkte von co F alle
in F .

Eine Vertiefung des Satzes von KreYn-Mil'man stellt der Satz
von Choquet dar, der fiir metrisierbare Riume gilt (siehe dazu
auch im funktionalanalytischen Anhang). Die Darstellbarkeit
der Punkte einer kompakten konvexen Menge mit Hilfe der Extrem-
punkte l&uft im metrisierbaren Fall auf eine Integraldarstel-
lung mit WahrscheinlichkeitsmaBen hinaus, deren Triger die
Menge der Extrempunkte ist.

Als Beispiel fiir die vorliegende Situation dient die Familie
(1) P:= {£ € A | £(0) =1, Re £ > 0}

der Funktionen mit positivem Realteil.
Die Formel von Herglotz, die er 1911 [22] ermittelte, besagt,



daB jede Funktion p aus P eine Darstellung der Form

du(x) , X:= {x | Ixl = 1}

(2) p(z) = J 1+xX2

1-xX2
X
hat, wobei 1 ein Borelsches Wahrscheinlichkeitsma8 {iber X
ist.
Es zeigt sich, daB8 die Extrempunkte von P

1+x2

1T-—xz '’ Ixl = 1}

(3) EP = {f | £(2) =

die Kernfunktionen sind,und wegen der Parametrisierung von EP
iber X 1liegt eine Integraldarstellung idber X vor. Wegen
des Satzes von Choguet sind (2) und (3) &quivalent. Fiir die
Details der Anwendung der Sdtze von Kre¥n-Mil'man und Choquet
sei auf die Darstellungen in Brickman, MacGregor und Wilken [9],
Clunie [12], Phelps [34] und Schober [40] verwiesen.

Stitzpunkte

Extrempunkte sind deshalb von besonderer Bedeutung, weil unter den
Lésungen eines linearen Extremalproblems stets ein Extrempunkt ist.
. Sei A' der Dualraum von A , d.h. der Raum der stetigen line-
aren Funktionale in A .

Ist L € A' , so heiBt £ € F Stiutzpunkt besztiglich L von F,
wenn (Re Lf 2 Re Lg fiir alle g € F) und L nicht konstant

in F ist.

Ist £ der einzige Stitzpunkt bzgl. L , so nennen wir ihn
exponiert,

Die Menge der Stitzpunkte bzgl. L von F bezeichnen wir mit
SptLF r die Menge aller Stiitzpunkte in F mit Spt F und die
Menge der exponierten Punkte mit Exp F .

Ein Extrempunkt ist nicht notwendigerweise ein Stiitzpunkt, und
umgekehrt weiB man im allgemeinen nicht, ob alle Stiitzpunkte extrem
sind. Lediglich zwei Feststellungen gelten filir eine kompakte Fa-
milie F . Erstens gibt es zu jedem nicht konstanten Funktional

L € A' einen Stiitzpunkt, der in Eco F liegt, und zweitens liegt



jeder exponierte Punkt auch in Eco F .

Im Anhang sind weitere Aussagen zusammengetragen, die inner-
halb dieser Arbeit wesentlich benutzt werden.

Definition der betrachteten Funktionenfamilien

Wir betrachten hier vor allem Familien nicht-verschwindender
Funktionen, das sind Teilmengen von

(4) N:= {f €A | £(0) =1, £(z) # 0} .

Die Familie So der schlichten NO-Funktionen wurde von Duren
und Schober [14]-[15], Hamilton [20] u.a. untersucht. Davor
waren hauptsdchlich Familien der Normierungsklasse

(5) N:= {f € A | £(0) =0 , £'(0) = 1}

untersucht worden. Insbesondere fiir Familien, die iiber beson-
dere geometrische Eigenschaften des Bildgebiets definiert werden,
sind in den siebziger Jahren viele Ergebnisse zustande gekommen.
Wir betrachten folgende Funktionenfamilien:

(6) S*:= {f € A | £ schlicht} ,
(7) K*:= {f € s* | £ DD konvex} ,
(8) st®*:= {f € s* | £D sternférmig beztiglich a} ,
(9) st*:= U st3"
acc
(10) C*:= {f € S* | 3p € K*(Re %} > 0)}

(siehe dazu die analytische Definition von Kaplan [24] und

die geometrische Beschreibung von Biernacki [3] und Lewandowski
[27]-[28]).

In Verallgemeinerung dazu betrachten wir auch die (fiir B> 1
nicht nur aus schlichten Funktionen bestehenden) Familien



]
(11) C*(B):= {fEAIEmeK*(arg(fp—‘g 8 1))
fiir ein B € [0,o[ (siehe dazu die geometrische Beschreibung fiir

B € [0,1] wvon Pommerenke [36] und Reade [37]) .

Bekannte Teilmengen von C*(B) sind die Familien von Funktionen

beschrinkter Randdrehung
(12) Vv*(k):= {£ € A | Randdrehung von f D < kw}

fiir ein k € [2,o[ (siehe dazu die Arbeit von Paatero [31]),
fiir die gilt

(13) V* (k) = C*(k/2-1)

Eine nicht uninteressante (durch die asymmetrische Definition
etwas aus dem Rahmen fallende) Familie ist

(14) KI*:= {f € s* | £f D konvex in Richtung der imagin&ren Achse}

(siehe Robertson [38]).
Die Notation F:= F* N N fiir ein F* der obigen Liste liefert
uns die wohlbekannten normierten Funktionenfamilien.

Die Familie S ist schon vielf&dltig auf Extremalprobleme hin
untersucht worden; vor allem diesen Ergebnissen sind die
Monographien von Duren [13], Pommerenke [35] und Schober [40]
gewidmet.

Alle oben definierten normierten Familien sind kompakt, und so-
mit hat jedes stetige Extremalproblem eine LSsung. Die Extrem-
punkte der abgeschlossenen konvexen Hiillen enthalten L&sungen

flr jedes Extremalproblem bzgl. eines stetigen linearen Funktionals.

Folgende Ergebnisse wurden in den Arbeiten von Brickman,
MacGregor und Wilken (BMW) [9], Brannan, Clunie und Kirwan
(BCK) [4], Grassmann, Hengartner und Schober (GHS) [17],
Hengartner, Pluger und Schober (HPS) [21], Hornblower und
Wilken [23] erarbeitet.

(L LEEN



Wir vereinbaren die Bezeichnungen X und Y _.fiir die Einheits-
kreislinien der x- bzw. y-Ebene.

(15) Eco K = Spt K = Exp K = [£|£f(2) = ==

T-xz ' € x}

(16) Eco st° = spt st° = Exp st° = {£|f(z) = —%— , x € X} ,

(1-xz)2

(17) Eco C = Spt C = Exp C

= {f e N]|£'(2) = lli§§l§ , X EX ,yE€EY , x* -y} .
(1-yz)
Ferner gilt fiir o 2 2: v
(18) <co V(2¢) = co Cla-1) ,
o1
(19) Eco V(20) = { £ € N|f'(2) = Qxz) s X,y€¥,x4+-y}=: M ,
(1-yz)a+1 o

(20) Spt V(2a) = M, .

Wir werden hier Familien der Form F°:= F* N No betrachten, und es
. scheint zundchst naheliegend, daB8 es m&glich sein miiBte, von

den entsprechenden Ergebnissen der bzgl. N normierten Familien

zu Ergebnissen iliber Extrem- oder Stiitzpunkte zu kommen.

Aber in beiden Fdllen scheitert diese Vorgehensweise an der
Tatsache, daB fiir f € No der Wert £'(0) wvariabel ist.

Wir werden hier zu Ergebnissen auf direktem Weg gelangen, und
wir werden sehen, daB sie sich nahezu rein geometrisch ablei-
ten lassen, im Gegensatz zu den analytischen Beweisfiihrungen

bei den N-Familien.

Die beiden Normierungen sind in bezug auf die Geometrie auch
von grundsdtzlichem Unterschied: Funktionen in No entspre~

chen Gebieten G mit der einfachen geometrischen Eigenschaft
1€G und 0 ¢ G .



Die Klasse N wurde durch eine analytische Normierung erkléart,
die nicht eine unmittelbare geometrische Deutung zuldBt.

Bei der Ldsung konkreter Extremalprobleme in dieser Arbeit gehen
wir konstruktiv vor. Die Resultate sind daher alle scharf, und
die Extremalfunktionen sind der jeweiligen Konstruktion zu ent-
nehmen und werden in der Formulierung der Sdtze nicht explizit
aufgefiihrt.



II. Maximale Extrem—- und Stiitzpunkte

Subordination

Wir betrachten noch einmal das Beispiel P .
Der Satz von Herglotz besagt (siehe BMW [9], Th. 1, Clunie [12],5.138)

(1) EP = {f|f(2) = ':'3_: ¥y € Y} =: E

und es liegt die Frage nahe, welche Bedeutung die beiden Inklusionen
EP cE und E < EP besitzen.

Wir werden zeigen, daB aus geometrischen Griinden die Aussage

(2) EP o E

zwingend und sozusagen a priori giiltig ist. Die eigentliche
Tiefe des Herglotzschen Satzes liegt in der Beziehung

(3) EP c E ,

d.h. der Aussage, daB weitere Extrempunkte nicht existieren.
Relation (2) wurde mit analytischen Methoden wvon Hallenbeck
und MacGregor (HM) [18], Theorem 6, in einem allgemeineren Kon-
zept gezeigt, da P eine Subordinationseigenschaft besitzt.
Wir gehen einen anderen Weg, gehen von der Geometrie aus und
erhalten allgemeinere Resultate. Auch wir bendtigen dazu we-
sentlich den Begriff der Subordination.

Definition

Sei B:= {w € Alw(0) =0, lwl < 1}.

Sind £, g € A, dann heiBt f subordiniert zu g oder
f <g 3w € B (£ = gow) .

Geometrisch bedeutet der Begriff der Subordination flir eine
schlichte Funktion g , daB das Bildgebiet von £ im Bild-
gebiet von g enthalten ist. '



Automatisch gilt dies dann auch fiir die Bilder von Kreisscheiben

um den Ursprung mit einem Radius kleiner als 1 als Folge des
Schwarzschen Lemmas.

Weitere Eigenschaften der Subordination sind z.B. in jeder der Mono-
graphien [13], [35], [40] zu finden.

Subordinationshalbordnung und subordinationsinvariante Familien

Die Menge (No,<) ist halbgeordnet, sofern wir in naheliegender
Weise Aquivalenzklassen von zueinander gegenseitig subordinier-
ten Funktionen betrachten, also alle Funktionen mit derselben
Riemannschen Bildfldche zusammenfassen. Die Aquivalenzklassen
sind die Mengen

[£]:= {glg(z) = f(xz),x € X} .

Mit Max F bezeichnen wir die in F liegenden maximalen Ele-
mente von F . beziiglich < .
Wir betrachten nun spezielle Familien.

Definition.

Fiir F < A heiBt Sub F:= {g|g < £, £ € F} die subordinations-
invariante Hiille von F . Falls F = Sub F ist, nennen wir F

subordinationsinvariant.

Es ist offenbar, daB die subordinationsinvariante Hiille einer
kompakten Familie F von deren maximalen Elementen erzeugt
wird, also:

Lemma 1.
F c NO kompakt = Sub F = Sub Max F .

(siehe auch Brickman und Wilken (BW) [10], Theorem 1).

Ebenso 188t sich ohne groBen Aufwand eine weitere Aussage bewei-
sen.

Dazu definieren wir einen auch spdter hdufig gebrauchten Be-
griff.



Definition.

Die Familie F < A heiBt drehungsinvariant, wenn sie mit je-
dem Element £ dessen Equivalenzklasse [f] enthdlt (s. auch
BW [10]).

Lemma 2.

F < No kompakt = Max F € Max Sub F

mit Gleichheit genau dann, wenn Max F drehungsinvariant ist.

AuBerdem gelten folgende Aussagen:
Lemma 3.

(a) Eine subordinationsinvariante Familie ist. drehungsinvariant.
(b) F drehungsinvariant = Max F drehungsinvariant.

Die extremale Subordinationseigenschaft

Wir werden nun zeigen, daB zwischen linearen Extremalproblemen
und der Subordinationshalbordnung ein Zusammenhang besteht.
(Diesen Zusammenhang vermutet man z.B. bei der Betrachtung der
Klasse P von Funktionen mit positivem Realteil.}

Wir definieren dazu zundchst den Begriff der extremalen Sub-
ordinationseigenschaft (ESE), die eine hinreichende Bedingung
dafir ist, daB in Bezug auf die Halbordnung gr&Bere Elemente
Extremaleigenschaften von kleineren erben.

Definition.

F c Nj heiBt stark (oder hat die ESE ) :® aus h < g mit
h =gow, h€F , g €F folgt: fow € F fiir alle £ € F .

Beispiele flir starke Mengen sind beliebige subordinationsin-
variante Familien, aber auch So , weil hier «w schlicht ist.
So(R):= {f € Solan(f) € R fir alle n € N} ist stark, da hier
w reelle Koeffizienten hat.

Der Durchschnitt starker Mengen ist stark.
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Der folgende Satz ist eine naheliegende Verallgemeinerung eines
in letzter Zeit vielfach benutzten Sachverhalts, der in § an-
gewendet wurde. Die im wesentlichen bendtigte Eigenschaft von

S (auf die Normierung N iibertragen) ist die eben definierte

extremale Subordinationseigenschaft.

Siehe dazu Schaeffer und Spencer [39], Lemma XXIX, sowie [33],

{161, [25]1, [8], (7], [6].

Satz 4.
Ist F stark, h nicht konstant, g€ F und h=gew,w€B , so gilt

(a) h € EF = g € EF ,
h € EcoF = g € EcoO F .

(b) Ist ferner L € A' nicht konstant in F und K das durch
K(f):= L(fow)
definierte Funktional in A' , so folgt

h € SptLF = g € SptKF oder K ist konstant in F ,

he€eExp F = g€ ExpPF.

Beweis.
" EF .
(a) wWire g ¢ Fes p ¢ also g = tg, + (1-t)g, mit
t € 10,1[ , g9, ¥ 9, und 9, € gﬁ F 7 dann hdtte wegen
h = gow

h eine Darstellung der Form

h = th1 + (1-t)h2 mit hk:= gy oW -

Im ersten Fall liegt nun wegen der ESE hk in F, und wir bekom-
men eine Darstellung in F und damit einen Widerspruch.

Im zweiten Fall bendtigen wir fiir den Widerspruch, daB hk in

co F liegt.

Wir zeigen dies, indem wir aus der ESE folgern:

aus h = gow, h €F , g € F folgt:
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fow € co F fiir alle f € co F .

Fir jedes £ € co F gilt f = lim £ mit

£f =zt £, It 1 und £, € F

n k7k k k

Fiir alle fk gilt fkow €.F , also hat auch die Funktion fnow
eine Darstellung innerhalb F , und
fow = 1lim fnow
liegt somit in co F .
(b) Ist h Stilitzpunkt oder exponiert bzgl. L , so gilt

Re Lh > Re Lf fir alle £ € F~{h} .

Da nach Voraussetzung fiir jedes g* € F die Funktion £f:= g*ow
in- F 1liegt, gilt dann

Re Kg = Re Lh i Re Lf = Re Kg*
fir-alle g* € F~(g} .
Also folgen unsere Behauptungen. o

Bemerkung 1.

Satz 4 liBt sich offenbar dazu benutzen, die Menge der Ex-
trempunkte einer starken Menge einzuschlieBen. Hat man

nédmlich flir eine Funktion eine konvexe Darstellung, so kommen
kleinere Elemente nicht mehr als Extrempunkte in Betracht.

Bemerkung 2.

Die mdgliche Konstanz von K 1l&dBt sich in Familien, die groB8
genug sind, im allgemeinen a priori ausschlieBen. Siehe dazu
z.B. [8].

Wir zeigen nun, daB es einen Zusammenhang zwischen maximalen
Elementen und Extrem- oder Stiitzpunkten in kompakten Teilmengen

von Ng immer gibt.
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Satz 5.

Eine kompakte Menge F < No hat die Eigenschaften:

(a) Max F N ECOF * @

(b) (F + {f}) = (Max F N Spt F % @) ,

(c) (Exp Sub F # @) =» (Max F N Exp F # @) .

Enth&lt speziell Max F nur Elemente einer einzigen Aquivalenz-
klasse, so gilt sogar ’

(d) Max F c Eco F .

Beweis.

(a) Da F kompakt ist, ist auch die Menge Sub F kompakt (siehe
MacGregor [29], S. 365). Nach dem Satz von KreYn-Mil 'man gibt es
also eine nicht konstante Funktion f € Sub F mit £ € Eco Sub F .
AuBerdem gibt es wegen Lemma 1 ein g € Max F , sodas f < g .
Nun l4Bt sich, da Sub F stark ist, Satz 4(a) anwenden, und wir

erhalten zundchst
g € Max F N Eco Sub F ,
und mit A5 (ai folgt

g € Max F n Eco F .

(c}) wird analog mit Satz 4(b) und A5(c) bewiesen.

(b) Sei k:= min {n €2N|an(f) + 0 fiir ein f € F}. Sei ferner

H:= {fETFllak(f)I 2 la, (g} fir alle g € F} . H enthdlt wegen
des Schwarzschen Lemmas nur maximale Elemente. AuBerdem enthilt

H entweder einen Stilitzpunkt bzgl. eines Funktionals vom Typ

L(f) = wak(f) s WET , oder ak(f) ist konstant in F .

Dann aber folgt nach Definition von H , daB H = F = Max F ist,
u..d unsere Aussage folgt, da F mindestens zwei Funktionen enthilt

und somit ein nicht-konstantes Funktional existiert.
(d) Zundchst gibt es wegen (a) ein maximales Element . £ , das

in Eco F " liegt. Mit Satz 4(a) folét dann, daB alle maximalen
Elemente in Eco F 1liegen. a
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Beispiele fiir die Anwendung von Satz 5(d).

(a) In F:= Sub {f} ist Max F = [£f] .

Dies ist nur eine XAquivalenzklasse und somit gilt
Max F < Eco F .

Dies wurde, wie oben erwidhnt, von HM [18] mit anderen Methoden

bewiesen.
(b) Spezialfall von (a). Sei x € X:= X~{-1} , a > 0 ,
hx(z):= %;%E , Sowie P;:= Sub'{hi} die Menge der Funktionen,

die in einen vorgegebenen Sektor abbilden.

Es ist

und wir haben
o —-— 0
Max Px < Eco Px .
Diese Mengen werden in Kapitel IV untersucht.

(c) Wir betrachten S_(R) = {f € Solan(f) € R fiir alle nem} .

Es ist wegen der Symmetrie der Bildgebiete beziiglich der re-
ellen Achse, die bei Funktionen mit reellen Koeffizienten vor-
" liegt,

1+2 2 1-2 2 .
Max S_(R) = {(3=5) . (§53) }r und wir haben

Max SO(R) c Eco SO(R) .

Aber natiirlich ist es unméglich, daB die beiden Funktionen
SO(R) bereits konvex aufspannen.

Andererseits gibt uns Satz 4 ( So(R) ist stark) einen Hinweis,
wo wir weitere Extrempunkte suchen miissen. Sie miissen groB
beziiglich < sein. Daher kommen in SO(R) zundchst solche
Funktionen, die nur reelle Werte auslassen, in Betracht.

SO(R) wird in Kapitel VI untersucht.

voagee
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IIT. Extremalprobleme in Familien mit einfacher Maximalstruktur

BCK-Funktionen und einfache Familien

Nun wenden wir uns der Fragestellung 2u, in welchen F&llen
nur die maximalen Elemente extrem sein k&énnen.

Dazu folgende Bezeichnungsweisen.

Definition.

f € A heiBt BCK-Funktion oder £ € BCK :o (Eco Sub {f} = [f]).

Bemerkung 1.

Die Bezeichnung folgt der in der Arbeit von BW [10], S. 228,
benutzten und wurde wegen eines wesentlichen Satzes von BCK [4]

gewdhlt.

Bemerkung 2.

Eine &quivalente Beschreibung einer BCK-Funktion ist
(1) f € BCK & Vg < £ 3u € PM(X) (g(z) = Jf £ (x2z) du)
X

wegen des Choquetschen Satzes (Ch 3 im Anhang). Jede konstante
Funktion liegt nach Definition in BCK .

Wir definieren nun eine wichtige Eigenschaft bestimmter Fami-
lien, die weitreichende Konsequenzen hat. Die von uns in spé&a-
teren Kapiteln untersuchten Familien haben diese Eigenschaft.

Definition.

F <« A heiBt einfach :o F ist drehungsinvariant, und es gilt
Max F < BCK .

et
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Extrem- und Stiitzpunkte in einfachen Familien

Satz 1.

Ist F kompakt und einfach, so gilt Eco F « Max F und
CoO F = co Max F .

Beweis.
Wir schreiben Max F = U [ft] mit geeigneter Indexmenge T . Dies

teT
ist wegen der Drehungsinvarianz und Lemma II 3(b) m&glich.

Nach Voraussetzung ist

(2) ft € BCK fir alle t € T .

Wegen Lemma II 1 k&nnen wir F folgendermaBen zerlegen:

(3) F= U P, mit F,_,:=Fn Sub {f_} ,
cer © t t

und wir erhalten zunichst mit Hilfe von (2) und KM 1

co F, < co [£] fiir alle t € T .
Da F mit F drehungsinvariant ist, liegen alle Funktionen

t
aus [f_] in F_ , und somit folgt

t t

(4) co F_ = co [f]
und damit unter Benutzung der Drehungsinvarianz

(5) ‘ Eco F, = [f

& I .

t

Wegen der Darstellung von F nach (3) erhalten wir aus allge-
meinen Uberlegungen in lokal-konvexen Rdumen (A7 (b))

Max F .

Eco Fc U [ft]
€T

Also ist COF =co (Eco F) «cco Max Fc co F . o



16

Bemerkung.

Wegen A7 (a) gilt die erste Aussage fiir EF statt Eco F , falls
EF, = Eco F, , was in vielen Fdllen gilt, z.B. wenn F_ konvex ist.
Wir sind an einer entsprechenden Aussage fiir die Stiitzpunkte
interessiert. Da wir F gemd8 (3) zerlegen kdnnen,geniigt

nach A7 (c¢) wiederum zundchst eine Betrachtung der Familien

Ft .

Mit einer Technik, die BMW [9] bei speziellen Familien zum ersten
Mal benutzten, kénnen filir die Familien F die Stitzpunkte cha-

rakterisiert werden.

t

Zundchst ein Hilfssatz.

Lemma 2.

Sei f analytisch in D . Liegt £(y) £iir unendlich viele
y € ¥ auf einer Geraden, so ist £ konstant.

Fiir den einfachen Beweis sei auf BMW [9], Theorem 16, verwiesen.

Mit co F bezeichnenwir die konvexe Hillle von F .

Satz 3.
Sei f eine in D xD analytische Funktion und sei

Eco F < {fy | fy(z) = f(y,z), v € Y} .

Sei weiter L € A' nicht konstant in F fir kompaktes F < A .

Dann gibt es nur endlich viele Punkte in Eco F , die Stiitzpunkte bzgl.
L sind,und jeder Stilitzpunkt ist eine endliche konvexe Kombination von

Extrempunkten der abgeschlossenen konvexen Hille:
Spt F < co (Eco F)

Beweis ( nach BMW [9], Theorem 8, und GHS [17]).

Sei L € A' nicht konstant in F .
FPir einen Stiitzpunkt g € F beziiglich L gilt

(6) M:= Re Lg = max Re Lh .
heF
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Wegen der Vorgabe ilber die Extrempunkte und wegen der Kompaktheit
von F hat g die Choquet-Darstellung

(7) g(z) = I fy(z) du
Y
mit Triger in {y € Y | fy € Eco F} .
Hieraus folgt, daB u-fast iiberall auf Y gilt

M.

8 R
(8) elL fy

Sei H die Teilmenge von Y , in der (8) gilt.
Die Funktion £ , die durch

L(y):= L fy

definiert wird, ist wegen der Darstellbarkeit von L mittels
eines MaBes mit kompaktem Trdger in D (siehe Schober [40],
S. 36) analytisch in D als Funktion von Yy -

Nehmen wir nun an, H habe unendlich viele Elemente. Dann
folgt wegen (8) zusammen mit Lemma 2 die Konstanz von £ im
Widerspruch zur Nicht-Konstanz von L in F .

Also ist H endlich, und (7) wird zu

n n .
g= 1 wm £ bow=1,melo], £ €EoT,
was zu zeigen war. o

Bemerkung.

Der Satz 1l&Bt sich noch dahingehend verallgemeinern, da8 Analyti-
zitdt nicht in ganz D , sondern nur auf Y vorliegt (siehe
z.B. [19], Theorem 9).

Wir erhalten den Satz liber die Stiitzpunkte in einfachen Familien.

Satz 4.

Ist F < Nj kompakt und einfach, ist Max F = U [f

]
ter °©
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und gibt es in jeder der Mengen F_ = F N Sub {ft} eine Funktion

mit lauter nicht-verschwindenden Koeffizienten, so gilt:

(9) Sspt Fe U co [ft] '
teT

also insbesondere
Spt F c© co(Max F) .
Ist ferner fiir alle t € T

(co £, I~N[£,1) NF =9,

t
so folgt:
Spt F €« Max F .
Beweis.
Zundchst zeigen wir, daB8 in jeder der Familien F, nur die Funk-
tionale der Gestalt L(f) = boao(f) = bo konstant sind und somit

A7 (c) angewendet werden kann.
Seli L ein durch seine Toeplitz-Darstellung (siehe Schober [40],
S. 36)

- 1

Lig) = ] bya lg) , TIm Ib 1" < 1
k=0

gegebenes,in Ft konstantes Funktional.
Habe f € Ft nur nicht-verschwindende Koeffizienten. Wegen der
brehungsinvarianz ist mit £ auch fx in Ft , wobei x € X

und fx(z) = f(xz) ist.
Es ergibt sich nach Voraussetzung

T k
Lf, = kzo b a, (f)x" = const.,

und fir alle k € N folgt bk-ak(f) = 0 . Da fir alle k €N
ak(f) + 0 1ist, haben wir L(f) = boao(f) .



19

Nach Voraussetzung gilt (2), also auch (5), d.h. filir alle t€T gilt
Eco F, = [£,.] = {glg(z) = £ .(yz), v € Y} .

Nun 138t sich Satz 3 anwenden,und wir erhalten fir alle t € T

“{10) spt F,_ € co [ft] .

gusammen mit A7 (c) erhalten wir also bereits das Ergebnis (9), da
alle Funktionale, die in F nicht konstant sind, auch in Ft
nicht konstant sind.

Weiter folgt:

Spt F « co (Max F) .

Liegen nun echte konvexe Kombinationen aus [ft] gar nicht in
Ft + SO0 folgt fir alle t € T

spt F, < [£.]
und mit derselben Argumentation wie oben schlieBlich

Spt F « Max F . a

Konstruktion von BCK-Funktionen

Der Satz von Herglotz zeigt, daB die Qurch
h,(z):= 2%

erkldrte Funktion h1 in BCK liegt.

Leicht tu verifizieren ist

Lemma 5.

(f € BCK, a € T, b € €) = (af+b € BCK) .
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Somit sind alle Halbebenenabbildungen hx mit der Darstellung

1+X 1+2 1-x 1+x2 L x € T~ {-1}

(13) helz) === 9z * 3 °© 1-z

BCK-Funktionen.

Allerdings sind nur diejenigen Halbebenen flir uns interessant,
die den Ursprung nicht enthalten, d.h. nur diejenigen hx mit
Xx ED~{-1}

Fir Familien F c No nicht-verschwindender Funktionen definieren
wir

F%:= {£%|f € F} ftir o €R" .

Ausgehend von (13) erh&lt man fir Pi = Sub {hz}

Satz 6 (BCK [4], siehe auch Schober [40], S. 16).
Fir & > 1 und x € D~{-1} gilt:

a

(a) EP” = Eco P” = Ex ’ also insbesondere

a

X
a

(b) hx € BCK .

Der Vollst&dndigkeit halber, und da wir weitere Schliisse aus dem
Beweis ziehen wollen, nehmen wir ihn auf.

Beweis.

Ist f nicht extrem in Px + S0 gibt es eine konvexe Dar-
stellung

f=tf, + (1-t)f2 mit £

1 € Px .

k

Diese wird zu einer konvexen Darstellung von £* in Pg

durch Multiplikation mit £%" ' , falls

o=-1 o . . .
fk £ € Px fir beliebige fk . £ € Px .

Dies folgt fiir ' @« > 1 aber aus der Konvexitdt von log hx .
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Wegen hx € BCK gilt:

EP_= Eco P = E_,

also folgt:
— 0 o o _ o0
Eco P_ < EP, < (f | £€ EP} =E .

DaB wirklich alle Funktionen aus Eg extrem in co Pi sind,

folgt leicht aus der Drehungsinvarianz (oder natilirlich aus Satz
ITI 5, dortiges Beispiel (b)). a

Bemerkung.

Der Beweis gelingt offenbar nur, weil (wegen der Konvexitdt von
EP, = Eco P ist.

Dafiir bekommt man aber auch die Information EPg = Eco Pg mit-

geliefert. Man vergleiche die Bemerkung nach Satz 1.

Durch tlbertragung des Beweises erhdlt man eine leichte Verall-

h,)

gemeinerung dieses Satzes,die zur Konstruktion weiterer BCK-Funk-

tionen nilitzlich ist.

Korollar 7.

Ist £ € BCK N No , log £ konvex, o > 1 und

E Sub {f} = Eco Sub {f} , dann folgt:

E sub (£%} = Eco sub {£%} = [£%*], also insbesondere: £% € BCK .
Da die Halbebenenabbildungen die einzigen konvexen BCK-Funktio-
nen sind (siehe HM [18), Milcetich [30], AM [1]), sind die Fa-

milien Px beziehungsweise die Funktionen hx ein natiirlicher
Ausgangspunkt zur Konstruktion von BCK-Funktionen.

Es zeigt sich ferner, daB BCK abgeschlossen ist.

TR
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Lemma 8.

Ist 1lim fk = £ , so gilt:
(fk € BCK fiir alle k € N) = (f € BCK).

Beweis.

Sei g<f , also g = fow , w € B . Definieren wir Iy = fkow,
so gilt offenbar Iy < fk fiir alle k € N . Somit haben wir
die Darstellungen

gy (2) = I £, (xz) duy
X
und folglich (nach Auswahl einer Teilfolge)

g(z)= 1lim I fk(xz) dy, = [ lim fk(xz) lim du, = [ f(xz) du,
X X X

well der GrenzprozeB lokal-gleichmdBig ist und wegen der schwachen

Kompaktheit von PM(X) mit

H:= lim My € PM(X) . o

Betspiele von BCK-Funktionen:
Wdhlt man die Folge

n az 1]n]

(Ba/n-1)nen, = (0 #955 © 3

mit Re a > 0 ,

so erhalten wir
exp (f?%] € BCK .

(siehe auch Clunie [12], S. 143).

Bildet man Funktionen der Form whi + (1-w), weEe, x Eiﬁ\{—1},
so bekommt man mit Lemma 5

—11255 € BCK fir Re a 2 -1 und
(1-2)
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2
1#X2 _ ¢ peR  fir x € D

(1-2)2
{siehe auch BW [10], Lemma 2).
Es wdre sehr interessant, insbesondere die Schlitzabbildungen
auf die BCK~-Eigenschaft hin zu untersuchen. Die bislang bekann-
ten BCK-Funktionen sind sicherlich nicht die einzigen Funktionen

mit dieser Eigenschaft.
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IV. Betrachtung spezieller einfacher Familien

a
o

Die bereits betrachteten Familien Pz lassen sich fiir o £ 2

Die Familien P

geometrisch als die Mengen aller in einen vorgegebenen Sektor mit
Ecke im Ursprung abbildenden No-Funktionen deuten.

Es liegt nun nahe, von der expliziten Vorgabe des Gebietes abzu-
sehen und alle Familien mit gleichem Winkel a7 zusammenzufassen.

Wir betrachten also die Familien
(1) p%:= v p% .

Diese Definition ist fiir alle o € R’ sinnvoll, aber nur fir
a 2 1 erweist sich Pg als einfache Familie aufgrund von Satz
IIT 6.
Fir o 2 1 folgt nun:
KM2 A7 (a) III6

—_— L0 o a
(2) Eco P < EP = U EP = U, E
o o x€EX X X

Q

und weiter mit dem Satz von KreXn-Mil'man
(3) co p% = Go E% .

o
Aus BMW [9], Theorem 1, folgt:

co EY = {flf(z) = J hg(yz) du , u € PM(XXY)} .
XxY

¢ wirklich extreme Punkte von co E% sind,

} Welche Funktionen aus E
ob z.B. in (2) Gleichheit gilt - was man vermuten wiirde - ist zu-
ndchst nicht klar. Fiir konkrete Extremalprobleme reicht zwar
sicher in den meisten F&dllen die vorliegende Teilmengenbeziehung
aus, aber flir o = 1 gelingt es uns auch - nach einer Methode,
die in BMW [9] zur genauen Bestimmung von Eco C benutzt wird -

eine positive Antwort zu finden.

wu
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Satz 1.

Bewelis.

In BMW [9], Theorem 6, wurde dargelegt, daB es geniigt

1-x 2z

o~ _ 1-x2

1=y, 2 - I 1-yz du = M §
XxY

(4)
%Yo
zu zeigen. Dazu formen wir die linke Gleichung in (4) um und
erhalten

1-x2

(5) 1—xoz - [ (1=-x2) du = (1-yoz) I Toyz du -

xx{yo} XXY\{yo}

In [9] wurde nun gezeigt, daB fiir z - §o der Ausdruck

1-x2

(1-yoz)3 du

3

gegen 0 strebt. Ein analoges Beweisschema zeigt, daB dies auch
fiir die rechte Seite von (5) gilt.

Wir erhalten also

(6) 1—-xoyo - J (1-xyo) dun = 0 ,
xx{yo}

woraus in [9] u = & abgeleitet wird. o
Xo¥o

Bemerkung.

Eine Verallgemeinerung des dargestellten Beweises fiir beliebiges
o scheitert an der Nichtlinearitdt des dann in (6) auftretenden
Integranden.

oy
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In Satz III 4 wurde ein Ergebnis fiir die Stiitzpunkte in einfa-
chen Familien hergeleitet. Hallenbeck und MacGregor [19], Theo-
rem 8, gelang es kiirzlich zu zeigen, daB endliche konvexe Kombi-
nationen von Extrempunkten von Pz fir o > 1 nicht in Pi

liegen. Dies ergibt zusammen mit Satz III 4 (siehe Bem. 2, S. 28)
(7) spt P2 c £ fir o > 1 .

Anders liegt der Fall fiir o = 1 . Hier liegt jede konvexe Kom-

bination aufgrund der Konvexitdt des maximalen Bildgebiets in
1

Po , und es gilt somit

1 1
(8) Spt Po < U co Ex .

x€X

Fiir alle a € [1,2] , also auch fiir o = 1 , werden wir mit geo-
metrischen tlberlegungen zeigen, daB die vorliegenden endlichen
konvexen Kombinationen jedoch nicht in So liegen.

Lemma 2.

t

=1, t
1 k

€ Jo,1[ ,

1+xykz}a
14
k k

1-ykz

e

n

sei f(z) = ] t {
k=1

Y *y, fir k+1, x€X,a€(1,2] und n22.

Dann folgt:

f ¢ S, -

Beweis.

Sei zundchst a = 1 . Jede der f darstellenden Funktionen bildet
als Mdbiustransformation ID auf dieselbe Halbebene H ab, 3D auf
9 und O~D auf ONH . Da H , 8H~{»} und auch G@~H konvexe
Mengen sind, bildet £ auch D in H , 3D in 3 und C~D in O~F
ab. Als rationale Funktion vom Grad n muB schlieBlich f eine
Abbildung sein, die jeden Wert in H genau n-mal annimmt. Fir

n 22 ist £ somit nicht schlicht.
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Sei nun o € 11,2] . Habe f eine Darstellung der angegebenen
Form fir ein n 2 2 . Die darstellenden Funktionen haben.alle
dasselbe Bildgebiet, ndmlich einen Sektor mit Ecke im Ursprung,
dessen Komplement G konvex ist. Da der Ursprung ein Extrem-
punkt von G ist, folgt, daB £(3D) nur Punkte aus (G U {=})~{0}
und somit keinen Punkt im Intervall [0,1[ enth&lt.

Nehmen wir nun an, £ widre in So . Dann hdtten wir wegen

0 € ¢fD wund 1 € £fD die Beziehung [0,1[ n 3fD+ @ .

Aus der Schlichtheit und der chordalen Stetigkeit von £ in D
folgt 9fID = £(3D) , also haben wir einen Widerspruch. a

Definieren wir fiir o« € 10,2]

a o, _ o0
% % n So und S := Po n S0 ’

so erhalten wir zusammengefaBt
Satz 3.

Sei o 2 1 . Dann gilt

o _
(a) Max Po = E

(b) co Pg = co E* (= co s* falls a < 2)

= p% c 5*  poz pl - gl
(c) Eco P, € E , Eco P, = E
(d) spt PJ < E* falls a > 1,
Spt P; c U co E;  Sowle

XEX

spt s' < ! .

Bemerkung 1.

Es ist denkbar, daB - trotz der wesentlich komplizierteren Ex-
trempunktstruktur der Mengen Pg - fidr o < 1 in Pg

sprechende Ergebnisse gelten. Allerdings miiBte ein Beweis da-

ent-

flir v8llig anders gefiihrt werden.
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Bemerkung 2.

Bei der Anwendung von Satz III 4 benutzen wir, daB fiir o 2 1
mit hx eine Funktion mit lauter nicht-verschwindenden Koeffi-
zienten in Pi liegt.

Folgerungen aus der Subordination

Wir untersuchen nun Extremalprobleme, die wir ohne Kenntnis der
Extrempunkte, nur die Subordination nutzend, l&sen kdnnen. Ins-
besondere k6nnen hier auch Ergebnisse fiir o < 1 hergeleitet
werden.

Wir geben drei Extremalprobleme an, die in einer kompakten Familie
nur von maximalen Elementen geldst werden.

Lemma 4.

Sei F < N, kompakt, und sei r € (0,1 . Dann werden die Ex-
tremalprobleme

(i) max max Ig(reie)l P
gE€EF 6€ER
(ii) max max (& argvg(reie)) (sei immer arg 1:= 0) ,
gEF 0E€ER
(iii) max max max (arg g(zz) - arg g(z1))
ge€F z,€D_ z,€D_

nur von maximalen Elementen gel&st.

Bewelis.

(1) folgt aus dem Schwarzschen Lemma und Lemma II 1. Da fiir
£,7 € No die Aussagen f < g und 1log £ < log g é&dquivalent
sind, folgt (ii) mit derselben Argumentation.

(iii) folgt ebenfalls aus dem Schwarzschen Lemma und Lemma II 1. o
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Bemerkung.

Extremalprobleme werden in dieser Arbeit im wesentlichen konstruk-
tiv geldst (durch Untersuchung der maximalen Elemente), alle Re-
sultate sind scharf und die L&sungsfunktionen der jeweiligen Kon-
struktion zu entnehmen. Daher wird die Schdrfe in der Formulie-
rung der Sitze nicht explizit erwdhnt, und die Ldsungsfunktionen
werden nicht explizit angegeben.

Wir untersuchen nun die Mengen Ez und E% auf die Extremal-
probleme von Lemma 4 hin und gelangen dadurch zu Aussagen fiir

(] o . —_— 0 -_— L0
Px bzw. Po r zum Teil sogar fiir co Px bzw. co Po .
Satz 5.

Fir jedes a € R gilt:

(a) f € co Pg =
1£(rel®) | < (125 .

(b) fepg =

)

(9) larg £(re*®)| < 20 arcsinr.

Beweis.

— 0
(a) In co Po

. i(6+p)\a o
gilt nach Lemma 4(a): If(rele)|.S max (_1_+_ri____) = G:;]

8,0 1--reie ES
{(b) In Pg gilt nach Lemma 4 (b):

- .e . ) )

|arg £ (ret )| £« (rgax arg(1+rei(e+w)) - min arg(1-reie)] = 20 arcsin r. o
'@ 8

Wir betrachten nun Argument-Probleme in den Familien Pi . We-

gen der Asymmetrie sind diese Probleme mit créBerem Rechenaufwand
verbunden.

Sei im Folgenden ¢:= arg x € J-m,w[

Satz 6.

Fir o €R' und f € Py gilt
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¥ ©
) ig 2
20 arg(1-ire ¢) < arg f(re'") < 2a arg(i+ire”) .

Insbesondere:

a 3]

fep = J|arg f(rei

1 )| € 2a arctanr .

Beweis.

Wegen Lemma 4 geniigt es, Ez zu untersuchen.
Gesucht sind

MaX org (1+rei(e+w) @ = Max . arg (1+rel(?+W)
min 1-ret® min 1-rel®
9 8
Sei
i(e+yp)
G(6) := Im log +IEe 5
1-re

Wir erhalten

G' (6) 0 o cos(6+yp) + cosb8=0 .

Sei zundchst ¢ # 0 . Dann ist dies weiter &dquivalent 2zu

-8+7m mod 27 & 6 = - % + % mod =

6 +

Man sieht nun leicht, daB fir

6 = - Q%E ein Maximum und fiir 6 = - 9%3 ein Minimum vorliegt
und es folgt:
.0
i(8+y) i=
max arg (L3XS 15 = 2 arg(1+ire ) una
e 1-re
; 9
i(e+y) iz
min arg (1152——E§——) = 2 arg (1-ire 2] .
1-re

Der ausgelassene Fall ¢ = 0 wird von der Formel ebenfalls ab-
gedeckt. o
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1+r

Bemerkung . 1.

Wegen |%| < % gilt:

i@

> * r cos
arg(1tire “) = arctan

N6 |6

1%r sin

Bemerkung 2.

Die 6-Werte, die zum Maximum und Minimum fiihren, h&ngen nicht von
r ab und stimmen mit den negativen Argumentwerten iiberein, die den
Rand der Bildhalbebene von h; definieren, denn fiir 2z € 3D~{1} gilt:

1+x2

arg xz _ arg(-z)
1-2

2 2

(10) arg arg(1+xz) - arg(1-z) =

[ ]

(arg x ) = i’% .
Wir werfen nun die Frage auf, inwiefern diese Abschitzungen noch
auf die konvexen Hiillen iibertragbar sind.

Dabei erhalten wir u.a. ein Resultat, das uns 2eigt, daB8 im allg.
die Elemente der konvexen Hiillen nicht in No liegen, sondern
Nullstellen haben.

(Ahnliche Fragestellungen untersuchte Campbell [11]. Er betrach-
tete allerdings N-Familien. Dort sind #hnliche Betrachtungen fiir
die Ableitung méglich.)
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Satz 7.

Sei F c NO und gelte fiir alle f € F die scharfe Aussage

(11) -aA(r) < arg f(reie) S B(r) .

Sei ferner
R:= min {r|A(r) + B(r) = n}u {1}

der Halbebenen-Radius. Dann folgt:

(a) Fir alle f € co F und alle r < R gilt (11).

(b) Ist ferner F drehungsinvariant, so gibt es ein

f € coF mit f£(R) = 0 . Insbesondere ist co F ¢ N, .

Bewelis.

(a) folgt sofort aus der Konvexitdt des fiir alle r < R und
f € F geltenden Sektors. Fir r > R liegt ein Sektor vor,

der gr&Ber als eine Halbebene (und somit nicht mehr konvex) ist.

_—

)

N\

ol ~

N\

hl(Ryl)

\

\
N

Fiir (b) benutzen wir, daB es nach Voraussetzung Funktionen hk €F
sowie y, € Y gibt (k € {1,2}) , sodaB

arg h1(Ry1) - arg hz(Ryz) =7 ,

also
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mit geeignetem A eRr" .

Definieren wir die Funktionen Iy durch
9 (2) = hy (v 2)

so folgt Iy € F aus der Drehungsinvarianz von F , und

A
37 91 71 92

ist eine im Punkt R verschwindende konvexe Kombination.

Wir untersuchen nun wieder konkret die Familien Pi .

Satz 8.

Sei o €R' . Dann gelten:
(a) Fir alle £ € pz , r, und r, £ T gilt:

161 162 2rcosg
(12) |arg f(r e ) - arg f(r,e )| € 2a arctan 3
1-r

(b) Der Halbebenen-Radius Rz von P2 hat den Ausdruck

X
' %(/R2+cos2 % - cos %) fir o > 1
a _
(13) R, =
1 fir o £ 1

i = i
mit R:= tan 5% °

(c) Fiir alle £ € co Pi und alle r < Ri » ¥, und r

id i2

20 arg(i-ire 2) < arg f£(rel®) < 20 arg(1+ire 2) .

5 <

(d) Fir

o
Stelle Rg verschwindet. Somit ist <co Pg ¢ N,

r

> 1 gibt es eine Funktion in co PY , die an der

gilt:
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Beweis.

(a) Es ist wegen Lemma 4 wieder ausreichend, das Problem in Ei

zu ldsen. Mit Satz 6 erhalten wir

ie ie o
|arg f(r.,e 1)--arg f(r,e 2)| < w(r):= max arg(1:xz)
! 2 ‘ 1-2

ZEI%:
i 1+x23 1+2

- min arg(1_z] = 20 arg T2 © T

2€D iz + %)

t 272

z=re

= B(r) + A(r)

(zur Definition von A und B vgl. Satz 7).

Wégen der Beziehung arg %;% = arg(1+z)(1-z) folgt:
2rcos%
w(r) = 20 arctan —_—
1-r
(b) Sei zundchst o £ 1 . Dann liegt das Bild von ganz D in
einer Halbebene und es folgt Rz =1 .

Fir o > 1 haben wir nach Satz 7 die Gleichung

A(Rf‘{) + B(Ri) = w(Ri) = T

zu ldsen. Also gilt
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a ¥
2R_ cos =
2a arctan —x 2. T & R-(Ra)2 +2R2 cos £ -RrR =0
o, 2 X X 2
1=(R_)
X
Damit folgt die angegebene L&sung.
(¢) und (d) sind nun direkte Folgerungen aus Satz 7. o

Bemerkung.
— a _ T
(1) ¢ = 0 = R1 = tan ic !
q

(ii) o> m=> R, > 1 .
Fir Pg folgt analog:

Satz 9.
Sei a e R* . Dann gelten:
(a) Fir alle f € Pg rr; und r, S r gilt:

ie 192

(14) |arg f(r1e 1) - arg f(rze )| € 40 arctanr.

(b) Der Halbebenen-Radius Rg von Pg hat den Ausdruck

o] —

. T .
sin — fir a >
4a

(15) R™ = .
fir o £

o
-_—
-

(c) Fir alle f € co Pg und alle r < Rg gilt:

larg f(rele)l < 20 arcsinr .

(d) Fir o > % gibt es eine Funktion in co Pg , die an der

Stelle R; verschwindet.

Beweis.

(a) Wir bekommen das Resultat aus (12) durch Maximierung (¢ = 0).
(b) folgt direkt aus Satz 5, weil (9) in beide Richtungen scharf

ist, (¢) und (d) wieder aus Satz 7. o
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Bemerkung.

Fir o < % bedeutet die Aussage (b), daB alle Funktionen posi-
tiven Realteil besitzen. Das letztere ist geometrisch klar.

Exponierte Punkte.

Nun wollen wir uns der Fragestellung widmen, welche der nach
Satz 3 m8glichen Extrempunkte von co Pg wirklich extrem sind.
Wir werden zeigen, daB es unter den Funktionen in johet , sogar
auch fir a < 1 , exponierte und daher auch extreme Punkte
gibt.

Die Idee zur Vorgehensweise stammt von Pearce [32], der damit
die Exponiertheit gewisser Funktionen in S zeigte, deren Bild-
gebiete einen geradlinigen Schlitz haben.

Aus Satz 9 wissen wir, daB in co Pg alle Funktionen den offe-

nen Kreis mit Radius Rg in die rechte Halbebene abbilden.

Dies ist eine Voraussetzung flir die Anwendbarkeit der Pearce-

schen Methode.

Hamilton [20], Theorem 1, zeigte, daB die Abschitzung (9) fiir

o = 2 auch in SO gliltig ist, solange r < 0,913... , und daB

nur Funktionen aus E2 Losung des Argumentproblems sein k&nnen,

n_ /2
2

sofern r < sin = =

) . Daher gelten die folgenden Resultate

auch in §_ .
o

Satz 10.

Sei a €IR+ und

1+ ¢
¢%:= {f|f(2) = (T:g%z) s X €EX, vy€EY, |largx | < %%} 3

Dann gelten:
(a) Geometrische Charakterisierung: Flir a < 2 ist

o fD ist Sektor mit Winkel am , dessen Ecke im

G =¢ £ € N, |Ursprung liegt und der durch Drehung des ent-
sprechenden symmetrischen Sektors um einen Winkel
[von hdchstens w/4 entsteht.
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(b) G* < Exp co P* und

()]
n

Exp S_ .

%l
n
o
8l
(o]
)

(c)

7]
Q
n
0
e,
ﬂ
o

QNI QNI

Beweis.

(2a) Diese geometrische Charakterisierung ist einfache Folge von
(10) «

(b) Solange Re £(zy) >0 fir alle £ € co P, (bzw. fUr alle

f € So) , also solange lzol < Rg (bzw. Izol < sin %) '
findet man in analoger Weise wie bei Pearce [32] ein Funktional
vom Typ

L(f):= w f(zo) mit w € C,

dessen Realteil genau gleichzeitig mit entweder arg f(zo) oder
-arg f(zo) maximiert wird.

Nun 148t sich der Beweis von [32] auf den hier vorliegenden Fall
tibertragen: -In Pg kommen als L8sungen des. Argumentproblems nur
maximale Elemente in Frage (Drehungsinvarianz und Lemma 4), und

da in E% genau eine L8sung existiert (siehe [32]), ist diese ein-
deutig (fiir So sind nach [20] auch nur Funktionen aus E2 mégliche
L8sungen). Da andererseits jede Funktion aus G* ein derartiges
Problem 1&st (siehe [32]), folgt (b). '

(c) folgt wie in [32]. a

Bemerkung.
Durch genaue Analyse der Schifferschen Differentialgleichung des

zugehdrigen Funktionals kommen Duren und Schober [15], Theorem 1
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und Corollary 2, ebenfalls zu dem Ergebnis fiir So

Das Koeffizientenproblem.

Nun l8sen wir das Koeffizientenproblem und, etwas allgemeiner,
das Extremalproblem fiir die n-te Ableitung an einer vorgegebenen
Stelle z_ .

o

Im Beweis zu Satz 10 wurde gezeigt, daB die Extremalprobleme
max Re wf(zo) fiir gewisse kleine Izol und gewisse w € € von
verschiedenen Extremalfunktionen geldst werden.

Anders ist es bei dem Problem max Re f(n)(zo) . Hier erweisen

sich immer die "Koebefunktionen" ha:= h? als extremal, wenn

a2 1 1ist.

Satz 11.
Sei o > 1 . Dann gilt fiir alle f € co Pg :

(a) la (£)] < a (h%)  fiir alle n €N ,

® [£™ (2| <™ (1z1) fur alle new_ , z €D .

Insbesondere fiir a = 1
(a') Ian(f)l s 2,

1+]2z|
1-lzl '

n!

(1-1z1)

oy |£™ ()] s 2 1£(2) | <

n+1 '
und flir o = 2

(a") lan(f)l < 4n ,

" (n) n!(n+lzl) 1+1z]|
(b") £ (z)| £ 4 , I£ I < .
| | P—T (z) (=r27)

(c) Flir die Koeffizienten a := an(ha) gilt die Rekursionsformel
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a,:= 1,
(16) 1 81:° 20 ,
ez 1 -
| 2n41%° T (tn-ma _, + 20 a )

Beweis.

Aharonow und Friedland [2] zeigten zum ersten Mal, daB in E”
die Koebefunktionen die grdBten Koeffizienten haben (siehe auch
Schober [40], S. 17). Wegen der Drehungsinvarianz sind die Pro-
bleme maxlanl und max Re a, dquivalent und somit ist (a)

bewiesen. Entwickeln wir in dblicher Weise £ (™ (2) und schit-
zen mithilfe der Dreiecksungleichung ab - dies geht, da alle

a, positiv sind - so bekommen wir (b) (siehe dazu Koepf [26]).
(c) Die Familie E* hat - wie man aus der geometrischen Be-
deutung sieht oder leicht analytisch verifiziert - die Darstel-
lung

Q
(17) Ea={flf=—1;—°l—, l€M6bJD} ,
h®s1(0)

wobei M&b D:= {f € A|f schlichter Automorphismus} .

Also 14Bt sich in E% in analoger Weise wie in S die Marty-
Variation (siehe Schober [40], chapter 9) durchfilhren, die fiir
einen Stitzpunkt beziiglich an(f) zu der Marty-Relation

(18) (n+1)a_ , - a,a, - (n—1)an_1 =0

fihrt.
Wir wissen wegen (a), daB h% alle Marty-Relationen erfiillen
muB, und da alle a, €R , folgt (c). o



40

V. Familien von Funktionen, deren Bildgebiete geometrische

Eigenschaften besitzen

Der eigentliche Ausgangspunkt zu dieser Arbeit war die Frage-
stellung dieses Kapitels. Betrachtet man in analoger Weise wie
in N Familien konvexer, sternférmiger oder nahezu-konvexer
Funktionen in No , SO erwartet man zwar analoge Resultate in
bezug auf die Extrempunkt- oder Stiitzpunktmengen, muB sich aber
nach einer neuen Methode umsehen, die diese Resultate liefert.

Man kann aus der - auch hier méglichen - analytischen Beschrei-
bung wegen der fehlenden Normierung des ersten Koeffizienten
nicht durch Integrationen zu Ergebnissen kommen.

Da die Normierung N  eine geometrische Bedeutung hat,

gelingt es, mit geometrischen Betrachtungen zum Ziel zu kommen.

Konvexe Funktionen

Wir betrachten die Familie

Nattirlich ist K U {1} eine drehungsinvariante, kompakte Teil-
menge von A .

Wir bendtigen folgende wohlbekannte geometrische Eigenschaft
konvexer Gebiete:

Lemma 1.

Jeder Punkt des Komplements eines von (€ verschiedenen konvexen
Gebiets G 1liegt auf dem &and einer Halbebene, die G enthilt.

Das heiBt, die geometrische Charakterisierung impliziert eine
Subordinationseigenschaft, genauer, es kdnnen Aussagen {liber die
maximalen Elemente gemacht werden. Zusammen mit der Tatsache,
daB in No der Wert 0 ausgelassen wird, die entsprechenden
Gebiete also alle den Ursprung nicht enthalten, gelangen wir zu
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Satz 2.

. 1
Max KO = E1 , also ist Ko einfach,und es gilt Ko c S .

Also lassen sich die Resultate der vorangegangenen Kapitel III
und IV anwenden, und wir bekommen

Satz 3.

(a) TG K, = GO E

(b) Eco Ko = E

(c) Spt K < E

1 =1
(d) G < Exp Ko + G < Spt Ko

(e) |arg f(rele)l < 2 arcsinr fiir alle £ € K_, ¥ € [0,1[ ,

falls r € {o,%;[ auch fiir alle f € co K, -

Es gibt eine Funktion in <co K, + die an der Stelle 4; ver-
schwindet.
i i@

(£) |arg f(r1e 1) - arg f(r2 2

)| < 4 arctanr f£fir alle f € K

und alle r1,r2 Sr.

1+] 21

(g) Fir alle £ € K, r 2 €D gilt: J1£(2)}] £ T=TzT '

£ (z)| < 2 —2L—— | insbesondere |a_(f)| < 2
(1-1z1)"™ n

fiir alle n € N .

Beweis.

Wir bendtigen zum Beweis die Ergebnisse von Satz 2 und ferner fiir
(a) satz I1II 1, fir (b) Satz IV 1, fir (c) Satz III 4 und Lemma
IV 2, fir (d) Satz IV 10 (b), A9(c) sowie A5(b), fiir (e) Satz
IV.9 (b)-(d), fiir (f) Satz IV 9(a) und fir (g) Satz IV 11. o
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Sternférmige Funktionen

Wir betrachten zunidchst die Familie

Dies ist die zu st° analoge Familie in No .

Natiirlich ist Stg U {1} drehungsinvariant und kompakt. Nun
benutzen wir die folgende geometrische Eigenschaft eines stern-
férmigen Gebiets.

Lemma 4.

Jeder Punkt des Komplements eines von € verschiedenen stern-
férmigen Gebiets G bzgl. a 1liegt auf einem bzgl. a radialen
Strahl, dessen Komplement G enthdlt.

Wieder impliziert also die geometrische Charakterisierung eine
Subordinationseigenschaft. Mit dem Ursprung miissen im Fall

a =1 alle negativ reellen Werte ausgelassen werden und wir
erhalten mit Satz III 6

Satz 5. .

Max St; = E? , also ist Stl einfach, und es gilt Stl < S% .

Satz 6.

(a) co St; = co Ef

(b) Eco St; = Spt St; = Exp Stl = Ef

(¢) larg £(re’®)| < 4 arctanr fir alle £ € st , r e [0,1[ ,

falls r € [0, tan % = /2-1[ auch fiir alle f € co St; .

Es gibt eine Funktion in co St; , die an der Stelle tan % ver-
schwindet.
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2

(@) Fir alle £ € st), z €D gilt: I£(2)] s (2
£ (2)| < an1 szluz , insbesondere la_(f)| $ 4n
(i-1zl

fiir alle n €N .

Beweis.

Wir bendtigen zum Beweis die Ergebnisse von Satz 5 und ferner
fiir (a) Satz III 1, fiir (b) Satz III 4, Lemma IV 2 und die Be-

ziehung
2 I115(4) III1

E1 c - Bco Sto c E

2

1 14

Exponiertheit liegt bzgl. der Drehungen von a1(f) vor, fir (c)
brauchen wir Satz IV 8 (b)-(d) und fiir (d) Satz IV 11. o

Nun heben wir die Sonderstellung des Punktes 1 auf und betrachten
beliebige sternfdrmige Gebiete, die den Ursprung nicht enthalten.
Die entsprechende Familie No-normierter Funktionen bezeichnen wir
mit

St := {f € SolfI) sternfdérmig} .
Sto U {1} ist drehungsinvariant und kompakt.

Mit Hilfe der geometrischen Beschreibung sternférmiger Gebiete
nach Lemma 4 sehen wir wegen der Ausnahmestellung des Ursprungs,
daB jedes solche sternfdrmige Gebiet in einem Gebiet mit gerad-
linigem Schlitz liegt, der im Ursprung beginnt, und wir erhalten
mit Satz III 6:

Satz 7.

Max Sto = E2 , also ist Sto einfach und es gilt Sto = 32 .
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Satz 8.
(a) co st = co E

(b) Eco st, < g2

(c) sSpt St, < E2

(d) G° < Exp st_ g% < spt st

io

(e) |arg f£(re ")| € 4 arcsinr fiir alle f € St, , r € (o,10 .,

m V2-V2

falls r € [0,sin g = 3 [ auch fir alle f € co st -

Es gibt eine Funktion in co St, , die an der Stelle sin %

verschwindet.
i6 ise

(f£) |arg f(re T - arg f(r,e 2

)| € 8 arctanr fiir alle f € st

und alle r.l,r2 £ r.

(g) Flr alle £ € St_ , z €D gilt: I£(z)] < (1+|Z|)

’

n+|z|

If(n)(z)l < 4n! '
(1-1z1*2

insbesondere lan(f)l < 4n
fir alle n €N .

Beweis.

Wir bendétigen zum Beweis die Ergebnisse von Satz 7 und ferner fiir
(a) und (b) Ssatz III 1, fir (c) Satz III 4 und Lemma IV 2, fir (d)
Satz IV 10 (b), A9(c) sowie AS5(b), fir (e) Satz IV 9 (b)-(d), fir
(f) satz IV 9(a) und fir (g) Satz IV 11. o

Bemerkung.
Im Gegensatz zu N gelingt es also hier, mit der verwendeten

geometischen Methodik zu genauen Resultaten zu gelangen.
Analytisch sind sternférmige Funktionen beziiglich anderer Punkte

als den Bildpunkt des Ursprungs schwieriger zu fassen.
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Nahezu~konvexe Funktionen

Wir betrachten die Familien
. +
CO(B):- C*(B) N No fir B EeR .
C,(B) U {1} 4ist drehungsinvariant und kompakt.

Fir B € [0,1] sind alle nahezu-konvexen Funktionen schlicht.,
und es existiert eine genaue geometrische Beschreibung der Bildge-
biete (siehe Pommerenke [36]).

Satz 9.

Sei B € [0,1] .

Das Komplement eines nahezu-konvexen Gebiets der Ordnung B8 ist
die disjunkte Vereinigung von Strahlen.

Mit jedem dieser Strahlen ist ein voller symmetrischer Sektor vom
Winkel (1-B8)7 im Komplement enthalten.

Nun lassen sich in derselben Art wie zuvor unter Anwendung von
Satz III 6 wegen der Sonderstellung des ausgelassenen Ursprungs
folgende geometrische Aussagen notieren.

Satz 10.

Sei B € [0,1] . Dann gilt
Max CO(B) = EB+1

c (8) < sP*1 |

, also ist CO(B) einfach,und es gilt

Satz 11.

Sei g8 € [0,1] . Dann gilt

(a) % c (8) = 3o P’
(b) ESo C_(8) < gB+1
B+1

(c) spt CO(B) c'E
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g+1

@ 6**1 cExp c (8) , 6**1 < spt c_(8)

i6

(e} |arg f(re~")| <2(B+1) arcsinr fiir alle £ € CO(B), r € [0,1[ ,

) T s —
falls r € [0, sin ZTETTT[ auch fir alle £ € co CO(B) .
Es gibt eine Funktion in co CO(B) r die an der Stelle sin ET%:TT
verschwindet.

ie1 162

(£) |arg f(r,e ') - arg f(r,e )| £4(B+1) arctanr
fiir alle £ € CO(B) und alle i, £r.
(g) Fir alle f € CO(B) r alle n € N, und alle 2z €D gilt:

€™ 2] < BB 21y .

Beweis.

Der vorliegende Satz wird ganz analog zu Satz 8 mit den Ergeb-
nissen aus den Kapiteln III und IV bewiesen. a

Bemerkung 1.

Nach 8a und 11a gilt co CO(1) = co Sty nach 11g ist in Co(1)

die Koeffizienten-Vermutung
max Ianl = 4n
fECo(1)

richtigqg.

Bemerkung 2.

Definiert man

DO:= {f € Nolm\-fI) ist die Vereinigung von Halbstrahlen} ,

verlangt man also nicht die Disjunktheit der Vereinigung, so folgt
dennoch: Max D_ = EZ und somit Gco D, = co C (1) .
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10 18

(£) larg f(r,e ') -arg f(r,e )| < 2k -arctanr fir alle £ € V_(k)
<

und alle IisXy S r .

(g) Fiir alle f£f € Vo(k)  2alle n EZNO und alle 2z €D gilt:

K
3\ (n)
1£) (2)] < (hﬁ) (1zl) .

Bemerkung.

Wie im Fall der Normierung N fiir k 2 4 bewiesen wurde, ist
dort ESt:(% - 1) = co V(k) (siehe Schober [40], S. 25).
Nach 11a und 14a gilt fir k € [2,4]: G5 C_(§-1) = o V_(k) .

Konvexe Funktionen in Richtung der imagindren Achse

Wir betrachten die Familie

KI, U {1} ist drehungsinvariant und kompakt.

Aus der Definition und Satz III 6 folgt sofort:

Satz 15.
Max KI_ = E2 U E2 also ist KI einfach,und es gilt KI c:Szus2
o i -i ' o ’ o i -4
Satz 16,
—_— —_— 2 2
= i
(a) co KIO co(Ei ) E_i)
(b} Eco KIo = Max KIO
(c) Spt KIO = Max KIo
ie

(d) |arg f(re )| < 4 arccot(é?-—1)

fir alle £ € KIo und r € [0,1{ ,

falls r € [0,/2-1[ auch fir alle f € co KI_ .
Es gibt eine Funktion in co KIo P

die an der Stelle v2-1 verschwindet.
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16 ' 10
(e) |arg flr,e N - arg f(r,e 2)| < 4 arctan Zz—%
1-r

fiir alle £ € KIo und alle r /¥, £ r.

(f) Fir alle £ € KIo und alle n € N gilt:

la_(£)1 S 2 1+n% .

Beweis.

(a) folgt wie iiblich aus Satz 15 und Satz III 1,

(b) "c" folgt aus Satz III 1, ">" aus der Drehungsinvarianz und

der Spiegelungsinvarianz von KIo (mit £ € KIo ist auch g € KIo '
wobei g(z)

= £(z)), denn wire eine Funktion aus Eg u Ezi nicht

extrem in <co KIo , SO auch alle anderen, im widerspruch zu Krein-

Mil‘man.

(c) "<" folgt aus Satz III 4, "' gieht man durch Betrachtung der
Funktionale vom Typ L(f) = wa1(f) , WEGCT.

(d) Wegen der Spiegelungsinvarianz von KIo geniligt es zu zeigen, daB

max max arg £(rel®) = 4 arccot (é? -1).
fEKI 6€ETR
o
Wir wissen wegen Satz 15 und Satz IV 6, daB gilt
V2
i8 7
max max arg f(re ") = 4 arctan
fEKI_ BER V2
(o) 1—r7
= 4 arctan —— = 4 arccot [fz-1) .

2 _, :

r

Dies gilt auch flir £ € co KI_ , solange r kleiner als
der Halbebenenradius R ist, fiir den gilt:

4 arccot (4?-—1) = % .

Dies fiihrt zu R = V2 - 1 .
Der Rest folgt wieder mit Satz IV 7.
(e) folgt aus Satz IV 8.
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s _ (l*iyz 2 2
(£) rir gl(z) = ( T—vz } , also g € Ei U E_i gilt
a (g) = 2y" (1#ni) .

Wegen (c) folgt also

la_(£)] < 2 1+n2

fiir alle £ € KIo .

Es ist leicht zu sehen, daB fiir jedes n ein y existiert,
bei dem der maximale Wert angenommen wird.

Allerdings ist dies im Gegensatz zu den bisherigen Ergebnis-
sen nicht fiir jedes n dasselbe y . o

Funktionen mit symmetrischen Bildgebieten

In Analogie zu den Funktionen aus N mit reellen Koeffi-

zienten stehen in No Funktionen mit symmetrischem Bildgebiet
bzgl. der reellen Achse.

Aus f£(0) = 0 und £'(0) = 1 und der Schlichtheit folgt n&dmlich
die Aquivalenz dieser beiden Forderungen.

Wir schreiben fir beliebiges F c No

F(sym):= {f € F|fD symmetrisch bzgl. der reellen Achse} .
Wir erhalten mittels der Geometrie und Satz III 6 folgenden Satz:

Satz 17.

1

1 14
die Familien sind einfach, und es gilt:

1
Ko(sym) c KIo(sym) c S1 c P,

(a) Max Ko(sym) = Max KIo(sym) = E

(b) Max S_(sym) = Max St;(sym) = Max St_(sym) = E7 ,

die Familien sind einfach,und es gilt:

2

1
Sto(synn c Stb(sym) c So(sym) c S1 .
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(c) Max Co(a-1,sym) = Max VO(Za,sym) = E? fir o € [(1,2],
die Familien sind einfach, und es gilt:

o
Vo(2a,sym) < Co(a-1,sym) < 8y -

Nun bekommen wir wieder Extrempunkt- und Verzerrungsaussagen.

Satz 18.
(a) <co K, (sym) = co KI_(sym) = co E} =P
— R _ ol
(b) Eco Ko(sym) = Eco KIo(sym) = E1
(c) spt Ko(sym) = Spt KIo(sym) = E}
_ R
(d) Exp Ko(sym) = Exp KIo(sym) = E1

i

(e) |arg f(re”’)| < 2 arctanr

fir alle f € co KI (sym) , r € [0,1] .

1+|zl

(f) Fir alle f € KIo(sym) r 2 €ED gilt: J1£(z)I] T=TzT '

n!
(1-1z1)"*]

1£™) (2)] < 2 , insbesondere la_(£)] S 2

fliir alle n €N .

Satz 19.
Fir so(sym), St;(sym) sowie Sto(sym) gilt vollstidndig Satz 6,

wobei St; durch die hier genannten Mengen ersetzt wird.

Satz 20.

Sei o € [1,2) . Dann gilt

(a) co C_(a-1,sym) = T6 V_(2a,sym) = Co E?
(b) Eco C,(a=1,sym) = Eco v, (2a,sym) = E?
() Spt C,la-1,sym) = Spt V_(2a,sym) = Ej
(d) Exp Co(a-1,sym) = Exp Vo(2a,sym) = E?
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le)] < 20 arctanr

(e) |arg f(re
fir alle £ € C_(a=1,sym) , r € (0,11 ,

falls r € [0,tan i%[ auch fiir alle f € co c la=1,sym) .

Es gibt eine Funktion in co c,(a=1,sym) , die an der Stelle
tan f% verschwindet.

(£) Fiir alle £ € Co(a-1,sym) , alle n e:mo und alle z €D

gilt:
£ 2y < (%) azn .

Beweis.

Die S&tze 18 bis 20 werden analog zu Satz 6 bewiesen.
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VI. Familien von Funktionen mit reellen Koeffizienten

Sei filir eine Menge F c No
F(R):= {f € Flan(f) € R fiir alle n € N}

Hallenbeck und MacGregor [19] zeigteh vor kurzem
Satz 1 (siehe [19], S. 528 und Theorem 9).

2

(a) EP(R) = {f|f(z) = —'=%2 vy €y} und
(1-yz) (1-32)
Spt P(R) = co EP(R) .

(b) Flir a > 1 ist

spt PJ(R) = EGo PJ(R) = (EP(R))® .

Bemerkung.

Die Extrempunkte von P(R) bestehen aus den beiden maximalen

1+2 1-2
1=z 4 733
tionen, die jeden Punkt der rechten Halbebene genau zweimal an-

nehmen. Dies ergibt sich aus der Rationalitdt 2. Grades und
der Tatsache, daB fiir z € 9D

Elementen

r sowie aus einem Teil derjenigen Funk-

1-22
Re —~ =0
(1-y2) (1-yz)
ist.
Allerdings sind nicht alle Funktionen mit dieser Eigenschaft
2
extrem. Z.B. ist zwar L zz (fUr y:= i) extrem, aber
1+2
1422 _ 1 (dz) , 1 1=z
1__22 2 ‘-2z 2 ‘1+z

hat eine konvexe Darstellung in P(R).
Da die Extrempunkte nicht alle schlicht sind, kann die gewonnene
Darstellung nicht dazu benutzt werden, die Extrempunkte in



54
P(R) N S, oder in P(R) N K = K (R) anzugeben.

Aus der Symmetrie zur reellen Achse folgt P;(R) = P:(R) und da-
mit auch PE(R) = (P)(R)® = (B1(RN® = P(R).

Damit beinhaltet Satz 1 bereits alles lUber die Extremalstruk-

tur von Pg(R) s 021 .

Wir wenden uns Jjetzt der Menge SO(R) zu., Da in Pg(R) , einer
Obermenge von SO(R) , auch nicht-schlichte Funktionen Extrempunkte
sind, kénnen die Ergebnisse nicht iilbertragen werden. Wir wenden
eine Idee von Brickman an, um die Extrempunkte von SO(R) geome-
trisch zu charakterisieren.

Satz 2.

LdBt £ € SO(R) einen Wert a § R aus, so hat f eine konvexe
Darstellung mit zwei verschiedenen Funktionen aus So(R) , die
offene Mengen auslassen.

Beweis.

Wegen der Symmetrie des Bildgebiets zur reellen Achse folgt, daB
auch a nicht angenommen wird. Da a ¢ R , kennen wir nun zwei
nicht angenommene Punkte, die auf einer Ellipse mit Brennpunkten
in 0 und 1 1liegen, und wir kénnen die Methode von Brickman
([5], siehe DS [14], Theorem 1) anwenden. Somit hat £ die
Darstellung

f =t f1 + (1-t) f2 mit t € 10,1[ und

s = o .= Wt (w) 9 (0)
Exi= Ue°f € 55 v ¥, W= T O

mit

P(w) := /(w-a) (w-a) .

Wir brauchen nun nur zu zeigen, daB fk oder dquivalent dazu ¥
(entwickelt um den Punkt 1) reelle Koeffizienten hat. Nun ist aber
fir w € R
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Y(w) = £ |w-al €R ,
woraus diese Behauptung folgt. D
Satz 3.

Eco S_(R) € E(S_(R) U {1})

(1tz)2

— Yy €Y} =2 Q.
(1-y2) (1-yz)

< {fe So'(R)lf(Z) =

Beweis.

Wegen Satz 2 148t ein Extrempunkt von So(R) nur reelle Werte
aus,

Mit dem Ursprung miissen automatisch alle negativ reellen Werte
ausgelassen werden., Es gibt zwei zusdtzliche MSglichkeiten:
(1) J=o,e] <« €~fD fiir ein € € ]0,1[

und/oder

(2) [1+e,o <« C~fD fiir ein € e r* .

Wir zeigen nun, daB ein Extrempunkt von SO(R) U {1} die Eigen-
schaft (1) nicht besitzt. Jede Funktion g aus SO(R) , die
nur reelle Werte ausldBt und die Eigenschaft (1) besitzt, hat

of fenbar wegen der Normierung die Darstellung )

2 fre _ 1 _£_.
9= T% " Tee LV L
wobei £ ebenfalls in SO(R) liegt und nur reelle Werte aus-
148t. Dies ist aber eine konvexe Darstellung innerhalb

S (R) U {1} (und damit in co S, (R)) .

Es sind also nur Funktionen aus der Menge

f 143Bt die negative reelle Achse und h6chstens}

{f € SO(R)| einen weiteren Strahl auf der reellen Achse aus

mégliche Extrempunkte. Man weist leicht die Gleichheit dieser
Menge mit & nach. a



56

Auf gleiche Weise folgt das Ergebnis fir S(R) .

Korollar 4.

Eco S(R) = ES(R) = {f €N | £(z) = = ;¥ € Y} .

(1-yz) (1-y2)

Beweis.
Die Inklusionskette

4

Eco S(R) < ES(R) < {f € N | £(2)= r Y € Y} =: I

(1-yz) (1-y2)

folgt aus den Uberlegungen von Satz 2 mit der Brickman-Darstellung
von Funktionen in S (siehe Duren [13], Theorem9,5). I ist genau
die Menge aller Funktionen aus S(R) , die nur reelle Werte aus-
lassen.

I « Eco S(R) folgt aus Satz 1(a), da die dort auftretende Extrem-
punktmenge dieselbe Abhidngigkeit von dem Parameter y besitzt
(siehe BMW [9], Theorem 1(d)). o

Bemerkung.
Die- Aussage Eco S(R) = I wurde von BMW [9], Theorem 4, mit

anderen Methoden hergeleitet.

Wir wenden uns nun wieder der Stiitzpunktfrage zu.

Satz 5.
_ z
- f(Z) - 1+K (1"'Yz) (1-?2) ’ Y € Y 7
Sei Q:= 0 U £ € SO(R) . .
K € ]1-2(1-Re y),2(1+Rey ) [
Dann gilt

Spt S_(R) < Q.
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Beweis.

Der Beweis wird analog zu Satz III 3 gefithrt. Sei L € A' nicht
konstant in SO(R) .
Fliir einen Stiitzpunkt g € So(R) bzgl. L gilt

(3) M:= Re Lg = max Re Lh .
he€s_(R)
o
Wegen der Vorgabe iilber die Extrempunkte nach Satz 3 hat g die

Choquet-Darstellung

(1-2) 2
(1-yz) (1-y2)

2
(4) g(Z) = I (1+Z) du_

- du, [
¥ (1-y2) (1-y2)

mit positiven MaBen u, und wu_ , u _(Y) + u_(¥) = 1, deren

(1+z) 2
(1-yz) (1-y2)

Triger in {y €Y € Eco SO(R)} liegen.

Hieraus folgt, daB u+-fast tiberall bzw. u_-fast liberall auf Y gilt

2
Re L (1+2) — = M sowie
(1-yz) (1-yz)
(5)
2
Re L (1-2) =M .

(1-yz) (1-y2)

Seien H, die Teilmengen von Y , in denen (5) gilt.

Die Funktionen £, , die durch

+

(1tz) 2
Z
(1-yz) (1 Y)

Qi(y):= L

definiert werden, sind wegen der Darstellbarkeit von L mittels
eines MaBes mit kompaktem Tr&ger in D analytisch in einer Um-
gebung von Y als Funktionen von y .
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Nehmen wir nun an, z.B. H, habe unendlich viele Elemente. Dann
folgt wegen (5) mit der verallgemeinerten Argumentation von Satz
IITI 3 (siehe Hallenbeck und MacGregor (19], Theorem 9) die Kon-
stanz von % _ . Daraus folgt aber, daB die Toeplitz-Koeffizien-
ten bk von L fiir k 2 2 alle verschwinden.

Dies ist ein Widerspruch zur Nicht-Konstanz von L in SO(R) .

Also sind H_ sowie H_ endlich, und (4) wird zu einer endlichen
konvexen Darstellung mit Punkten aus Eco S, (R) .

Sobald allerdings eine echte Darstellung mit mindestens zwei
Punkten vorliegt, ist die dargestellte Funktion g entweder nicht
schlicht, da g Pole auf 9D mit einer Gesamtordnung von min-
destens vier hat (siehe BMW [9], Theorem 12), oder g ist von der
Form (t € 10,1[)

2 2
= (1+z) _ (1-2)
9(2) (=yz) (=gzy © U7 Ty (12)
_ _ z
= 1 + (4t-2+2Rey) T=v2) (-52) °
Da g in No liegt, folgt dann die angegebene Darstellung. a

Bemerkung.
Eine entsprechende Aussage fiir S(R) wurde von BMW [9], Theorem

12 bewiesen.

Zum SchluB vermerken wir, daB aus der Sternférmigkeit und Nahezu-
Konvexitit der Elemente aus ! folgt:

Korollar 6.

(a) St;(R) < st_(R) < V_(4,R) < C_(1,R) < S_(R) ,
— 1 — — — —
(b) co Sto(R) = CO Sto(R) = Co Vo(4,R) = CO Co(1,R) = Cco SO(R)

und daher
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—_— 1 L = — o
(c) Eco Sto(R)-Eco Sto(R)-Eco Vo(4,R) Eco Co(1,R)-Eco SO(R)CSZ

sowie

1 _ _ _ ~
(d) spt Sto(R)-Spt Sto(R)-Spt Vo(4,R) Spt C°(1,R)-Spt SO(R)c:Q.

Beweis.

Aus A6 folgt (b) und hieraus (c¢) mithilfe Satz 3.

(d) Da alle auftretenden Mengen F dieselbe abgeschlossene
konvexe Hiille haben, folgt aus den Uberlegungen in A9(b):

Spt F < Spt SO(R) . Jeder Stilitzpunkt bzgl. L von SO(R)

ist wegen % <F auch in F Stilitzpunkt bzgl. L , wenn L

nicht konstant in F 1ist.

Nun folgt unsere Behauptung, wenn wir zeigen, daB in St;(R) nur
die trivialen Funktionale L(f) = boao(f) konstant sind.

Habe das in Stg(R) konstante Funktional L € A' die Toeplitz-

Koeffizienten bn . Da fiir kleine a EIR+ die Funktion f mit

1
£(z) = 1 + a,z in Stl(R) liegt, folgt b1 = 0 , ebenso liegen
fir alle n 2 2 die Funktionen f€ mit fe(z) = 1-+a1z + gzl
fiir kleine ¢ EJR+ in St;(R), woraus folgt, daB alle Toeplitz-

Koeffizienten bn r N 2 1 verschwinden. (a]
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Anhang

Die Sitze von Krein-Mil'man und Choquet

Sei immer V ein lokal-konvexer Vektorraum, F,G,... <V .

KM 1 KreYn-Mil'man
F kompakt = co F = co EF , insbesondere EF # ¢ .

Mil'man

g

F und co F kompakt = Eco F c F .
Ch 3 Choquet

V metrisierbar, F kompakt und konvex =

F = {f'f = J g duf R “f € PM(EF)}
EF

mit PM(EF):= {ulu Borel-WahrscheinlichkeitsmaB {iber EF}

Folgerungen und weitere Aussagen

A4
F und co F kompakt = Eco F < EF .
Beweis.
Anwendung von 2 zusammen mit S(a). (a]
A S
FcG =

(a) EG N F < EF
(b) L € V' nicht const.in F = (SptLG) n Fec SptL F

(c}) Exp GNFc<cEXpF
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Beweis.

(a) Fir f € F gilt: £ ¢ EF =» f ¢ EG .
Spt;

(b) und (c¢) Sei f € F A f € Exp

G , dann gilt:
>
vg € GN£} (Re LE | Re Lg)
insbesondere gilt dies fiir alle g € F~{f} , also ist £ € EXp F. o

A6

Fc G, F kompakt und konvex, G und co G kompakt =

(EGe F =» F = G).

Beweis.

— —_ 4
Nach Voraussetzung gilt: EG é EF = Eco P A Eco G € EG =

Eco G < Eco F = o Eco G Co ECO F 4 Co G c F . o
A7
F und co F kompakt, L € V' und sei F= U F_ . Dann gilt
teT
(a) EF € U EF,
teT
(b) Eco Fc U Eco F, .
teT
(c) VvVt € T (L # const. in F.) = (SptLF c U spt Ft)
LET L

(d) Exp Fc U Exp F

LET t

Beweis.

(a) £ ¢ Ft\EFt =» f hat eine konvexe Darstellung in Ft '

also in F = £ ¢ EF .

(b) Sei f € Eco F . Dann folgt wegen KM 2: f € F .

Somit gibt es ein t € T mit £ € co F, . Wire nun f ¢ Eco Fo »

so bekimen wir eine Darstellung in co Ft , und damit einen Widerspruch.
SptL

(c) und (@) ©Sei f € Exp F . PFirein t €T gilt £ € Ft , also
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2
Vg € Ft\{f}(Re Lf  Re Lg) ,

F und coF kompakt = Eco Fc Spt F .

Beweis (BW [10], S. 231).

Zundchst ist F < co Spt F mit Beweis wie fliir KM 1 (genauer gilt
sogar F c co (Spt F N Eco F)). Daraus folgt co Spt F = co F

und wegen der Kompaktheit von Spt F sowie co Spt F erhalten
wir mit KM 2: Eco Spt F « Spt F . o

A9

F und co F kompakt in metrisierbarem V =

(a) Exp co F c Eco

F
(b) Spt F <« Spt co F
F

(c) Exp F = Exp co F , insbesondere

(d) Exp (EcCO F) = Exp co F = Exp F .

Beweis.

(a) dies ist bekanntlich eine Folge von KM 1 , da bzgl. jedes
Funktionals mindestens ein Stiitzpunkt extrem sein muB.

(b) Sei f€E€Spt F und h € co F .

Dann- gilt

m m

h = 1lim h h = t, g €F t, 20 t, = 1.
osco n’ "n kZ1 k9% * 9% " Tk ' Z

Da f € Spt F , gilt filr ein L € V'

Re Lgk < Re Lf .
Fiir hn folgt:

Re Lhn = Re L Ztkgk = Zthe Lgk € Re Lf .
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und somit schlieBlich

Re Lh £ Re Lf .

(c) Sei £ exponiert in F bzgl., L € V' ., G&be es bzgl. L
einen weiteren Stiitzpunkt h € co F mit der Choquet-Darstellung
h=[gdu, sowire g € SptL(ES F) u-fast iiberall.

Da der Trdger von M 1in Eco F ¢ F 1liegt, ist dies ein Wider-
spruch zu £ € Exp;, F . Also haben wir: Exp Fc Exp co F .
Weiter folgt mit (a): Exp co F «c Eco F < F und mit 5(c) be-
kommen wir schlieBlich Exp co F c Exp F . o

A 10

F und co F kompakt =

(EF cExpF = EF =EcoF = Exp F) .
Beweis.
Die Teilmengenkette
9(c) __9(a) 4
Exp F = Exp co F < E co F < EF

zeigt das Verlangte. o
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Seite

14

16

1

1
28

Notationen
A:= {f: D » €|f analytisch}
At:= {L|L 1lineares stetiges Funktional iiber A}
1= {w € Alw(0) =0, lwl < 1}
BCK:= {f € A|Eco Sub {f} = [£f]}
C*:= {f € S*|fD nahezu-konvex}
C*(B):= {f € A|f nahezu-konvex der Ordnung B}
n n
co F:= {thfk‘ It =1, £ €00,1], kaF,nEIIN}
k=1 k=1
co F:= coO F
D:= {z|1zl < 1}
D_:= {z|lzl < r}
Do:= {f € Nolm\fl) ist die Vereinigung von Halbstrahlen} 47

drehungsinvariante Familie

EF:=
ExXp F:=

E_ :=

{f € F|f Extrempunkt von F}

{f € P|f exponiert in F}

o
(%]

a

U E

xex ¥

einfache Familie

c%:= u [hy]
xeX -
larg x |<sin o
_  1+xz
hel2):= 123

Halbebenen-Radius

K*:= {f € S*|fD konvex}

KI*:= {f € S*|fID konvex in Richtung der imaginiren Achse}

9
1
2

13

24

14

36

13

4
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Max F:= {f € F | £ maximal bzgl. <} 8

M8b D:= {f € A | £ Automorphismus von D} 39

N:= {f € a | £(0) =0, £'(0) = 1}

N := {fea| £(0) =1, £(z) + 0}

P:= {fGNolRef>0} 1

o _ a

P = Sub {hx} 13

a a

P := u P 24

° xex ¥

PM(V):= {u | © Borel-Wahrscheinlichkeitsma8 tiber V} 60

Syt {f € N, | £ schlicht} 3

S*:= {f € A | £ schlicht} 3

o _ a

Sx.- Px n So 27

s%:= u_ sy 27
xeXx

S (R):= {f € So | a (f) €R f£fir alle n € N} 9

Spt F:= (£ € F | £ stiitzpunkt bzgl. L} 2

Spt F:= U SptLF 2
LeA’

*
st® := (f € 8* | £D sternfdrmig bzgl. a} 3
a*

St*:= U S8t 3
aEC

atarke Familie 9

Sub F:= {g | g < £, £ € F} 8

subordinationsinvartante Familie 8

Vv*(k):= {f € A | Randdrehung von fD < km} 4

X:= {x | Ixl = 1} 5

i:é X~{-1} 13

Y:= {y | 1yl = 1} 5

Q:= arg x € J-w,n[ 29

2
Q:= (fes (R | £(z) = —122L vy ey 55
(1-yz) (1-y2)
Q:= Qu {f € S_(R) | £(z) = 1+« z . K em;yEY} 56

(1-y2z) (1-yz)
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f <g oder f subordiniert zu g :o 3w € B (£=gow)
(f] oder Xquivalenzklasse von £:= {g | g(z) = f(xz),x € X}

Fir eine Familie F* €« A schreiben wir

und fiir eine Familie F < A schreiben wir
F(R):= {f €F | a (f) €ER fir alle n €N}

F(sym):= {£ € F | £fD symmetrisch zur reellen Achse}

und fir F c N°

F:= {(£* | £ € F}

54
51

20
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Zusammenfassung

Familien analytischer, insbesondere schlichter Funktionen im
Einheitskreis, deren Elemente f der Normierung £(0) = 0 und
£'(0) = 1 genilgen, sind im letzten Jahrzehnt auf Extrempunkte
und Stiitzpunkte hin untersucht worden.

In dieser Arbeit werden Familien untersucht, deren Elemente der
Normierung £(0) = 1 und £(z) # 0 geniigen.

Es werden die Extrem- und Stiitzpunktmengen von Klassen konvexer,
sternfdrmiger, nahezu-konvexer und anderer durch geometrische
Eigenschaften der Bildgebiete ausgezeichneter Funktionen charak-
terisiert, und es werden konkrete Extremalprobleme geldst.
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