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L. Einfihrung

Extrempunkte

Sei A die Familie der analytischen Funktionen der Einheitskreis-
scheibe ID . Versehen mit der Topologie der lokal gleich-
mdBigen Konvergenz ist A ein metrisierbarer lokal-konvexer
Vektorraum.

Topologische Begriffe wie Grenzwert, Stetigkeit oder Kompakt-
heit beziehen sich immer auf diese Topologie.

Eine abgeschlossene Teilmenge F von A ist genau dann kom-
pakt, wenn sie lokal gleichmdBig beschrdnkt ist. Die abge-
schlossene konvexe Hiille co F einer kompakten Menge F ist
somit ebenfalls kompakt.

Als Extrempunkt einer Teilmenge F eines Vektorraums wird ein
Punkt bezeichnet, der sich nicht konvex mittels anderer Punkte
aus F darstellen 1&d8t. Mit EF bezeichnen wir die Menge
der Extrempunkte von F . In lokal-konvexen Raumen besagt der
Satz von KreIn-Mil'man, daB die Extrempunkte einer kompakten
Menge die abgeschlossene konvexe Hiille aufspannen, also

Co EF = co F . '

Ist auch co F kompakt - also innerhalb A immer bereits,
wenn F kompakt ist - liegen die Extrempunkte von co F alle
in F .

Eine Vertiefung des Satzes von KreYn-Mil'man stellt der Satz
von Choquet dar, der fiir metrisierbare Riume gilt (siehe dazu
auch im funktionalanalytischen Anhang). Die Darstellbarkeit
der Punkte einer kompakten konvexen Menge mit Hilfe der Extrem-
punkte l&uft im metrisierbaren Fall auf eine Integraldarstel-
lung mit WahrscheinlichkeitsmaBen hinaus, deren Triger die
Menge der Extrempunkte ist.

Als Beispiel fiir die vorliegende Situation dient die Familie
(1) P:= {£ € A | £(0) =1, Re £ > 0}

der Funktionen mit positivem Realteil.
Die Formel von Herglotz, die er 1911 [22] ermittelte, besagt,



daB jede Funktion p aus P eine Darstellung der Form

du(x) , X:= {x | Ixl = 1}

(2) p(z) = J 1+xX2

1-xX2
X
hat, wobei 1 ein Borelsches Wahrscheinlichkeitsma8 {iber X
ist.
Es zeigt sich, daB8 die Extrempunkte von P

1+x2

1T-—xz '’ Ixl = 1}

(3) EP = {f | £(2) =

die Kernfunktionen sind,und wegen der Parametrisierung von EP
iber X 1liegt eine Integraldarstellung idber X vor. Wegen
des Satzes von Choguet sind (2) und (3) &quivalent. Fiir die
Details der Anwendung der Sdtze von Kre¥n-Mil'man und Choquet
sei auf die Darstellungen in Brickman, MacGregor und Wilken [9],
Clunie [12], Phelps [34] und Schober [40] verwiesen.

Stitzpunkte

Extrempunkte sind deshalb von besonderer Bedeutung, weil unter den
Lésungen eines linearen Extremalproblems stets ein Extrempunkt ist.
. Sei A' der Dualraum von A , d.h. der Raum der stetigen line-
aren Funktionale in A .

Ist L € A' , so heiBt £ € F Stiutzpunkt besztiglich L von F,
wenn (Re Lf 2 Re Lg fiir alle g € F) und L nicht konstant

in F ist.

Ist £ der einzige Stitzpunkt bzgl. L , so nennen wir ihn
exponiert,

Die Menge der Stitzpunkte bzgl. L von F bezeichnen wir mit
SptLF r die Menge aller Stiitzpunkte in F mit Spt F und die
Menge der exponierten Punkte mit Exp F .

Ein Extrempunkt ist nicht notwendigerweise ein Stiitzpunkt, und
umgekehrt weiB man im allgemeinen nicht, ob alle Stiitzpunkte extrem
sind. Lediglich zwei Feststellungen gelten filir eine kompakte Fa-
milie F . Erstens gibt es zu jedem nicht konstanten Funktional

L € A' einen Stiitzpunkt, der in Eco F liegt, und zweitens liegt



jeder exponierte Punkt auch in Eco F .

Im Anhang sind weitere Aussagen zusammengetragen, die inner-
halb dieser Arbeit wesentlich benutzt werden.

Definition der betrachteten Funktionenfamilien

Wir betrachten hier vor allem Familien nicht-verschwindender
Funktionen, das sind Teilmengen von

(4) N:= {f €A | £(0) =1, £(z) # 0} .

Die Familie So der schlichten NO-Funktionen wurde von Duren
und Schober [14]-[15], Hamilton [20] u.a. untersucht. Davor
waren hauptsdchlich Familien der Normierungsklasse

(5) N:= {f € A | £(0) =0 , £'(0) = 1}

untersucht worden. Insbesondere fiir Familien, die iiber beson-
dere geometrische Eigenschaften des Bildgebiets definiert werden,
sind in den siebziger Jahren viele Ergebnisse zustande gekommen.
Wir betrachten folgende Funktionenfamilien:

(6) S*:= {f € A | £ schlicht} ,
(7) K*:= {f € s* | £ DD konvex} ,
(8) st®*:= {f € s* | £D sternférmig beztiglich a} ,
(9) st*:= U st3"
acc
(10) C*:= {f € S* | 3p € K*(Re %} > 0)}

(siehe dazu die analytische Definition von Kaplan [24] und

die geometrische Beschreibung von Biernacki [3] und Lewandowski
[27]-[28]).

In Verallgemeinerung dazu betrachten wir auch die (fiir B> 1
nicht nur aus schlichten Funktionen bestehenden) Familien



]
(11) C*(B):= {fEAIEmeK*(arg(fp—‘g 8 1))
fiir ein B € [0,o[ (siehe dazu die geometrische Beschreibung fiir

B € [0,1] wvon Pommerenke [36] und Reade [37]) .

Bekannte Teilmengen von C*(B) sind die Familien von Funktionen

beschrinkter Randdrehung
(12) Vv*(k):= {£ € A | Randdrehung von f D < kw}

fiir ein k € [2,o[ (siehe dazu die Arbeit von Paatero [31]),
fiir die gilt

(13) V* (k) = C*(k/2-1)

Eine nicht uninteressante (durch die asymmetrische Definition
etwas aus dem Rahmen fallende) Familie ist

(14) KI*:= {f € s* | £f D konvex in Richtung der imagin&ren Achse}

(siehe Robertson [38]).
Die Notation F:= F* N N fiir ein F* der obigen Liste liefert
uns die wohlbekannten normierten Funktionenfamilien.

Die Familie S ist schon vielf&dltig auf Extremalprobleme hin
untersucht worden; vor allem diesen Ergebnissen sind die
Monographien von Duren [13], Pommerenke [35] und Schober [40]
gewidmet.

Alle oben definierten normierten Familien sind kompakt, und so-
mit hat jedes stetige Extremalproblem eine LSsung. Die Extrem-
punkte der abgeschlossenen konvexen Hiillen enthalten L&sungen

flr jedes Extremalproblem bzgl. eines stetigen linearen Funktionals.

Folgende Ergebnisse wurden in den Arbeiten von Brickman,
MacGregor und Wilken (BMW) [9], Brannan, Clunie und Kirwan
(BCK) [4], Grassmann, Hengartner und Schober (GHS) [17],
Hengartner, Pluger und Schober (HPS) [21], Hornblower und
Wilken [23] erarbeitet.
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Wir vereinbaren die Bezeichnungen X und Y _.fiir die Einheits-
kreislinien der x- bzw. y-Ebene.

(15) Eco K = Spt K = Exp K = [£|£f(2) = ==

T-xz ' € x}

(16) Eco st° = spt st° = Exp st° = {£|f(z) = —%— , x € X} ,

(1-xz)2

(17) Eco C = Spt C = Exp C

= {f e N]|£'(2) = lli§§l§ , X EX ,yE€EY , x* -y} .
(1-yz)
Ferner gilt fiir o 2 2: v
(18) <co V(2¢) = co Cla-1) ,
o1
(19) Eco V(20) = { £ € N|f'(2) = Qxz) s X,y€¥,x4+-y}=: M ,
(1-yz)a+1 o

(20) Spt V(2a) = M, .

Wir werden hier Familien der Form F°:= F* N No betrachten, und es
. scheint zundchst naheliegend, daB8 es m&glich sein miiBte, von

den entsprechenden Ergebnissen der bzgl. N normierten Familien

zu Ergebnissen iliber Extrem- oder Stiitzpunkte zu kommen.

Aber in beiden Fdllen scheitert diese Vorgehensweise an der
Tatsache, daB fiir f € No der Wert £'(0) wvariabel ist.

Wir werden hier zu Ergebnissen auf direktem Weg gelangen, und
wir werden sehen, daB sie sich nahezu rein geometrisch ablei-
ten lassen, im Gegensatz zu den analytischen Beweisfiihrungen

bei den N-Familien.

Die beiden Normierungen sind in bezug auf die Geometrie auch
von grundsdtzlichem Unterschied: Funktionen in No entspre~

chen Gebieten G mit der einfachen geometrischen Eigenschaft
1€G und 0 ¢ G .



Die Klasse N wurde durch eine analytische Normierung erkléart,
die nicht eine unmittelbare geometrische Deutung zuldBt.

Bei der Ldsung konkreter Extremalprobleme in dieser Arbeit gehen
wir konstruktiv vor. Die Resultate sind daher alle scharf, und
die Extremalfunktionen sind der jeweiligen Konstruktion zu ent-
nehmen und werden in der Formulierung der Sdtze nicht explizit
aufgefiihrt.



II. Maximale Extrem—- und Stiitzpunkte

Subordination

Wir betrachten noch einmal das Beispiel P .
Der Satz von Herglotz besagt (siehe BMW [9], Th. 1, Clunie [12],5.138)

(1) EP = {f|f(2) = ':'3_: ¥y € Y} =: E

und es liegt die Frage nahe, welche Bedeutung die beiden Inklusionen
EP cE und E < EP besitzen.

Wir werden zeigen, daB aus geometrischen Griinden die Aussage

(2) EP o E

zwingend und sozusagen a priori giiltig ist. Die eigentliche
Tiefe des Herglotzschen Satzes liegt in der Beziehung

(3) EP c E ,

d.h. der Aussage, daB weitere Extrempunkte nicht existieren.
Relation (2) wurde mit analytischen Methoden wvon Hallenbeck
und MacGregor (HM) [18], Theorem 6, in einem allgemeineren Kon-
zept gezeigt, da P eine Subordinationseigenschaft besitzt.
Wir gehen einen anderen Weg, gehen von der Geometrie aus und
erhalten allgemeinere Resultate. Auch wir bendtigen dazu we-
sentlich den Begriff der Subordination.

Definition

Sei B:= {w € Alw(0) =0, lwl < 1}.

Sind £, g € A, dann heiBt f subordiniert zu g oder
f <g 3w € B (£ = gow) .

Geometrisch bedeutet der Begriff der Subordination flir eine
schlichte Funktion g , daB das Bildgebiet von £ im Bild-
gebiet von g enthalten ist. '



Automatisch gilt dies dann auch fiir die Bilder von Kreisscheiben

um den Ursprung mit einem Radius kleiner als 1 als Folge des
Schwarzschen Lemmas.

Weitere Eigenschaften der Subordination sind z.B. in jeder der Mono-
graphien [13], [35], [40] zu finden.

Subordinationshalbordnung und subordinationsinvariante Familien

Die Menge (No,<) ist halbgeordnet, sofern wir in naheliegender
Weise Aquivalenzklassen von zueinander gegenseitig subordinier-
ten Funktionen betrachten, also alle Funktionen mit derselben
Riemannschen Bildfldche zusammenfassen. Die Aquivalenzklassen
sind die Mengen

[£]:= {glg(z) = f(xz),x € X} .

Mit Max F bezeichnen wir die in F liegenden maximalen Ele-
mente von F . beziiglich < .
Wir betrachten nun spezielle Familien.

Definition.

Fiir F < A heiBt Sub F:= {g|g < £, £ € F} die subordinations-
invariante Hiille von F . Falls F = Sub F ist, nennen wir F

subordinationsinvariant.

Es ist offenbar, daB die subordinationsinvariante Hiille einer
kompakten Familie F von deren maximalen Elementen erzeugt
wird, also:

Lemma 1.
F c NO kompakt = Sub F = Sub Max F .

(siehe auch Brickman und Wilken (BW) [10], Theorem 1).

Ebenso 188t sich ohne groBen Aufwand eine weitere Aussage bewei-
sen.

Dazu definieren wir einen auch spdter hdufig gebrauchten Be-
griff.



Definition.

Die Familie F < A heiBt drehungsinvariant, wenn sie mit je-
dem Element £ dessen Equivalenzklasse [f] enthdlt (s. auch
BW [10]).

Lemma 2.

F < No kompakt = Max F € Max Sub F

mit Gleichheit genau dann, wenn Max F drehungsinvariant ist.

AuBerdem gelten folgende Aussagen:
Lemma 3.

(a) Eine subordinationsinvariante Familie ist. drehungsinvariant.
(b) F drehungsinvariant = Max F drehungsinvariant.

Die extremale Subordinationseigenschaft

Wir werden nun zeigen, daB zwischen linearen Extremalproblemen
und der Subordinationshalbordnung ein Zusammenhang besteht.
(Diesen Zusammenhang vermutet man z.B. bei der Betrachtung der
Klasse P von Funktionen mit positivem Realteil.}

Wir definieren dazu zundchst den Begriff der extremalen Sub-
ordinationseigenschaft (ESE), die eine hinreichende Bedingung
dafir ist, daB in Bezug auf die Halbordnung gr&Bere Elemente
Extremaleigenschaften von kleineren erben.

Definition.

F c Nj heiBt stark (oder hat die ESE ) :® aus h < g mit
h =gow, h€F , g €F folgt: fow € F fiir alle £ € F .

Beispiele flir starke Mengen sind beliebige subordinationsin-
variante Familien, aber auch So , weil hier «w schlicht ist.
So(R):= {f € Solan(f) € R fir alle n € N} ist stark, da hier
w reelle Koeffizienten hat.

Der Durchschnitt starker Mengen ist stark.
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Der folgende Satz ist eine naheliegende Verallgemeinerung eines
in letzter Zeit vielfach benutzten Sachverhalts, der in § an-
gewendet wurde. Die im wesentlichen bendtigte Eigenschaft von

S (auf die Normierung N iibertragen) ist die eben definierte

extremale Subordinationseigenschaft.

Siehe dazu Schaeffer und Spencer [39], Lemma XXIX, sowie [33],

{161, [25]1, [8], (7], [6].

Satz 4.
Ist F stark, h nicht konstant, g€ F und h=gew,w€B , so gilt

(a) h € EF = g € EF ,
h € EcoF = g € EcoO F .

(b) Ist ferner L € A' nicht konstant in F und K das durch
K(f):= L(fow)
definierte Funktional in A' , so folgt

h € SptLF = g € SptKF oder K ist konstant in F ,

he€eExp F = g€ ExpPF.

Beweis.
" EF .
(a) wWire g ¢ Fes p ¢ also g = tg, + (1-t)g, mit
t € 10,1[ , g9, ¥ 9, und 9, € gﬁ F 7 dann hdtte wegen
h = gow

h eine Darstellung der Form

h = th1 + (1-t)h2 mit hk:= gy oW -

Im ersten Fall liegt nun wegen der ESE hk in F, und wir bekom-
men eine Darstellung in F und damit einen Widerspruch.

Im zweiten Fall bendtigen wir fiir den Widerspruch, daB hk in

co F liegt.

Wir zeigen dies, indem wir aus der ESE folgern:

aus h = gow, h €F , g € F folgt:
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fow € co F fiir alle f € co F .

Fir jedes £ € co F gilt f = lim £ mit

£f =zt £, It 1 und £, € F

n k7k k k

Fiir alle fk gilt fkow €.F , also hat auch die Funktion fnow
eine Darstellung innerhalb F , und
fow = 1lim fnow
liegt somit in co F .
(b) Ist h Stilitzpunkt oder exponiert bzgl. L , so gilt

Re Lh > Re Lf fir alle £ € F~{h} .

Da nach Voraussetzung fiir jedes g* € F die Funktion £f:= g*ow
in- F 1liegt, gilt dann

Re Kg = Re Lh i Re Lf = Re Kg*
fir-alle g* € F~(g} .
Also folgen unsere Behauptungen. o

Bemerkung 1.

Satz 4 liBt sich offenbar dazu benutzen, die Menge der Ex-
trempunkte einer starken Menge einzuschlieBen. Hat man

nédmlich flir eine Funktion eine konvexe Darstellung, so kommen
kleinere Elemente nicht mehr als Extrempunkte in Betracht.

Bemerkung 2.

Die mdgliche Konstanz von K 1l&dBt sich in Familien, die groB8
genug sind, im allgemeinen a priori ausschlieBen. Siehe dazu
z.B. [8].

Wir zeigen nun, daB es einen Zusammenhang zwischen maximalen
Elementen und Extrem- oder Stiitzpunkten in kompakten Teilmengen

von Ng immer gibt.
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Satz 5.

Eine kompakte Menge F < No hat die Eigenschaften:

(a) Max F N ECOF * @

(b) (F + {f}) = (Max F N Spt F % @) ,

(c) (Exp Sub F # @) =» (Max F N Exp F # @) .

Enth&lt speziell Max F nur Elemente einer einzigen Aquivalenz-
klasse, so gilt sogar ’

(d) Max F c Eco F .

Beweis.

(a) Da F kompakt ist, ist auch die Menge Sub F kompakt (siehe
MacGregor [29], S. 365). Nach dem Satz von KreYn-Mil 'man gibt es
also eine nicht konstante Funktion f € Sub F mit £ € Eco Sub F .
AuBerdem gibt es wegen Lemma 1 ein g € Max F , sodas f < g .
Nun l4Bt sich, da Sub F stark ist, Satz 4(a) anwenden, und wir

erhalten zundchst
g € Max F N Eco Sub F ,
und mit A5 (ai folgt

g € Max F n Eco F .

(c}) wird analog mit Satz 4(b) und A5(c) bewiesen.

(b) Sei k:= min {n €2N|an(f) + 0 fiir ein f € F}. Sei ferner

H:= {fETFllak(f)I 2 la, (g} fir alle g € F} . H enthdlt wegen
des Schwarzschen Lemmas nur maximale Elemente. AuBerdem enthilt

H entweder einen Stilitzpunkt bzgl. eines Funktionals vom Typ

L(f) = wak(f) s WET , oder ak(f) ist konstant in F .

Dann aber folgt nach Definition von H , daB H = F = Max F ist,
u..d unsere Aussage folgt, da F mindestens zwei Funktionen enthilt

und somit ein nicht-konstantes Funktional existiert.
(d) Zundchst gibt es wegen (a) ein maximales Element . £ , das

in Eco F " liegt. Mit Satz 4(a) folét dann, daB alle maximalen
Elemente in Eco F 1liegen. a
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Beispiele fiir die Anwendung von Satz 5(d).

(a) In F:= Sub {f} ist Max F = [£f] .

Dies ist nur eine XAquivalenzklasse und somit gilt
Max F < Eco F .

Dies wurde, wie oben erwidhnt, von HM [18] mit anderen Methoden

bewiesen.
(b) Spezialfall von (a). Sei x € X:= X~{-1} , a > 0 ,
hx(z):= %;%E , Sowie P;:= Sub'{hi} die Menge der Funktionen,

die in einen vorgegebenen Sektor abbilden.

Es ist

und wir haben
o —-— 0
Max Px < Eco Px .
Diese Mengen werden in Kapitel IV untersucht.

(c) Wir betrachten S_(R) = {f € Solan(f) € R fiir alle nem} .

Es ist wegen der Symmetrie der Bildgebiete beziiglich der re-
ellen Achse, die bei Funktionen mit reellen Koeffizienten vor-
" liegt,

1+2 2 1-2 2 .
Max S_(R) = {(3=5) . (§53) }r und wir haben

Max SO(R) c Eco SO(R) .

Aber natiirlich ist es unméglich, daB die beiden Funktionen
SO(R) bereits konvex aufspannen.

Andererseits gibt uns Satz 4 ( So(R) ist stark) einen Hinweis,
wo wir weitere Extrempunkte suchen miissen. Sie miissen groB
beziiglich < sein. Daher kommen in SO(R) zundchst solche
Funktionen, die nur reelle Werte auslassen, in Betracht.

SO(R) wird in Kapitel VI untersucht.

voagee
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IIT. Extremalprobleme in Familien mit einfacher Maximalstruktur

BCK-Funktionen und einfache Familien

Nun wenden wir uns der Fragestellung 2u, in welchen F&llen
nur die maximalen Elemente extrem sein k&énnen.

Dazu folgende Bezeichnungsweisen.

Definition.

f € A heiBt BCK-Funktion oder £ € BCK :o (Eco Sub {f} = [f]).

Bemerkung 1.

Die Bezeichnung folgt der in der Arbeit von BW [10], S. 228,
benutzten und wurde wegen eines wesentlichen Satzes von BCK [4]

gewdhlt.

Bemerkung 2.

Eine &quivalente Beschreibung einer BCK-Funktion ist
(1) f € BCK & Vg < £ 3u € PM(X) (g(z) = Jf £ (x2z) du)
X

wegen des Choquetschen Satzes (Ch 3 im Anhang). Jede konstante
Funktion liegt nach Definition in BCK .

Wir definieren nun eine wichtige Eigenschaft bestimmter Fami-
lien, die weitreichende Konsequenzen hat. Die von uns in spé&a-
teren Kapiteln untersuchten Familien haben diese Eigenschaft.

Definition.

F <« A heiBt einfach :o F ist drehungsinvariant, und es gilt
Max F < BCK .

et
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Extrem- und Stiitzpunkte in einfachen Familien

Satz 1.

Ist F kompakt und einfach, so gilt Eco F « Max F und
CoO F = co Max F .

Beweis.
Wir schreiben Max F = U [ft] mit geeigneter Indexmenge T . Dies

teT
ist wegen der Drehungsinvarianz und Lemma II 3(b) m&glich.

Nach Voraussetzung ist

(2) ft € BCK fir alle t € T .

Wegen Lemma II 1 k&nnen wir F folgendermaBen zerlegen:

(3) F= U P, mit F,_,:=Fn Sub {f_} ,
cer © t t

und wir erhalten zunichst mit Hilfe von (2) und KM 1

co F, < co [£] fiir alle t € T .
Da F mit F drehungsinvariant ist, liegen alle Funktionen

t
aus [f_] in F_ , und somit folgt

t t

(4) co F_ = co [f]
und damit unter Benutzung der Drehungsinvarianz

(5) ‘ Eco F, = [f

& I .

t

Wegen der Darstellung von F nach (3) erhalten wir aus allge-
meinen Uberlegungen in lokal-konvexen Rdumen (A7 (b))

Max F .

Eco Fc U [ft]
€T

Also ist COF =co (Eco F) «cco Max Fc co F . o
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Bemerkung.

Wegen A7 (a) gilt die erste Aussage fiir EF statt Eco F , falls
EF, = Eco F, , was in vielen Fdllen gilt, z.B. wenn F_ konvex ist.
Wir sind an einer entsprechenden Aussage fiir die Stiitzpunkte
interessiert. Da wir F gemd8 (3) zerlegen kdnnen,geniigt

nach A7 (c¢) wiederum zundchst eine Betrachtung der Familien

Ft .

Mit einer Technik, die BMW [9] bei speziellen Familien zum ersten
Mal benutzten, kénnen filir die Familien F die Stitzpunkte cha-

rakterisiert werden.

t

Zundchst ein Hilfssatz.

Lemma 2.

Sei f analytisch in D . Liegt £(y) £iir unendlich viele
y € ¥ auf einer Geraden, so ist £ konstant.

Fiir den einfachen Beweis sei auf BMW [9], Theorem 16, verwiesen.

Mit co F bezeichnenwir die konvexe Hillle von F .

Satz 3.
Sei f eine in D xD analytische Funktion und sei

Eco F < {fy | fy(z) = f(y,z), v € Y} .

Sei weiter L € A' nicht konstant in F fir kompaktes F < A .

Dann gibt es nur endlich viele Punkte in Eco F , die Stiitzpunkte bzgl.
L sind,und jeder Stilitzpunkt ist eine endliche konvexe Kombination von

Extrempunkten der abgeschlossenen konvexen Hille:
Spt F < co (Eco F)

Beweis ( nach BMW [9], Theorem 8, und GHS [17]).

Sei L € A' nicht konstant in F .
FPir einen Stiitzpunkt g € F beziiglich L gilt

(6) M:= Re Lg = max Re Lh .
heF
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Wegen der Vorgabe ilber die Extrempunkte und wegen der Kompaktheit
von F hat g die Choquet-Darstellung

(7) g(z) = I fy(z) du
Y
mit Triger in {y € Y | fy € Eco F} .
Hieraus folgt, daB u-fast iiberall auf Y gilt

M.

8 R
(8) elL fy

Sei H die Teilmenge von Y , in der (8) gilt.
Die Funktion £ , die durch

L(y):= L fy

definiert wird, ist wegen der Darstellbarkeit von L mittels
eines MaBes mit kompaktem Trdger in D (siehe Schober [40],
S. 36) analytisch in D als Funktion von Yy -

Nehmen wir nun an, H habe unendlich viele Elemente. Dann
folgt wegen (8) zusammen mit Lemma 2 die Konstanz von £ im
Widerspruch zur Nicht-Konstanz von L in F .

Also ist H endlich, und (7) wird zu

n n .
g= 1 wm £ bow=1,melo], £ €EoT,
was zu zeigen war. o

Bemerkung.

Der Satz 1l&Bt sich noch dahingehend verallgemeinern, da8 Analyti-
zitdt nicht in ganz D , sondern nur auf Y vorliegt (siehe
z.B. [19], Theorem 9).

Wir erhalten den Satz liber die Stiitzpunkte in einfachen Familien.

Satz 4.

Ist F < Nj kompakt und einfach, ist Max F = U [f

]
ter °©





































































































































































