Von der Bieberbachschen Vermutung
zum Satz von de Branges sowie der
Beweisvariante von Weinstein

Wolfram Koepf

Der Ursprung der Bieberbachschen Vermutung liegt in der Mitte des letzten
Jahrhunderts, als der Riemannsche Abbildungssatz (RAS) formuliert wurde.

1851 RIEMANN Abbildungssatz

Dieser besagt, dafl es fiir jedes einfach-zusammenhéngende Gebiet G C C der
erweiterten komplexen Ebene mit mindestens zwei Randpunkten eine schlichte,
d. h. meromorphe und bijektive, Abbildung von G auf die Einheitskreisscheibe
DD gibt. Wegen der Bijektivitdt kann man genausogut die Umkehrabbildungen
betrachten, die alle ID als Definitionsbereich haben. Da fiir schlichte Funktionen
die Ableitung nicht verschwindet, ist es keine Einschriankung, folgende Normie-
rung vorzunehmen:

S = {f D—-C| f(z)=2z+ as2% + agz® + ... analytisch und injektiv} .

Hiufig wird auch (A := {z e ‘ |z| > 1})

~ b b
Y= {g A —C ‘g(z) =z 4+ s + —3 + ... meromorph und injektiv}
z z

betrachtet.

Es stellte sich heraus, dafl Riemanns Beweis des RAS eine Liicke enthielt. An-
fang dieses Jahrhunderts wurde durch Kompaktheitsargumente ein vollstdndiger
Beweis erbracht ([Car3], [Koe3]).

1912 CARATHEODORY Beweis des
KOEBE Abbildungssatzes
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Zuvor hatte Koebe die Kompaktheit von S und X beziiglich der Topologie der
lokal gleichméBigen Konvergenz bewiesen ([Koel], [Koe2]).

1909 KOEBE Kompaktheit von S

Diese impliziert, daf} stetige reelle Funktionale die Menge S auf ein kompaktes
reelles Intervall abbilden, was u. a. bedeutet, daf} fiir das Koeffizientenfunktional
ky = max lan (f)| existiert.

€

Bald darauf erzielte Gronwall ein erstes Ergebnis beziiglich des Koeffizienten-
problems [Gro].

1914 GRONWALL Flédchensatz in ¥

Der Flédchensatz ist eine Ungleichung, die analytischer Ausdruck fiir die offen-
sichtliche Tatsache ist, dafl der Flicheninhalt des Komplements des Bildes von
A einer Funktion g(z) = z + b?l + Z% + ... € ¥ nichtnegativ ist

o0

D onlba*<1. (0.1)

n=1

Ohne die Gronwallsche Arbeit zu kennen, hat Bieberbach diese Beziehung eben-
falls bewiesen, und daraus das erste Koeffizientenresultat in S hergeleitet [Bie].

1916 BIEBERBACH lag| < 2

Dies erhélt man aus der Beziehung |b1| < 1, welche eine Konsequenz von (0.1)
ist, durch eine einfache Ubertragung nach S. Da |b;| = 1 wegen (0.1) die Glei-
chungskette by = b3 = --- = 0 nach sich zieht, ist ay = 2 genau fiir die Koebe-

funktion k
z L /1+2\° >
= — = — _1 — n
k(2) (=eE 4((1_Z) ) ;nz

deren Bildgebiet eine radial aufgeschlitzte Ebene ist. Bieberbach schreibt in
einer Fufinote

,, Vielleicht ist iiberhaupt k,, = n.”

Diese Aussage wird als die Bieberbachsche Vermutung (BV) bezeichnet.

1916 VERMUTUNG: lan| < n
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Die Methoden, die man damals zur Verfiigung hatte, schienen keine Moglichkeit
zu bieten, dieses Problem zu bewéltigen. So versuchte man zunéchst, Teillosun-
gen zu finden, und zwar

1. die BV unter zusétzlichen geometrischen Voraussetzungen an das Bildge-
biet bzw.

2. das Problem speziell fiir n = 3 oder n = 4 zu l6sen.

Der erste Fortschritt in einer dieser Fragestellungen gelang Lowner [Lo1].

1917 LOWNER lan| <1
(konvexe Funktionen)

Dabei wird eine schlichte Funktion konvex genannt, wenn ihr Bildgebiet konvex
ist. Betrachtet man nun polygonal berandete Gebiete mit Ecken wy € C und
Innenwinkeln o (k=1,...,n), so folgt aus dem Schwarzschen Spiegelungs-
prinzip die Schwarz-Christoffel Formel fiir die Abbildungsfunktion f

1+szﬁ(z):§:1_o‘k.1+f*1(wk)z

7T Ty

b

die zwar eine Funktional-Differentialgleichung darstellt, welche gewhnlich nicht
explizit gelost werden kann, aber wegen

il;akzl

k=1

(Drehung des Randes bei einem Umlauf ist 27) und
)l =1 (f=1.m)
(Urbilder der Ecken liegen auf 9ID) folgt, dafl

1
Re (1 + ZJJ;(Z)) >0 (zeD), (0.2)
falls o < 1 fiir alle k =1,...,n ist, welches genau dem konvexen Fall ent-

spricht. Man kann {ibrigens auch ohne Schwierigkeiten zeigen, dafl aus (0.2) die
Schlichtheit und Konvexitit von f folgt (s. z. B. [Stu]).

Eine elementare Abschitzung der Koeffizienten von Funktionen mit positi-
vem Realteil, die auf Carathéodory (1907) zuriickgeht ([Carl], [Car2])

oo
Re (1 + me") >0 = |pn|<2 (neN), (0.3)
n=1
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erlaubt dann einen Induktionsbeweis der Ungleichungen a, < 1 (n € IN) fiir
konvexe Funktionen. Dieses Ergebnis ist analytischer Ausdruck dafiir, daf§ kon-
vexe Gebiete weit davon entfernt sind, extremal beziiglich der Gesamtheit aller
einfach-zusammenhéngenden Gebiete zu sein.

Den néchsten Fortschritt erzielte R. Nevanlinna [Nev].

1920 NEVANLINNA lan| < n
(sternférmige Funktionen)

Er betrachtete schlichte Funktionen, die ein Bildgebiet besitzen, das sternférmig
beziiglich des Ursprungs ist. Der Beweis der BV fiir sternformige Funktionen ge-
lingt ebenfalls mit einer analytischen Darstellung. Zuerst wird mit dem Schwarz-
schen Lemma bewiesen, dafi die Sternférmigkeit von f(ID) die Sternformigkeit
von f(D,) (D, := {z € C| |z| < r}) fiir alle r € (0,1) nach sich zieht. Dann

s

folgt hieraus, dafl |arg z f'(z) — arg f(2)| < 7, also

Re <z];(z)) >0  (2eD) (0.4)

ist. Carathéodorys Abschétzung (0.3) fiir Funktionen mit positivem Realteil lie-
fert dann das Resultat. Wieder 148t sich auch zeigen, dafl aus (0.4) die Schlicht-
heit und Sternformigkeit von f folgt.

Damit war nun klar, daf§ die BV eine gewisse Chance hatte, wahr zu sein, da
sie immerhin fiir eine betrichtliche Menge von schlichten Funktionen galt. Aber
noch immer war es nicht gelungen, die BV auch nur fiir ein einziges n > 2 in
ganz S zu zeigen. Dies gelang wieder Lowner [L62].

Lowners Arbeit war wohl die wichtigste Vorarbeit zum Beweis der BV, zu-
mindest aber der erste entscheidende Schritt.

1923 LOWNER las| <3
(Lowner-Theorie)

Lowner gab eine analytische Darstellung fiir eine Teilmenge von Funktionen aus
S, die beziiglich der Topologie der lokal gleichméfiigen Konvergenz dicht in S
liegt. Der Satz von Lowner besagt, daf} es zu jedem f aus dieser dichten Teilmen-
ge von S eine Lownerkette gibt, d.h. eine Funktionenfamilie {f(z,t) [t >0}
mit

flz,t) =z + i an(t)z", (z€D,t>0,a,(t) € C(n>2)),
n=2

deren Anfangsterm f ist

f(Z,O):f(Z),
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und die der Beziehung

Re <M> >0 (z e D) (0.5)
2f'(2,1)

geniigt, wobei wie gewohnlich die partiellen Ableitungen nach z bzw. ¢ mit ’
bzw. " bezeichnet werden. Diese Beziehung besagt geometrisch, dafl die Bildge-
biete f(ID,,t) mit wachsendem ¢ wachsen, welches eine Folge des Schwarzschen
Lemmas ist. Lowner betrachtet also die Dynamik schlichter Funktionen. Die von
ihm untersuchte dichte Teilmenge von S besteht aus denjenigen Funktionen, de-
ren Bildgebiet aus ganz C bis auf einen Jordanbogen besteht. Die Lownerkette
besteht dann aus den Funktionen mit verkiirztem Schlitz als Bild.

Die Lownersche Differentialgleichung (0.5) ist ein Charakteristikum schlich-
ter Funktionen, denn es gibt fiir alle f € S eine Lownerkette. Weiter kann man
zeigen, dafl unter sehr allgemeinen Voraussetzungen an die Funktion

p(z,1) = (M) (0.6)

aus der Schlichtheit von f(z,0) die von f(z,t) (t > 0) folgt.

Sehr leicht folgt nun aus (0.5), dafl |ag| < 3 in S gilt (s. z. B. [Dur2], § 3.5).
Aber erst 1973 ist es Nehari [Neh2] gelungen, fiir die Aussage |as4| < 4 einen
Beweis zu finden, der ausschliellich auf der Lownertheorie basiert.

Dann gelang es Littlewood zu zeigen, dal die Groflenordnung der Aussage der
BV die richtige ist [Lit].

1925 LITTLEWOOD lan| < e-n

Ist f € .5, so ist die Funktion h mit @ =4/ % — sie heifit die Quadratwur-
zeltransformierte von f — eine ungerade schlichte Funktion und umgekehrt. Aus

dem Koebeschen Verzerrungssatz |[f(z)] < %7 der von Bieberbach [Bie]

bewiesen wurde, folgt |h(2)| < 7 ‘IQ und somit

7"2

Hieraus kann man mit der Parsevalschen Gleichung folgern, dafl

2
/| “9\d9_ /|f22’9]d9_ /\h "% do < —3

area (h(ID;)) <
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Weiter hat man dann mit der Cauchyschen Integralformel

27 n—1
1 (1 » 1 1
< - | = % < — .
jan] < rn 2ﬂ_/|f(re )‘d@ — i1 —7) <1+n—1) "
0

indem man r :=1— % einsetzt. Da (1 + %)” monoton wachsend gegen e strebt,
folgt Littlewoods Resultat.

Es ist ein Nachteil dieser Verfahrensweise, dafl durch die Integralmittelwert-
bildung soviel Information verschenkt wird, dafl ein scharfes Resultat damit
nicht zu erzielen ist.

Ein knappes Jahrzehnt nach der Formulierung der BV war sie also
1. fiir eine interessante Teilmenge,
2. fiir den dritten Koeffizienten sowie
3. von der Groflenordnung her

bestétigt.

Als néchstes konnte die BV wieder fiir eine weitere Teilmenge von S bewiesen
werden, ndmlich fiir die schlichten Funktionen mit reellen Taylorkoeffizienten,
die auch durch Bildgebiete charakterisiert werden, welche symmetrisch zur re-
ellen Achse sind ([Die], [Rog]).

1931 DIEUDONNE lan| < n
ROGOSINSKI (reelle Koeffizienten)

Die beiden Autoren arbeiteten mit verschiedenen Losungsmethoden, die Frage-
stellung schien in der Luft zu liegen.

Wieder mit der Integralmittelwertmethode gelang es Littlewood und Paley [LP)]

o0
zu zeigen, daf fiir ungerade schlichte Funktionen h(z) = > ¢,2™ € S,
n=1

len| < A

fiir eine Konstante A gilt, welche weder von h noch von n abhéangt. Thre Arbeit
enthielt die Fuinote

“No doubt the true bound is given by A = 1.”

Sie vermuteten also, daf§ die Quadratwurzeltransformierte der Koebefunktion

o0
—=5 = Y. z*"*! eine Extremalfunktion fiir dieses Problems sei.
n=0
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1932 LITTLEWOOD L.-P. Vermutung
PALEY (ungerade Funktionen)

Die Littlewood-Paley Vermutung (LPV) wurde unverziiglich von Fekete und
Szegd [FS] mit der Lownermethode widerlegt. Dies war ein erster Riickschlag in
der Geschichte der BV.

1933 FEKETE max les|=3+e72/3=1.0134...> 1
SZEGO o

Aus der LPV wire die BV gefolgt. Ist ndmlich h(z) = > ¢,2" die Quadrat-
n=1

[e.e]
wurzeltransformierte von f(z) = > a,2", so gilt
n=1

ap = ZCQ(n—k)+l S C2k—1 5 (0.7)
k=1

so dafl offenbar aus |¢,| <1 (n € IN) die BV folgt.

Wenn auch die LPV falsch ist, so zeigte sie doch den Weg in eine richtige Rich-
tung. Robertson [Rob] vermutete, dafi eine etwas schwéchere Aussage wahr sein
konnte, die aber immer noch die BV nach sich zieht.

1936 ROBERTSON R.-Vermutung

Die Robertson-Vermutung (RV) ist, daf§ fiir ungerade schlichte Funktionen gilt

n
heS, = > lenal*<n,
k=1

woraus mit (0.7) die BV durch eine Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung folgt. Robertson zeigte die RV fiir n = 3.

Diese Arbeit von Robertson sollte sich als zweiter entscheidender Schritt zum
Beweis der BV herausstellen. Wesentlich war, dafl Robertson gewichtete qua-
dratische Mittelwerte von Taylorkoeffizienten betrachtete.

Ende der dreifiiger Jahre wurde von Schiffer [Schi] eine Variationsmethode ent-
wickelt, die zur Losung von Extremalproblemen in S geeignet ist. Wahrend sonst
in der Variationsrechnung eines der Hauptprobleme der Nachweis der Existenz
einer Losung ist, ist diese in S aufgrund der Kompaktheit gesichert, dafiir ist es
aber hier entsprechend schwierig, geeignete Vergleichsfunktionen zu konstruie-
ren, da S alles andere als ein linearer Raum ist.
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1937 SCHIFFER Randvariation

Die Idee von Schiffers Randvariation ist, eine schlichte Funktion f mit einer Fa-
milie von auf f(ID) schlichten Fast-Identitéiten zu komponieren, und man erhilt
eine Differentialgleichung, die die Extremalfunktionen charakterisiert. Ist L ein
stetiges, lineares Funktional, und ist Re L(fy) = max Re L(f), dann ist als eine

— allerdings ziemlich komplizierte — Folge der Variationsmethode von Schiffer
f(D) = C\ T, wobei I' ein analytischer Bogen ist, welcher der Differential-
Funktionalgleichung

1 f2 9
et (f—F(t)> dr)” >0

geniigt, d.h. eine Trajektorie eines quadratischen Differentials. Eine Anwen-
dung des Schwarzschen Spiegelungsprinzips ergibt beim Koeffizientenfunktional
L = Re a,(f) fiir die Abbildungsfunktion f selbst die Schiffersche Differential-

gleichung o 1
(F5) 7 (5) = o>

wobei P, das Polynom vom Grad n — 1 mit der erzeugenden Funktion

C(f(z))Q _ - o
YR

und R,, die rationale Funktion

n—1

R.(2)=(n—1Da, + Z(kakz]“” + kagz"F)
k=1

ist.

Jede Losung f des Bieberbachschen Koeflizientenproblems mufi also die
Schiffersche Differentialgleichung erfiillen. Insbesondere ist f(ID) = C\T und T
ist ein analytischer Bogen. Die Koebefunktion ist fiir jedes n > 2 eine Losung
der Schifferschen Differentialgleichung, aber sie ist nicht die einzige.

Es sollte bis zum Jahre 1955 dauern, ehe Garabedian und Schiffer [GS] unter
Zuhilfenahme der Variationsmethode die BV zum ersten Mal fiir n = 4 beweisen
konnten.

Im Gegensatz zu Schiffers Variationsmethode sind die Grunskyschen Unglei-
chungen [Gru] von ganz elementarer Natur. Sie stellen eine Verallgemeinerung
des Flichensatzes von Gronwall dar.

1939 GRUNSKY G. Ungleichungen
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Fiir alle g € ¥ sei
g( ) O —n =k
In ¥=——->= Z Z Tz ¢ (2, €A). (0.8)
n=1k=1

Die Grunskykoeffizienten v, sind Polynome in den Koeflizienten b,, von g. Man
beachte, dafl eine Darstellung der Form (0.8) fiir eine meromorphe Funktion
g(z) =z + b?l + lz’% + ... genau dann existiert, wenn g € ¥ ist.

Die Grunskyschen Ungleichungen

N
Z %LkAnu

i Anl? Z k|

gelten fiir alle N € N und A\, 0, € C (n=1,...,N).

Sie wurden 1960 iiberraschend von Charzyriski und Schiffer [CS] zu einem
absolut elementaren und einfachen Beweis der BV fiir n = 4 benutzt. Acht Jahre
spéter zeigten Pederson [Ped] und unabhéngig davon Ozawa ([Ozal], [Oza2]) mit
der Grunsky-Methode auch |ag| < 6 fiir f € S.

Ebenfalls gelang es Friedland [Frie] 1970, die RV fiir n = 4 zu beweisen.

Nach Beendigung der dreifliger Jahre war das Interesse an der BV etwas abge-
ebbt. Zu erfolglos war man auf der Suche nach einem Beweis geblieben. Erst
Mitte der fiinfziger Jahre wurde die Sache wieder aufgegriffen.

Hayman wurde von Littlewood die BV als Dissertationsthema ans Herz gelegt.

Nachdem ein vollstdndiger Beweis nicht in Aussicht stand, stellte sich Hayman

die immer noch schwierige Frage nach dem Verhalten von la—n"l fiir n — oo, und

er konnte sie 16sen [Hay].

1955 HAYMAN Regularitétssatz

Er zeigte zunéchst elementar, daf fiir f € S

lim(1 —r*) max |f(2)| =a < 1.

r—1 |z|=r

Die Zahl a wird der Hayman-Index von f genannt. Hayman konnte nun zeigen,
daf fiir jede Funktion f € S

o lan(h)

n—oo n

=« (0.9)

ist. Dies ist einerseits sehr viel Information, da es vielleicht sogar {iberrascht, dafl
dieser Grenzwert iiberhaupt fiir jedes f € S existiert. Andererseits beweist dies
nicht die BV fiir grofie n € IN, da die Konvergenzgeschwindigkeit erheblich von f
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abhéngt. Wenn es auch so aussieht, dal Haymans Resultat starke Evidenz fiir die
BV mit sich bringt, so ist dies doch ein Trugschluf}, da aus dem Regularitétssatz

auch fiir ungerade schlichte Funktionen h(z) = Y ¢,z™ € S, mit @ = %222)
n=1

die Beziehung
lim |an+1| = \/& S 1
n—oo

folgt, aber die LPV ist ja bekanntlich falsch!

Auch konnte die BV fiir eine weitere Teilmenge von S, die nahezu-konvexen
Funktionen, bewiesen werden [Rea).

1955 READE lan| <n
(nahezu-konvexe Funktionen)

Dabei heifit eine Funktion f nahezu-konvex, wenn das Komplement von f(ID)
aus der Vereinigung von paarweise disjunkten Strahlen besteht. Offenbar haben
sternformige Funktionen diese Eigenschaft, so dal dies Nevanlinnas Resultat
verallgemeinert.

Erinnern wir uns, dafl ebenfalls 1955 die BV zum ersten Mal fiir n = 4 bewiesen
wurde.

1955 GARABEDIAN laa| < 4
SCHIFFER (Lownerth., Schiffervar. etc.)

Mit den Grunskyschen Ungleichungen gelang ein ganz elementarer Beweis der-
selben Aussage [CS].

1960 CHARZYNSKI lag| < 4
SCHIFFER (Grunsky Ungleichungen)

Dann gelang es Milin ([Mill], [Mil3]) durch geschickte Wahl der freien Parameter
bei den Grunskyschen Ungleichungen, das Resultat von Littlewood erheblich zu
verbessern.

1965 MILIN lan| < 1.243-n

Auflerdem ist in der ehemaligen Sowjetunion in den sechziger Jahren am letzten
entscheidenden Schritt vor dem Beweis der BV gearbeitet worden. Es hatte sich
in der Geschichte der BV gezeigt, dafl es leichter schien, Informationen iiber
den Logarithmus einer schlichten Funktion zu erhalten, z. B. iiber die Grunsky-
Koeflizienten, als iiber die Funktion selbst. Lebedev und I. M. Milin ([LM],



Bieberbachsche Vermutung 11

[Mil2], [Mil3]) stellten sich die Frage, wie diese Informationen in solche fiir die
Koeffizienten von f selbst umgewandelt werden kénnten. Dabei bemerkten sie,
daf} es wesentlich leichter war, Informationen iiber gewichtete quadratische Mit-
tel von Taylorkoeffizienten zu iibertragen. Dies lief sich gut mit der RV kom-
binieren. Sie zeigten elementar — beinahe ausschliellich unter Verwendung der

(oo}
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung: Hat ¢(z) = > Br2* mit By = 1 positiven
k=0

o0
Konvergenzradius, dann gilt dies auch fiir ¢(z) := Int(z) = . axz¥, und es
k=1

bestehen folgende Beziehungen zwischen den Koeffizienten

Z |B|® < exp (Z kak|2> ) (0.10)
k=0 k=1

1 < 1 & 1
ol > 1Bkl* < exp <n+1 > (n+1-k) (k|ak2 — k)) (0.11)

k=0 k=1
sowie
" 1
12 < klog)? — =) | . 12
Bal? < exp <k§_lj ( o k)) (0.12)

Man beachte, daf§ die Lebedev-Milinschen Ungleichungen (0.10)—(0.12) iiber-
haupt nichts mit schlichten Funktionen zu tun haben. Daher war es auch moglich,
sie auf vollkommen andere Probleme der Funktionentheorie mit groflem Erfolg
anzuwenden (s. z.B. [Aha], [Nehl], [Leul], [Leu2]).

1967 LEBEDEV L.-M. Ungleichungen
MILIN

Die Natur der Lebedev-Milinschen Ungleichungen sorgt dafiir, daf sie sich auf
die BV anwenden lassen. Dafiir ist notig, dal sie in geeigneter Weise fiir die
Koebefunktion scharf sind. Setzen wir

(o)=L S g,
n=0

z

so ist

o(z) =1In /(2) =: i dpz" .

z

Ist nun f € S, so nennen wir d,, (n € IN) die logarithmischen Koeffizienten von

o0
f. Sei ferner h(z) = Y ¢,2" die Quadratwurzeltransformierte von f. Gilt nun
n=1
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schlieBlich fiir ein n € IN die Milinsche Vermutung (MV)

zn:(nJrl—k) (kldeQ— :) <0, (0.13)

k=1
so folgt wegen der Beziehung In @ = %(p(zQ) aus der 2. Lebedev-Milinschen
Ungleichung (0.11), daf§
1 n+1

Z lcar—a? <1,
n+1 Pt

also die RV und folglich die BV fiir den Index n + 1.

1971 MILIN M. Vermutung

Man beachte, dafl die MV eine Aussage iiber ein gewichtetes quadratisches Mit-
tel der logarithmischen Koeffizienten bzw. der Koeffizienten von

zj;/(z) =1+2 (mﬂj)),(z) :1+indnz" ,

gibt, deren Betrag fiir sternformige Funktionen wegen (0.4) und (0.3) jeweils
durch 2 beschrénkt ist, so daB fiir diese Funktionen |di| < 2/k (k € IN) gilt und
folglich die MV wahr ist.

n=1

Ende der sechziger Jahre war es gelungen, mit den Grunskyschen Ungleichungen
weitere Erfolge zu erzielen ([Ped], [Ozal], [Oza2], [Frie]).

1968 PEDERSON lag| < 6
OZAWA (Grunsky Ungleichungen)
1970 FRIEDLAND RV firn =14
(Grunsky Ungleichungen)

Eine Strategie, die seit der Arbeit von Schiffer verfolgt wurde, war die Cha-
rakterisierung der Menge der Stiitzpunkte von S, d.h. derjenigen Funktionen,
die irgendein lineares Extremalproblem 16sen. Man wuflte aus der Schifferschen
Theorie, dafl dann f(ID) = C\ I ist mit einer analytischen Kurve I'. War es
moglich, die Stiitzpunkte genauer zu charakterisieren, vielleicht sogar zu para-
metrisieren?

An einer dhnlichen Fragestellung arbeitete Brickman [Bri], der untersuchte, wel-
che Eigenschaften Extrempunkte von S haben, d. h. Funktionen, die keine echte
konvexe Darstellung innerhalb S besitzen.
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1970 BRICKMAN Extrempunkte

Er fand einen einfachen Beweis dafiir, daf fiir Extrempunkte f(ID) = C\ T ist
mit einer Kurve I', deren Betrag monoton wéchst.

Zu der damaligen Zeit setzte man grofie Hoffnungen in diese funktionalanalyti-
schen Uberlegungen. Es sollte sich herausstellen — ironischerweise zeitgleich mit
dem Beweis der MV durch de Branges — daf} es zu viele Extrem- und Stiitzpunk-
te in S gibt, als daf} sie fiir die vorliegenden Fragestellungen von Nutzen sein
konnten [Ham]. Allerdings konnten mit der Extrempunktmethode bestechende
Aussagen iiber geometrisch erkliarte Teilmengen wie konvexe und sternformige
Funktionen gewonnen werden ([BMW], s. auch [Koe4] und [Koe5]).

Eine andere Art der Exponentiation der Grunskyschen Ungleichungen als die
von Lebedev und Milin wurde von FitzGerald [Fitz] entwickelt. Damit gelang
es ihm, Milins Abschétzung zu verbessern.

1972 FitzGERALD lan| < ﬁ n=1.0801...-n

Horowitz [Hor] konnte 1978 durch eine Verfeinerung von FitzGeralds Argumen-
tation dieses Ergebnis zu der Ungleichung

lan| < 1.0657 -n  (n € N) (0.14)
weiterentwickeln.

Im Jahr von FitzGeralds Resultat gelang es, ein weiteres Einzelergebnis hinzu-
zufiigen [PS].

1972 PEDERSON las| < 5
SCHIFFER

Nun war also die BV fiir n < 6, fiir nahezu-konvexe Funktionen und Funktionen
mit reellen Koeffizienten bewiesen, und man hatte das Haymansche Regula-
ritdtsresultat (0.9) sowie die Abschétzung (0.14). Aber noch immer gab es keine
Idee, die scharfe Abschitzung, welche die BV darstellt, zu erhalten. War am
Ende die BV falsch? Die Widerlegung der LPV durch Fekete und Szeg6 sowie
auch die Ergebnisse anderer Extremalprobleme — z. B. ist

max{|07|

nur sehr wenig grofler als 1 [Lee] — deuten die Moglichkeit an, dafi die BV fiir
ein n € IN knapp falsch sein konnte.

3 7
h(z) =) 2" € S, an]R(ne]N)} =1+ o

n=1
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Finige Forscher versuchten nun, ein numerisches Gegenbeispiel zu finden,
und Hummel berichtete, er sei Anfang der achtziger Jahre sicher gewesen, daf die
BV ungefihr bei n = 19 einbrechen wiirde. Hummel war es 1976 gelungen, eine
Vermutung iiber die sogenannten Gelferfunktionen auf diese Art zu widerlegen
[Hum].

Hayman und Hummel fanden mit numerischen Methoden im Rahmen der
Arbeit [HH] Beispiele schlichter Funktionen, deren Koeffizienten im Wider-
spruch zur BV standen. Im Rahmen der Fehlertoleranz der numerischen Be-
rechnungen konnte allerdings hiermit die BV nicht widerlegt werden. Mehr und
mehr aber schien die Evidenz gegen die BV zu sprechen.

Im Frithjahr 1984 sandte de Branges ein Buchmanuskript an namhafte Spezia-
listen im Bereich der schlichten Funktionen, dessen letztes Kapitel einen Beweis
der MV enthielt. Aber der Beweis schien Fehler zu enthalten, und kaum einer
der Angeschriebenen wird das 385seitige Manuskript vollstéandig durchgearbei-
tet haben. De Branges trug seine Ergebnisse im Funktionentheorie-Seminar am
Steklov-Institut in Leningrad, dem auch Milin angehort, vor, und im Juni 1984
war den dortigen Seminarteilnehmern klargeworden, daf§ de Branges’ Beweis
stimmte! Emel’yanov hatte die wesentlichen Ideen von de Branges ins Russische
iibertragen, und Milin arbeitete den funktionentheoretischen Kern der Argu-
mentation heraus und versandte diese Version, die weltweit Verbreitung fand
[Mil4].

1984 de BRANGES Beweis der MV = RV = BV

Die Ausgangsidee von de Branges war: Sowohl die RV als auch die MV waren
Aussagen iiber gewichtete quadratische Mittelwerte der Koeffizienten gewisser
analytischer Funktionen. Sie konnten aufgefaflt werden als Aussagen iiber die
Norm in gewissen Hilbertrdumen analytischer Funktionen. Von diesem funktio-
nalanalytischen Gedanken war de Branges geleitet, als ihm folgende Uberlegun-
gen gelangen. Um die MV (0.13) zu zeigen, setze man

n

0(0) =3 nle) (Ko - 1)

k=1

wobei das Funktionensystem (7j)g=1,... n+1 von Funktionen 7 : R* — IR noch
festzusetzen sein wird und dy(¢) die logarithmischen Koeffizienten von e f(z, t)
einer Lownerkette f(z,t) von f seien.

Der Milinschen Vermutung entspricht dann die Beziehung

wenn man

(0)=n+1-k (k=1,...,n) (0.15)
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setzt. De Branges gelang es nun zu zeigen, dafl die MV zum Index n > 2 stimmte,
wenn das Funktionensystem (7% )g=1,.... n+1 die Eigenschaften

() Trya(?)

Ti(t) — Thy1(t) = — T hel (k=1,...,n) (0.16)
Tn+1 :0,
tlir&Tk(t) =0 (k=1,...,n) (0.17)
und
7(t) <0 (teRY) (0.18)

hat, da dann mit der Lownerschen Differentialgleichung (0.5) nach lingerer

. oo .
Rechnung ¢(¢) > 0 und damit ¢(0) = — [ ¢(t)dt < 0 folgt.
0

Somit reduzierte sich die BV fiir den Index n+1 auf die Existenz der Funktionen
(Tk)k=1,..,n+1 mit den Eigenschaften (0.15)—(0.18).

Nun hat das Differentialgleichungssystem (0.16) mit den Anfangsbedingun-
gen (0.15) bereits eine eindeutige Losung, so dafl Eigenschaften (0.17) und (0.18)
zusatzlich erfiillt sein miissen! Hier hatte de Branges das Gliick des Tiichtigen.
Wihrend (0.17) mit der Theorie der gewshnlichen Differentialgleichungen ge-
folgert werden kann, brauchte man fiir den Nachweis von (0.18) eine explizite
Darstellung der Losung, die de Branges angab. Er verifizierte (0.18) von Hand
bis n =5 (d.h. die BV immerhin wiederum bis n = 6!). Dann lief} er (0.18) nu-
merisch bis n = 30 {iberpriifen, wihrend dessen es sich herausstellte, da§ (0.18)
ein von Askey und Gasper [AG] 1976 bewiesener Satz war! Dies vervollstindigte
den Beweis der MV [deBr].

FitzGerald und Pommerenke [FP] erkannten, dafl der Beweis von de Branges
im Grunde von der Funktionalanalysis unabhéngig war und veréffentlichten eine
rein funktionentheoretische Version.

Im Jahr 1989 schlielich gelang Weinstein [Wei] ein Beweis der MV ohne die
Benutzung des Askey-Gasper Resultats.

1989 WEINSTEIN alternativer Beweis des Satzes von
de Branges

Weinsteins Beweis mochte ich hier etwas detaillierter darstellen, zum einen, weil
er bestechend einfach ist, zum anderen, weil die Arbeit [Wei] schwer zugingig
ist.
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Er verwendet folgende Darstellung der partiellen Zeitableitungen der loga-
rithmischen Koeffizienten dj(t) der Lownerkette (¢ := re®, r € (0,1))

2

dk(t) (Cauchyformel) 1 /;(C )
0
27

@y 1 CP(C 1) do
— 0/ O NG
2

k
s = ¢
2m
_ hmi/ ) 1+§:'d we | Y 019
= 1 2W p ) jilj ] Ck.
5 =
Sei nun z € D und sei ¢(z,t) := k™! (e’tk(z)), gelte also
Tt P (t>0). (0.20)

=27 " (1P
Die Abbildung ¢ ist eine spezielle Léwnerfamilie beschrankter schlichter Funk-

tionen, deren Bildgebiet mit wachsendem ¢ eine radial geschlitzte Einheitskreis-
scheibe mit wachsendem Schlitz ist. Ableiten der Identitét

k(p(z,1) = e"k(2)

fithrt zu der Beziehung

L—¢
1+¢°
Anstatt die MV fiir jedes einzelne n € IN zu zeigen, versucht Weinstein, den
Beweis fiir alle n € IN gleichzeitig zu fithren, indem er eine erzeugende Funktion
betrachtet. Wegen der Kompaktheit von S konvergiert die erzeugende Funktion
der Milinschen Ausdriicke (0.13) absolut und lokal gleichmiifig in ID, und eine
Umordnung ergibt

w(z);i<§n:(n+1k)<2kdk(0)|2)> = Z22< ke |dg (0 >zk.

n=1\k=1

p=—p (0.21)

Man beachte, dafi auf diese Weise automatisch die Koebefunktion als Faktor
entsteht! Mit (0.20) und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
ergibt sich nun wegen ¢(z,00) = 0 und ¢(z,0) = =z

w(z) =/—(1_f0)jt (Z (: —kdku)?) gok) dt |

0 =1
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Unter Benutzung der Beziehungen (0.19) und (0.21) erhilt man dann nach einer
Umformung (¢ := re®, r € (0,1))

o0 et(p 00
w(z) = / 7 > Ap(t)ptdt
0 k=1

wobei
27 k 2
i L : j k
Ap(t) = lim o— [ Rep(C.1) |1+ 2ngj(t)< — kdp(t)C*| 0.
0 j=1
Schreiben wir nun i
et kit 00 .
11— SOQ = Z Bkn(t)z +1 5
n=1

so ist schlieflich

w(z) = i /gBkn(t)Ak(t)dt P (0.22)

Die MV ist nun offenbar dquivalent zu der Tatsache, dafl w lauter nichtnegative
Koeflizienten besitzt. Wegen Re p(¢,t) > 0 (0.6) ist andererseits

Ap(t)>0 (t>0),
so dafl die MV folgt, falls
Bin(t) >0 (t>0, k,neNN). (0.23)

Dies ist nun wiederum eine Positivitdtsaussage spezieller reellwertiger Funk-
tionen, welche allerdings mit der Koebefunktion und damit der Theorie der
schlichten Funktionen in direktem Zusammenhang stehen.

Das Bildgebiet von ¢ = k~1(e~tk) ist die auf der reellen Achse geschlitzte
Einheitskreisscheibe. Beachtet man, daf§ die Abbildung (v € R)

z

h =
+(2) 1—2cosvy-z+ 22

die Einheitskreisscheibe fiir v # 0 (mod 7) auf eine mit zwei auf der reellen Ach-

se liegenden Schlitzen versehene Ebene abbildet, kann man ¢ auch auffassen als

Komposition ¢ = h;l(e’thv) fiir ein geeignetes Paar (0, ), und eine Rechnung

zeigt, dal dann die Beziehung

cosy=(1—e ") +e "cosb (0.24)
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gilt. Wir erhalten damit

t 2
_ Lt __¢¥ L—o
h’Y(Z) = € he(@)* 1_4102 <1_20089¢+¢2>

etgo 1 _;'_619@ etgo s
= R - 1+2 k cos kO
- elfelego 1= 2 + ;90 cos

et<p - - n+1
- 1 o2 + 2;:1 (; By ()2 cos kb . (0.25)

Es ist
hy(2) 1

z _\/172cos'y~z+22

die erzeugende Funktion der Legendrepolynome, und es folgt aus (0.24) und dem
Additionstheorem der Legendrepolynome eine explizite Darstellung der Form

n(z) = nz:%wzlz" + 2; (Z m;@nz’) cos ko

=1 \n=k
Un, pen € R (k,n € IN))

mit offensichtlich nichtnegativen Koeffizienten. Quadriert man dieses Ergebnis,
sieht man mit (0.25), daf auch (0.23) und damit die MV erfiillt ist.

Weinsteins Beweis benutzt die dynamische Information der Lownerschen Dif-
ferentialgleichung in der Form (0.22), d. h. er beweist die Tatsache, daf sich die
Milinschen Ausdriicke (0.13) als Zeitintegrale mit durchwegs nichtnegativen In-
tegranden ausdriicken lassen.

Den Beweis der BV, der nunmehr vorliegt, hitte bereits Bieberbach bei der
Formulierung seiner Vermutung nachvollziehen kénnen. Seine Geschichte zeigte
aber, daf} nicht ein Forscher allein alle zum Beweis nétigen Ingredienzien zusam-
mentrug, sondern das Puzzle wurde von vielen zusammengesetzt. Insbesondere

e die Einfithrung der Dynamik schlichter Funktionen und der beschreiben-
den Differentialgleichung durch Léwner,

e die Entdeckung der Relevanz gewichteter quadratischer Mittelwerte durch
Robertson,

e die Exponentiation der logarithmischen Koeffizienten durch Lebedev und
Milin

e sowie die systematische Untersuchung einer besonderen dynamischen Va-
riante der MV durch de Branges
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fiihrten schlieBlich zum direkten Nachweis der MV durch Anwendung der spe-
ziellen von der Koebefunktion generierten Lownerkette durch Weinstein.

Die BV hat seit ihrem Bestehen die Forschung im Bereich der geometrischen
Funktionentheorie ungemein befruchtet und die bahnbrechende Entdeckung von
de Branges hinterldfit eine von manchen Forschern schmerzlich vermifite Liicke.
Die Geschichte dieser Vermutung aber ist ein Paradebeispiel der Entstehung
mathematischen Wissens.

Als Referenzliteratur fiir den gesamten Aufsatz seien [Poml], [Durl], [Dur2],
[Hen], ab S. 605, [Pom2] sowie [BDDM] empfohlen.
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