Fufi3balle, platonische und
archimedische Korper

Prof. Dr. Wolfram Koepf

http://www.mathematik.uni-kassal .de/~koepf




Was st aen Fuldball ?

o Sepp Herberger: Der Ball ist rund.
 |st asoen Fuldball eine Kugel?
e Ein Ful3All sieht so aus:
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Ein Fuldoall als Polyeder

e Durch ndheres Betrachten sehen wir die
folgende Oberfladhenstruktur:

EinensolcherKorpernenntmaneinenPolyedel



Auswievielen Funf- und
Sechsecken besteht eln Ful3ball ?

 Durch Abzahlen stellen wir fest, dasseain
Futbal PN

e 12 Flnfecke und '. ,

+ besitzt, und zwar grenzen an jedes schwarze
FUnfeck 5 Sechsecke und an jedes well3e
Sedhseck 3 Flnfede an.




Wieviele Ecken hat ein Ful3kall ?

e Dasist schon sehr muhselig zu zanlen.
Daher rechnen wir:

 Jede Ecke hangt an einem Funfeck und
keine zwel Flnfecke haben eine Ecke
gemeinsam. Also ist die Anzahl E der
Ecken gleich der funffadhen Anzahl der
FUnfecke:

E=5-12=060



Fladhen und Kanten des Fufdballs

Die Anzahl der Fladhen ist klar: 12 Funfedke und
20 Sedhsedke ageben F = 32,

Jedes Funfedk hat 5 Kanten. Dies ergibt insgesamt
5-12 =60Kanten.

Jedes Sechsedk hat 6 Kanten. Also kommen nach
6 - 20 = 120Kanten hinzu.

Bel dieser Zahlungwurde jede Kante dopyelt
gezailt. Also hat der Ful3kall K =90 Kanten.




Eulerscher Polyedersatz

e Der Eulersche Polyedersatz besagt, dassin
Jedem einfachen Polyeder die Formel

E-K+F=2
gilt, wobel E die Anzahl der Ecken, K die

Anzahl der Kanten und F die Anzahl der
Fladchen bezechnet.

o Fur den Fufdall gilt tatsachlich
E-K+F=60-90+32=2.



Andere Beispiele

e Wirfe: E-K+F=8-12+6=2
e Tetraaer:E—K+F=4—-6+4=2
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Beweais des Eulerschen
Polyedersatzes

e Man transformiert das Problem in de Ebene.
Hierzu entfernen wir genau elne Flade aus
unserem Polyeder.

e Dannverbiegen wir das Polyeder so, dasses eben
wird.

* Dieresultierende éene Konfiguration hat eine
~ladhe weniger, aber gleich viele Ecken und
Kanten, also solitegelten: E—-K + F = 1.




Polyedersatz flr ebene Netze

» Behauptung: FUr jedes ebene Netz gilt
E-K+F=1.
o Zum Bewels dieser Formel beginnt man mit
dem denkbar einfadhsten Netz, das aus einer

elnzigen Ecke besteht. Fur dieses Netz qilt
die Formel:

E-K+F=1-0+0=1.



Bewelsschritt 2

e Nun Ukerlegt man sich, was pasgert, wenn man
eine neue Kante hinzuftgt. Man musszwe Fdle
unterscheiden:

e 1. Fal: Zwd berats vorhandene Ecken werden
mitelnander verbunden.

« Dadurch entsteht aber neben der zusatzli chen
Kante auch eine neue Flade. Die Netzformel
nleibt also richtig, well eine neue Flade die neue
Kante ausgleicht.




Bewelsschritt 3

e 2. Fall: Eine bereits vorhandene Ecke wird
durch eine neue Kante mit einer neuen Ecke
verbunden:

* Wiederum bleibt der Polyedersatz guiltig,
well diesmal die neue Ecke die neue Kante
ausgleicht und dabel keine neuen Fladen
entstehen.



Platonische und archimedische
Korper
Ein Polyeder wird platonisch genannt, wenn alle

FHaden regelmaldige n-Ecke sind.

Der Ful3kall i st offenbar kein platonischer Korper,
denner besitzt ja Funf- und Sechsedke ds
Faden.

Polyeder, welche aus mehreren Sorten regel-
maldger Vieledke bestehen, heil3en archimedische
Korper.

Der Ful3kall 1 st ein archimedischer Korper.



Die funf platonischen Korper

 Wir wollen nun zeigen, dassesnur 5
platonische Korper gibt: Tetraeder, Wrfel,
Oktaeder, Dodekaeder und |kosaeder.




Bewelsschritt 1

Mit Hilfe des Eulerschen Polyedersatzes kann man
bewelsen, dasses nur diese 5 platonischen Korper
gibt. Dazu nimmt man an, ein platonischer Korper
habe F Flachen, deren jede an regel méaldiges n-
Eck ist, undan jeder Ecke treffen r Kanten
zusammen.

F = Anzahl der Fladchen
n = Anzahl der Ecken elner Flade

r = Anzahl der Kanten, die an einer Ecke des
Korpers zusammentreff en.



Bewelsschritt 2

e Dajede der F Flachen n Kanten besitzt, qgilt
n-F=2K,
well | ede Kante zu zwel Flachen gehdrt und
daher im Produkt n-F doppelt gezahit wird.
 Dajede der E Ecken r Kanten produziert,
gilt
r-E=2K,
well | ede Kante zu zwel Ecken gehort.



Bewelsschritt 3

_0st man nun diese Gleichungen nach F
0zwW. E auf und setzt diesin den Eulerschen
Polyedersatz ein, so erhalt man de
Gleichung

Z_K_K+2_K ?
I n




Bawealsschritt 4

und nach Division durch K schliefdich

1111
rn2K

Nebenbedigungen
n=3 und r=3




Bewelsschritt 5

o \Waren sowohl n alsauch r grofder als 3, so
ware die linke Seite dieser Gleichung

kleiner als ¥2. Das geht aber wegen K > 0
nicht.

e Alsoist entweder n=3 oder r = 3, und wir

konnen eine Fall unterscheidung durch-
fUhren.



Bewelsschritt 6

e Diese Fallunterscheidung fuhrt auf folgende
Fal e
 n=3erzeugt die Gleichung
1 1 1
r 6 K’
alsor =3oderr =4 oderr =5.Diesliefert
TetraederQktaederbzw.lkosaeder.




Bewelsschritt 7

o r =3 eqgibt die Gleichung
1 1_1

n 6 K’

welchen = 3odern =4 odern =5liefert.
Diesergibt wielerdenTetraedesowie
den WiirfeunddenDodekaeder



Warum nennen wir diese Korper
platonisch?

 Platon hat gezagt, dass sch nur die
betrachteten flnf Korper aus regelmaldigen
n-Ecken zusammensetzen lassen.

 Euklid schreibt und beweist in dem 13.
Buch selner Elemente:
— Waeter behaupte ich, dass sch auf3er den flnf
Korpern kein welterer Korper errichten lasg,

der von enander gleichen geichsaitigen und
gleichwinkligen Figuren umfasd wrde.



Keplersche Deutung

e Der Astronom Johannes Kepler, welcher die
Planetenbewegung erforscht hat, stellte sich
vor, dassdie damals bekannten 5 Planeten
auf Bahnen um die Sonne kreisen, welche

durch de 5 patonischen Korper erzeugt
werden.
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Wie entstehen Archimedische
Korper?

 Man kann Archimedische Korper, bei welchen
verschiedene n-Ecke elaubt sind,

bel spiel swel se dadurch erzeugen, dassman
(@) platonischen Korpern Sterne aufsetzt oder

(b) platonische Korper an ithren Ecken absagt.

e Der Fudall entsteht durch Absagen des
|kosaeders und ist daher ein | kosaederstumpf .

e Animation




Wo kommt der | kosaederstumpf
noch vor?

 Der FuRkall stedkt auch in dem Kohlenstoff -
molekul C,,, welches von dem Architekten
Buckminster Full er entdedkt wurde und das daher
als Full eren bezechnet wird.

* Im Fulleren-Molekul hat jedes Kohlenstoff atom
drei Nadhbarn, mit zwelen ist es 1%/2-fath
verbunden (wie im Benzol) und mit dem jewells
dritten einfadh (wie in Alkanen).




Full eren-Gerust




Wo erhdt man weltere
| nformationen?

e Hat man erst enmal die Idee zu desem
Vortragsthema, so kann man sich
vollstandig im Internet informieren.

« (Genauso habe ich des gemaant.

e Daher schliefdt dieser Vortrag mit einer
_Iste von Internetseiten, welche sich mit
Polyedern beschaftigen.
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