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Kapitel 1

Geometrische Deutung linearer
Abbildungen

Die Darstellung und Beschreibung von dreidimensionalen Objekten durch zweidimensionale Graphiken ist in
verschiedenen Bereichen der Ingenieurwissenschaften ein iibliche Methode. Dabei werden aus Grundriss,
Seitenriss, Kreuzriss und Aufriss eine Normalprojektion oder Dreitafelprojektion erstellt. Das Verfahren
besteht darin einen Quader zu betrachten, in dessen Inneren sich das Objekt befindet. Diese Situation wird
in einem dreidimensionalen Koordinatensystem beschrieben, um die Methoden der analytischen Geometrie
anwenden zu kénnen. Wird das Objekt jetzt jeweils senkrecht auf eine der Seiten des Quaders projiziert,
dann entstehen die genannten Risse. Mathematisch handelt es sich dabei um orthogonale Projektionen auf
die Ebenen durch die Seiten des Quaders (Seitenebenen). Das Koordinatensystem lakt sich stets so wahlen,
dass die Seitenebenen parallel zu Koordinatenebenen (durch zwei verschiedene Koordinatenachsen erzeugte
Ebenen) liegen. Da gegeniiberliegende Seiten eines Quaders parallel sind, kénnen nicht alle Seitenebenen
den Nullpunkt enthalten, egal wie das Koordinatensystem gelegt wird.

Dieser Umstand ist insofern bedeutsam, da Ebenen durch den Nullpunkt lineare Unterraume sind und die
Projektionen in diesem Fall lineare Abbildungen sind. Ebenen, die den Nullpunkt nicht enthalten, konnen
als verschobene lineare Unterrdume sogenannte affine Unterrdume angesehen werden. Die Projektionen sind
dann ebenfalls nicht mehr linear und gehdren zu den affinen Abbildungen.

Bei komplizierten Objekten kommen durch die Normalprojektion eventuell nicht alle Eigenschaften zum
Vorschein. Daher ist es oft sinnvoll zusatzlich das Objekt zu drehen und bei festgehaltenem Quader erneut zu
projizieren. Mathematisch ist dieser Vorgang dquivalent zu einer Drehung des Quaders bei festgehaltenem
Objekt. Die Seitenebenen sind dann nicht mehr parallel zu Koordinatenebenen. Fiir die mathematische
Beschreibung solcher Projektionen benétigen wir daher auch Drehungen bzw. Projektionen auf beliebige
Ebenen.

Es gibt andere Anwendungen, bei denen zum Beispiel die Lage eines Objekts bezogen auf eine bestimmte
Achse oder Rotationsachse wichtig ist. In solchen Fallen sind Projektionen auf Geraden von Bedeutung.
Daneben gibt es auch noch weniger leicht anschaulich zu beschreibende Problemstellungen, in denen die
Projektionen auf lineare Unterraume oder verschobene Unterraume Bestandteil von Losungstechniken sind.



KAPITEL 1. GEOMETRISCHE DEUTUNG LINEARER ABBILDUNGEN

1.1 Projektionen auf Ebenen und Geraden

Wir beschaftigen uns in diesem Abschnitt mit Projektionen des dreidimensionalen Raums R* auf Ebenen und
Geraden im R>. Solche Projektionen sind Abbildungen des Typs P : R® — R . Die Bilder P(x) dieser
Abbildungen liegen samtlich in der Ebene oder Ceraden, auf die projiziert wird. Elemente, die schon in der
Ebene oder auf der Geraden liegen, werden auf sich selbst abgebildet. Das bedeutet, dass die zweimalige
Anwendung einer Projektion stets das gleiche Ergebnis liefert wie die einmalige Anwendung.

VxeR (PoP)x) =P bzw. kurz  PoP =P (%)

Die Eigenschaft (x) ist somit charakteristisch fiir alle Projektionen.

Fiir Projektionen auf eine Ebene geben wir eine Projektionsrichtung s vor mit der Forderung ~ P(x)—x || s.
Fir Projektionen auf eine Gerade geben wir wir eine Richtung n vor, die orthogonal zur Differenz von
Bildvektor und Urbildvektor sein soll; d.h.  P(x) —x L n.

Die so definierten Abbildungen sind im Fall von Geraden bzw. Ebenen, die den Nullpunkt enthalten und
damit Untervektorraume sind, lineare Abbildungen.

1.1.1  Projektion auf eine Ebene

Cegeben sei eine Ebene £ :  <n, x> = g des R?. Der Vektor n sei ein auf die Ldnge Eins normierter
Normalenvektor von E.

Ferner sei s ein beliebiger Einheitsvektor, der die Projektionsrichtung angibt und nicht parallel zur Ebene
ist. Damit gilt:

shkEsstnes (ns)+0

Unter diesen Voraussetzungen schneidet die Gerade durch einen beliebigen Punkt X mit dem Richtungsvektor
s die Ebene E in genau einem Punkt X.
Wir bezeichnen die Ortsvektoren der Punkte X und X; mit x und x..

Die Abbildung
P: R — R
x > Px)=x,
heilt Projektion auf die Ebene E in Richtung s.
Gilt s = n oder s = —n, dann sprechen wir von einer orthogonalen Projektion auf die Ebene E.

Liegt der Punkt X schon in der Ebene E, dann stimmt X; mit X' Uberein. Insbesondere gilt also
P(x)=x,.
Daraus folgt fur die zweimalige Anwendung der Projektion P:

() PoP=P bzw. (PoP)x)=Plx) firalle xeR’
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1.1. PROJEKTIONEN AUF EBENEN UND GERADEN

denn  (PoP)(x) = P(P(x)) = P(x,) = x, = Px)

Abbildungen mit der Eigenschaft (%) werden idempotent genannt.

Zur Einstimmung betrachten wir als erstes die
Orthogonale Projektion auf eine Ebene durch den Nullpunkt

|

Im Fall der orthogonalen Projektion wird ein Punkt X auf seinen Lotfukpunkt X* in der Ebene

E: <n, x> =0 abgebildet. Dessen Berechnung schon aus der analytischen Geometrie (Mathematik |)

bekannt ist. Fir die Ortsvektoren gilt unter der Bedingung HQH =1:

=
[><

>
>

<
X' =x—
<

n=x—<n,x>n

I=
1=

Das heift es gilt der

Satz 1.1. Orthogonale Projektion auf einen zweidimensionalen Unterraum

Es seien n € R? mit HQH =1 und die Ebene E : <n, x> =0 gegeben.

Die orthogonale Projektion des R® auf die Ebene E ist durch

P: R — R}
X = P(x)=x—<nx>n

gegeben.

Satz 1.2. Matrix der orthogonalen Projektion
Unter den Voraussetzungen von Satz 1.1 gilt:
Die Projektion P ist eine lineare Abbildung mit der Abbildungsmatrix

n% -1 mnm nin3

é\Pz(—1) nin; n§—1 nyn3

mny  mny 05 —1
Beweis:
Nachweis der Linearitat: Fur alle Xy e R>und € R gilt

P(x+Ay)=x+Ay— <nx+Ay>n

= x+ Ay —[<n,x>—A<n, y>|n

=X— <nx>n+Ay—A<n y>n

=P(x)+4P(y)

— <n,x>n+ Ay —<n, y>]
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KAPITEL 1. GEOMETRISCHE DEUTUNG LINEARER ABBILDUNGEN

Damit ist die Linearitdt nachgewiesen und daher existiert auch eine Abbildungsmatrix.
Die Spalten sind die Bilder der Koordinateneinheitsvektoren:

—n;n, i=1,2;3

d.h.
1 —n? —n1n; —nyn3
Ple)=e —mn=|—=mn| Ple)=|1=n3| Ple)=|—mn
—mn3 —nm 1— n%

Projektion auf eine Ebene durch den Nullpunkt

Wir untersuchen jetzt Projektionen in einer Richtung s, die nicht notwendigerweise orthogonal zur Ebene ist.
Normalenformen fiir Ebenen durch den Nullpunkt haben die Gestalt

E: <nx>=0 (1.1)
Fir die Normalenvektoren n und die Projektionsrichtung s setzen wir im Folgenden stets die Lange 1 voraus.
lafl =1, lsll = 1

Von dem Punkt X setzen wir fiir die folgenden Uberlegungen voraus, dass er nicht zur Ebene E gehort.
Die Gleichung (1.1) ist unter den Voraussetzungen eine Hessesche Normalenform und der Abstand dist (X; £)
des Punktes X von seinem Lotfulpunkt X* in der Ebene E ist durch

—
dy = HXX* — dist (X; X*) = dist (X E) = | <n, x> (12)

—
gegeben. Da das Lot XX™* senkrecht auf der Ebene steht, gilt

—
XXl n. (13)

Wir berechnen jetzt den Abstand d, des Punktes X zu seiner Projektion Xi.

—
d, — HXXS — dist (X; X.)

Da die Projektionsrichtung s ist, gilt
—
XX s (1.4)

— —
Wir betrachten nun das Dreieck Ay x- x, mit der Winkelbezeichnung a := < (XX* , XX )

Dieses Dreieck ist rechtwinklig, da XX* das Lot von X auf die Ebene ist und die Seite, die X* und X
verbindet, in der Ebene liegt.
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1.1. PROJEKTIONEN AUF EBENEN UND GERADEN

Fiir den Winkel o ist somit X X* die Ankathete mit der Léange dy und X X, die Hypotenuse mit der Lange
ds . Somit gilt

d d
cosa=-—2>0 bzw. d. = 0
s cos a

Aus (1.3) und (1.4) folgt fir den Winkel 0 := <¢(n, s), dass 0 gleich a oder ein Nebenwinkel von «a ist, d.h.
esqgilt 0=aoder o =xw—a.
Wegen cos(m — a) = — cos a folgt daraus

(15)

|<n,s>| = HQ| |§H | cosd| =cosa.

Fir d, folgt daher aus (1.2) und (1.5)

g D <] | <nx>
' cosa  |<ns>| | <n s>
Mit dem Wert von d kénnen wir jetzt den Vektor x, berechnen
— di —
Xo=x+XXo=x+ — XX
S
1 —
=X+ ds pE—y XXS
XX
<n, x>
=X— s
- <n,s>

Die letzte Gleichung folgt aus der Fallunterscheidung

A
>
I><
Vv

1
XX, = = ' <0
XX, 2 <n,s>
1T — <n, x>
XX, = — = —— >0
XX, 2 <n,s>

Damit lautet die Funktionsgleichung der Projektion P

<A,
<

=
I><

>

Plx)=x— N

b=}
1%}
1%

Diese Gleichung gilt auch wenn x die Ebenengleichung <n, x> = 0 erfillt, da sich dann korrekterweise
P(x) = x ergibt.

Wir haben damit den ersten Teil des folgenden Satzes bewiesen.

Satz 1.3. Projektion auf einen zweidimensionalen Unterraum
Es seien n,s € R? mit HQH =1, H§H =1 und die Ebene E : <n, x> =0 gegeben.
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KAPITEL 1. GEOMETRISCHE DEUTUNG LINEARER ABBILDUNGEN

(1) Die Projektion des R® auf die Ebene E in Richtung s ist durch

P: RR — R}

x o Plx)=x— -2

<

>
>

=
I><

S

I=
|»n

gegeben.

(2) Die Projektion P ist eine lineare Abbildung mit der Abbildungsmatrix

1 msy —<n,s> NSy n3sq
A, =— ns; ns; —<n,s> s
- <n,s>
mss3 nys3 n3s3 —<n, s>

Beweis:

Den Teil (1) haben wir schon bewiesen. Der Beweis zum Teil (2) lakt sich analog zum Beweis von
Satz 1.2 fiihren. O

Beispiel 1.4
Gegeben sei die Ebene £ : x + 2y — 2z = 0 und der Punkt Xy = (1,1, 1) mit dem Ortsvektor x,.
Zu bestimmen ist

(a) die orthogonale Projektion P, auf die Ebene £ und das Bild Py(x) von xy,

1
(b) die Projektion P, auf £ in Richtung s = | 0| und P;(x).

0

1

zu (a): Aus der Ebenengleichung lakt sich ablesen, dass der Vektor | 2 | normal zur Ebene £ ist. Damit

—2
erhalten wir den normierten Normalenvektor

1 1
1

N=———| 2 | = 2

1
VA Y B

Nach Satz 1.2 erhalten wir die Projektionsmatrix

n?—1 niny  mns : 1-9 2 —2 1 -8 2 =2
(—=1) | nyny n% —1 non3 =73 2 22—9  2(-2) =73 2 =5 —4
mny  mny i —1 -2 2(=2) (—=2*—-9 -2 —4 -5
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1.1. PROJEKTIONEN AUF EBENEN UND GERADEN

Damit erhalten wir die Abbildung

1 -8 2 =2 |x 8x — 2y + 2z
Pylx) = ~3 2 =5 —4| |y| = g —2x + 5y + 4z
—2 —4 =5 |z 2x + 4y + 5z
Fir das Bild von x, qilt
1 ’ 8—2+2 1 8
1 24+4+5 1

zu (b): Nach Satz 1.3 erhalten wir die Abbildung

SREN
1
=12
X <3 2 > 1
<n, x> - 7
B1(K):K_ S=1ly|l— == ——=—= 0
<n,s> 5 ' 1 1 0
—2 0
X —(x+2y—22) |1 X X+ 2y —2z —2y + 2z
=1y|— 7 0l =1yl - 0 = y
z 3 0 z 0 z
An der Stelle x, erhalten wir:
0
Pi(xy) = |1
1

Projektion auf eine beliebige Ebene
Wir untersuchen jetzt Projektionen Q auf eine Ebene £, die nicht notwendigerweise den Nullpunkt enthalt.
E: <nx—a>=0 (1.6)

Dabei ist a € R? beliebig und fiir die Normalenvektoren n und die Projektionsrichtung s setzen wir wieder
die Lange 1 voraus.

lafl =1, flslf =1

Mit der Parallelverschiebung y= V(x) = x — a wird aus (1.6) die Gleichung

E: <nV(x)>=0
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KAPITEL 1. GEOMETRISCHE DEUTUNG LINEARER ABBILDUNGEN

bzw.

E: <ny=0 (17)

'

Bei £ handelt es sich um eine Ebene, die den Nullpunkt enthalt.
Um die Projektion eines Punktes X auf die Ebene £ zu bestimmen, berechnen wir zundchst die Projektion
von x = V/(x) auf £ mit der Abbildung aus Satz 1.3:

=
>

< [
<

>

P(x)=X— N

S

=
1%

Durch Anwendung der Umkehrabbildung V="' der Verschiebung V erhalten wir dann die Projektion Q von
x auf die Ebene E.

0x) =V ' (P(X)) =V (P(x—a))=P(x—a)+a (1.8)

Die Projektion Q ist im Gegensatz zu P nicht linear, wenn die Ebene E kein Unterraum ist (d.h. den
Nullpunkt nicht enthalt).

Zum Beweis zeigen wir, dass in diesem Fall Q(0) + Qgilt.

Wegen der Linearitat von P folgt aus (1.8) B

Qx)=P(x)—P(a)+a (1.9)
und damit
Aus a € E und P(a) € E folgt, a — P(a) #+ 0 da die Ebenen E und E fiir 0 & E parallel und nicht

identisch sind.
Fir die Abbildung Q = M’1 o P oV erhalten wir aus (1.8) den Funktionsterm

Qx) = (V'oPo V)
=P(x—a)+a
<n,x—da>
=x—a————s5+a
<n,s>
<n,x—a>
=Xx— s
<n,s>

Wir fassen das Ergebnis mit einem Satz zusammen.

Satz 1.5. Projektion auf eine beliebige Ebene
Es seien n,s € R? mit HQH =1, HgH =1 und die Ebene E :  <n,x —a> = 0 gegeben.

(1) Die Projektion des R® auf die Ebene E in Richtung s ist durch

Q: R — R’

<Qr
<

—a>

x — Qx)=x— o s

> 1<

Inhalt 38



1.1. PROJEKTIONEN AUF EBENEN UND GERADEN

gegeben.

(2) Die Projektion Q ist genau dann linear, wenn 0 € E gilt.
Fir 0 € E stimmt Q mit P aus Satz 1.3 iiberein.

Beweis:

Es bleibt nur noch Teil (2) zu beweisen.
Fir 0 € E sind die Ebenen £ und E identisch. Damit wird a durch P auf sich selbst abgebildet, d.h.
Pla)=a

Aus (1.9) erhalten wir damit

Qx)=P(x)—Pla)+a=P(x)—a+a=P(x)

Damit stimmt Q fiir 0 € £ mit P iiberein und ist nach Satz 1.3 linear.
Das Q sonst nichtlinear ist, haben wir bereits gezeigt. O

Beispiel 1.6

Xo = | 1] soll in Richtung der ersten Koordinatenachse auf die Ebene E projiziert werden

1 1 X 3
mit E: <§ 2 1.yl —12 >:0
—2 z 1

Fir die bekannten Groken aus Satz 1.5 gilt:

' 1 3 1
Q=§ 2 a= |2 s= 1|0
—2 1 0
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KAPITEL 1. GEOMETRISCHE DEUTUNG LINEARER ABBILDUNGEN

Es folgt
_ <nxg—a>
Qlxo) = xg cnss  °
h 1 3
S22
1 2| |1 1 1
= [1] = 0

o
' 3
o —2—32—01
||
L 3
1] [4 5
= [1|+ 0] =1
1 0 1

1.1.2  Projektion auf eine Gerade

Cegeben sei eine Gerade g :  x = a + As im R mit einem Einheitsvektor als Richtungsvektor s.

Die direkte Vorgabe einer festen Richtung fiir die Projektion auf g ist nicht moglich, denn fiir unendlich
viele Punkte haben die Geraden durch diese Punkte mit einem festen Richtungsvektor keinen gemeinsamen
Punkt mit g. Deshalb definieren wir diese Projektionen mithilfe eines Einheitsvektors n, der nicht senkrecht
auf der Geraden g steht. Unter diesen Voraussetzungen hat die Ebene durch einen beliebigen Punkt X' mit
dem Vektor n als Normalenvektor genau einen Schnittpunkt X* mit der Geraden g. X* bezeichnen wir als
Projektion von X' auf die Gerade g senkrecht zur Richtung n. Fiir die Projektionsabbildungen P verwenden
wir die entsprechenden Ortsvektoren, d.h. P(x) = x*.

Sind n und s kollinear, dann handelt es sich um eine orthogonale Projektion. Aukerdem werden wir zeigen,
dass die Projektionen auf g lineare Abbildungen sind, wenn die Gerade g ein Unterraum ist (d.h. a =0 ).

Inhalt 10



1.1. PROJEKTIONEN AUF EBENEN UND GERADEN

Als Einstieg in die detaillierte Betrachtung verwenden wir die

Orthogonale Projektion auf eine Gerade durch den Nullpunkt.

Gegeben sei die Cerade g:  x = As bzw. g = Span{s} mit ||s|| = 1.

Die orthogonale Projektion erhalten wir als Projektion senkrecht zu n = s. Andererseits ist die gesuchte

Projektion eines Punktes genau der entsprechende LotfuRpunkt auf der Geraden g. Damit erhalten wir
P) =< s

Diese Abbildung ist linear mit der Abbildungsmatrix

A= [51§ 525 53§] :

Projektion senkrecht zur Richtung n auf eine Gerade durch den Nullpunkt.

Sind n, s Einheitsvektoren mit n £ s, dann ist die Projektion P senkrecht zu n auf die Gerade g = Span{s}
durch

Pl = ==
<, 5>
gegeben.
Die Abbildung ist linear mit der Abbildungsmatrix
1
A= [mg ms /732] :
- <4

Projektion senkrecht zur Richtung n auf eine beliebige Gerade.

Cegeben sei die Cerade g : x = a + As In diesem Fall nutzen wir wieder die umkehrbare
Verschiebungsabbildung V mit V(x) = x —a.

11 Inhalt



KAPITEL 1. GEOMETRISCHE DEUTUNG LINEARER ABBILDUNGEN

Beispiel 1.7

1 2
1
xo = | =11 soll senkrecht zur Richtung n = 3 2 | auf die Gerade
5 1

projiziert werden.

1
Wir normieren zunachst den Richtungsvektor der Geraden g zu s = 3 2 | und erhalten fiir beliebiges
—2
x €R

Inhalt 12



1.1. PROJEKTIONEN AUF EBENEN UND GERADEN

Fir x, = | =1 folgt
5

1 2l 1] |4 11 |1
Q(io)—z< 21 |1 =2 > 2 |+ |2
1 5 3 2 3

: 21 o]y [ 1 1]

:Z<2 —3> 2 |+ 12

1 2 2 3
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KAPITEL 1. GEOMETRISCHE DEUTUNG LINEARER ABBILDUNGEN

Wir fassen die Ergebnisse zur Projektion auf Geraden mit einem Satz zusammen.

Satz 1.8. Projektion auf eine Gerade
Es seien n,s,a € R® mit HQH =1, HgH =1 und n + s. Fir die Projektion Q senkrecht zur Richtung n
auf die Gerade g: x=a-+As gilt:

(7)

gegeben.

(2) Die Projektion Q ist genau dann linear, wenn g ein Unterraum ist, d.h. wenn O € g gilt.
Fir 0 € g hat Q die Abbildungsmatrix

[mg ns ”32]-

(3) Die orthogonale Projektion ergibt sich fiir n

S.

1.2 Affine Unterraume und affine Abbildungen

In den Vektorraumen R” sind die eindimensionalen Unterraume Geraden und die zweidimensionalen
Unterraume Ebenen. Auf diese Weise werden aber nicht alle Geraden und Ebenen erfasst. Wird ein
eindimensionaler Unterraum mit einem Vektor a # 0 parallelverschoben, so ergibt sich wieder eine Cerade.
Entsprechend verhalt es sich mit Ebenen. Dieses Problem wird durch die affinen Unterrdume gelost, die im
Wesentlichen durch Verschiebungen (Translationen) der normalen Unterrdume entstehen.

Definition 1.9. Affine Unterrdume
Als affine Unterrdume eines Vektorraums V' bezeichnen wir die leere Menge und alle Teilmengen A der
Form A= a+ U :={a+ ulu € U} fir ein a € V und einen Untervektorraum U von V.

/wei nichtleere affine Unterrdume Ay = @, + U; und Ay = a, + U, sind gleich, wenn U; = U, und
a, —a; € U qilt.

Daher konnen wir die Dimension eines affinen Unterraums als die Dimension des eindeutig bestimmten
Untervektorraums U festlegen.

Definition 1.10. Dimension affiner Unterrdume
Besitzt ein affiner Unterraum A von V' die Darstellung A = a + U mit einem Untervektorraum U von V,
dann definieren wir

dimA = dim U

Fiir den leeren affinen Unterraum legen wir diim@ = —1 fest.

Inhalt 14



12. AFFINE UNTERRAUME UND AFFINE ABBILDUNGEN

Jetzt konnen wir kurz und knapp die Geraden und Ebenen in der Sprache der analytischen Geometrie
charakterisieren:

Satz 1.11. Charakterisierung von Geraden und Ebenen
Im R" sind die Geraden genau die eindimensionalen affinen Unterrdume und die Ebenen sind genau die
zweidimensionalen affinen Unterrdume.

Definition 1.12. affine Abbildung zwischen Vektorrdumen
Eine Abbildung g : V' — W bezeichnen wir als affin, wenn es ein a € W gibt mit
fx):=gx)—a st linear.

Das bedeutet, dass sich jede affine Abbildung g in der Form : g(x) = a + f(x) mit einer linearen Abbildung
f darstellen ldsst.
Das Bild einer affinen Abbildung ist stets ein affiner Unterraum des Zielraums.

Anmerkung:

Wir haben hier die Begriffe der affinen Geometrie nur soweit vorgestellt, wie sie in diesem Text benotigt
werden. Es sei hier nur erwahnt, dass neben affinen Unterrdumen eines Vektorraums kann auch der Begriff
des affinen Raums eingefiihrt werden kann. Affine Abbildungen kénnen dann auch zwischen affinen Raumen
betrachtet werden.

Alle Projektionen aus Abschnitt 1.1 sind Projektionen auf affine Unterrdume des R?. Sie sind jeweils affine
Abbildungen, die im Fall der Projektion auf einen linearen Unterraum linear sind.
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KAPITEL 1. GEOMETRISCHE DEUTUNG LINEARER ABBILDUNGEN

1.3 Drehungen

Weitere wichtige Beispiele fiir lineare Abbildungen sind die Drehungen. Wir betrachten hier zunachst
Drehungen im zweidimensionalen Raum um den Ursprung und dann Drehungen des dreidimensionalen
Raums um Drehachsen durch den Ursprung. Mit der Verschiebetechnik aus dem Abschnitt tiber Projektionen
erhalten wir dann die Verallgemeinerung auf Drehungen um beliebige Punkte bzw. Drehachsen als affine
Abbildungen.

Drehungen im R’

Die Drehung mit dem Winkel ¢ um den Nullpunkt in mathematisch positivem Sinn (gegen den Uhrzeigersinn)
ist eine lineare Abbildung f : R? — R? mit der Abbildungsmatrix

_|cosg —sing

¢ |sing cosg
f(x)=D £=[C9S(p —sm<p] [X]:[XCQS(p—ySLngo]
=0 sth @ cos ¢ y XSln @ + i cos ¢

Fur die Drehung g um einen beliebigen Punkt A mit dem Ortsvektor g ergibt sich dann mit der Verschiebung
VR SR x— Vix)=x—a:

IS

das heiRt

= f (f(x—a))

(x —ay)cos — (y — az)sing L
(x—ay)sing+ (y —ax)cosp|  —

ay + (x —ay)cos 9 — (y — az)sing
a,+ (x —aq)sing + (y — ay) cos ¢

Drehungen im R’

Fir Drehungen um die i-te Koordinatenachse mit dem Winkel ¢ erhalten wir die folgenden Drehmatrizen

=l‘,(P.
1T 0 0 cosp 0 —sing cosp —sing 0
Qw =10 cosg —sing QM = 0 1 0 23.«1 = |sing cos¢p O
0 sing cos¢ sing 0 cose 0 0 1

Wir betrachten jetzt Drehungen um beliebige Achsen durch den Nullpunkt. Da wir Drehungen um die
Koordinatenachsen bereits beschrieben haben, setzen wir jetzt voraus, dass die Drehachse Span{a} nicht
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1.3. DREHUNGEN

mit einer Koordinatenachse tbereinstimmt. Das bedeutet, dass der Einheitsvektor a kein Vielfaches von
einem Koordinateneinheitsvektor ist.

Die Idee ist es, die Drehachse zunachst durch eine Kombination von Drehungen um Koordinatenachsen auf
die erste Koordinatenachse zu drehen und dann die Drehung auszufiihren. Anschliekend werden dann die
inversen Drehungen ausgefiihrt.

Um die Winkel fiir die Drehung von @ auf den ersten Koordinateneinheitsvektor zu bestimmen, verwenden
wir die Darstellung von @ mittels Kugelkoordinaten. Da a zu keiner Koordinatenachse gehdrt, sind die
Winkel ¢, 9 in der Darstellung

ay cos ¢ cos U o
a=|a| = |singcosV mt Ye0;2n), € [—= =
. 22

a3 sin ¥

eindeutig bestimmt.
Die lineare Abbildung fir die Drehung f um die Drehachse g = Span{a} mit dem Drehwinkel ¢ erhalten
wir jetzt durch

f= (iz,fa Oig,ﬂp) B ofy,0 (iz,f@ Of3,f¢) = (iw Oiz,ﬁ) ofy,0 (12,—19 Ofafw)

mit der Abbildungsmatrix

A =D D D D D

=3y =29 =19 =2-0 =3¢
cosyy —siny O [cos¥d 0 —sind| (1T O 0 cosy 0 sind cosy sinyg 0
= |sing cosy O 0 1 0 0 cosg —sing 0 1 0 —siny cosy 0
0 0 11 [sind 0 cosV 0 sing coso —sind 0 cosd 0 0 1

Fiir die Drehung um eine beliebige Drehachse g mit der Gleichung g : x = b+ Aa bzw. g = b+ Span{a}
erhalten wir mit der Verschiebetechnik die im allgemeinen nichtlineare (aber stets affine) Abbildung

hix) = (V' ofoV)(y) =flx—a) +a

Beispiel 1.13
Wir bestimmen die affine Abbildung i zur Drehung des R®> um die Drehachse
0 1

1
g: x=10 —HE 1 mit dem Drehwinkel ¢ = g
1 V2
\/b-/ \“7/_/

Dazu berechnen wir zuerst die lineare Abbildung f zur Drehung um Span{a}.
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KAPITEL 1.

GEOMETRISCHE DEUTUNG LINEARER ABBILDUNGEN

Die Bestimmung der Winkel ¢, O erfolgt Gber die Gleichung

1 ==

cos ( cos U
sin ¢ cos U

sin ¥

Damit erhalten wir sin 0 = 72 == ¥ =

1
und cos ¢ - cos% =

2

NS

mit ¢ €[0;2n), U € (——;

2
= coswzg = g[/z%

Fir die Abbildungsmatrix von f erhalten wir damit:
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'Qz,ﬁ 'Qm) =29 '23,741;
V2 V2 /2
—f 0] 2 0 —f
o0 1 0
0 1%L 0 £
11 01 0o —1
11 010 V2 0
0 0 V2|1 0 1
1 =2 =110 0
1 V2 =110 0 —1
V2 0 V21101 0
1 1—=2V2 V2+2
1+ 2V2 1 V2 =2
V2—2 242 2
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V2 V22

2 2 2

0 _V2 V2

\ﬁ 2 2

2o 0

1 1T 1 0

ol[-=1 1 0
0 0 V2



1.3. DREHUNGEN

Fir die gesuchte Drehung h folgt damit

hix)=Ax—b+b

1
4

14+ 2V/2 1 V2 =2
V2-2 242 2

X+ (1=2V2)y + (V2 +2)z
(14+2V2x +y+ (V2 -2z | —
(V2= 2)x 4+ (V2 + 2y + 2z
x+(1=2V2)y+ (V2 +2)z
(1+2V2x+y+(V2—2)z| —
(V2= 2)x 4+ (V2 + 2y + 2z

:x+(1—2ﬁ)g+(ﬁ+2)z—2
(1+2V2x+y+(V2—2)z+2

1 122 \/§+2][

(V2—=2x+ (V2 +2)y+2z+2

y —% 14+ 2V2
Z V2 =2

[V/2 4 2]

—|V2-2
2

V2 +2
2| V2-2
—2

V2
V2
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