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Kapitel 1

Pseudoinverse Matrizen

1.1 Motivation und Definition von verallgemeinerten Inversen

Betrachten wir lineare Abbildungen wie z.B. Streckungen, Drehungen, Spiegelungen im R" oder
Kombinationen solcher Abbildungen, dann stellt sich mitunter die Frage 'Gibt es Urbilder zu einem
bestimmten Element der Zielmenge und wenn ja, gibt es genau ein Urbild oder gibt es meherere und wie
lassen sie sich berechnen?’. Die gerade genannten linearen Abbildungen sind typische Falle von umkehrbaren
linearen Abbildungen eines endlichdimensionalen Vektorraums in sich selbst, Beispiele fiir sogenannte
bijektive Endomorphismen bzw. kurz Automorphismen. Und wegen der Bijektivitat oder Umkehrbarkeit ist die
gestellte Frage fiir solche Abbildungen leicht zu beantworten, es gibt fiir sie stets ein einseutig bestimmtes
Urbild.

Wie &Rt sich erkennen, ob ein Endomorphismus f: V' — V eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V
bijektiv, also umkehrbar ist?

Ist dim V' = n fur ein n € N, dann entspricht der Abbildung f genau eine Matrix A, € K"". Die
Abbildung f ist bijektiv, wenn die Determinante von A ungleich Null ist. Die Frage nach dem Urbild hat
somit die Antwort, dass es im Fall det(A ) # 0 ein Urbild gibt und zwar genau ein Urbild. Berechnen laft

sich das Urbild x mit dem linearen Gleichungssystem

Ax=b

Wegen det(A ) # 0 ist die Matrix A requldr und besitzt eine inverse Matrix é\;1 Mit dieser Inversen laRt

sich nun auch das Urbild x berechnen:
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KAPITEL 1. PSEUDOINVERSE MATRIZEN

Im Ergebnis bedeutet dies, dass fir eine requlare Matrix A € K"*" und jedes beliebige b € K" gilt:
AAb=b B

Insbesondere lassen sich fiir b der Reihe nach die Spalten der Matrix A einsetzen. Dies heift dann
zusammengefasst

b

A71

6

=4 (12)

Was ist aber, wenn die Matrix A € K"*" nicht reqular sondern singuldr ist, nicht den maximalen Rang
hat? Dann ist das Bild der zugehdrigen linearen Abbildung f ein echter Unterraum von V. Das heift, dass
einige Vektoren aus V' gar kein Urbild besitzen und andere unendlich viele. Ahnliches gilt, wenn die Matrix
nicht quadratisch und die zugehorige Abbildung kein Endomorphismus ist.

Gibt es fiir diese Félle von linearen Abbildungen f : V' — W, deren Matrizen singuldr oder nicht
quadratisch sind, etwas Ahnliches wie die inverse Matrix? Zum Beispiel eine Matrix, die mit b multipliziert
wenigstens eine von unendlichen vielen Losungen der Gleichung produziert oder im Fall der Unlosbarkeit
wenigstens ein optimales Element x € V fiir das f(x) zB. den kirzesten Abstand von b hat? Kurz: LaRt
sich der Begriff der Inversen einer Matrix auf beliebige Matrizen verallgemeinern?

Die Antwort ist, das so etwas maglich ist. Aber es ist nicht nur auf eine einzige Art moglich. Die entscheidende
Eigenschaft der Inversen, die wir fiir die Verallgemeinerung nutzen ist die Gleichung (1.2).

Definition 1.1. verallgemeinerte Inverse
Fir A€ K™" m,n € N nennen wir eine Matrix B € K" eine verallgemeinerte Inverse, wenn sie der
Gleichung

[N

B

b

~A (13)
gentgt.

Bemerkung 1.2.

(1) Im Fall m = n mit einer requldren Matrix A ist B = éq die einzige verallgemeinerte Inverse.
Beweis:
Sei B eine verallgemeinerte Inverse, dann gilt

ABA=A < ATABA=ATA
< BA=L
o BAA =LA
& B=A" O

(2) Im Allgemeinen ist die verallgemeinerte Inverse nicht eindeutig bestimmt, wie folgendes Beispiel zeigt.

Fir die singuldre Matrix A = 1 0] erfillen die Matrizen B, = [1 8] und B, = [1 0] die

00 0 1
Bedingung (1.3). Es gilt AB.A=A und AB,A= A

==)= =

Daher sind sowohl B, als auch B, verallgemeinerte Inverse von A.
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1.2. DIE MOORE-PENROSE-INVERSE ODER PSEUDOINVERSE

1.2 Die Moore-Penrose-Inverse oder Pseudoinverse

Wir werden in diesem Abschnitt die Bedingung (1.3) durch weitere Bedingungen erganzen, die sicherstellen,
dass es fiir jede beliebige A € C™*" genau eine verallgemeinerte Inverse éﬁ mit diesen Zusatzbedingungen
existiert. Zur Vorbereitung bendtigen wir den Begriff der adjungierten Matrix und den Satz iiber die

Singulérwertzerlegung.

Definition 1.3. adjungierte Matrix, hermitesche Matrix

(1) Fir A= (a;;) € K™ m,n € N nennen wir die Matrix A" € K™ mit

die adjungierte Matrix zu A.

(Der Querstrich bedeutet hier die konjugiert komplexe Zahl der (ibertrichenen Zahl.)

(2) Eine quadratische Matrix heilt hermitesch, wenn sie mit ihrer Adjungierten (ibereinstimmt.

A=A

Bemerkung 1.4.
Im Fall einer Matrix mit ausschlieblich rein reellen Komponenten

- stimmt die adjungierte Matrix mit der transponierten Matrix tiberein.

- ist die Matrix genau dann hermitesch, wenn sie symmetrisch ist.

Also fir A =& R™" gilt

A=4 und A=Aed =4
Beispiel:
Zur Matrix A = [2 i i 1 T : _52[] lautet die adjungierte Matrix
32— 3 241
A=1T+i 1 |=[1—i 1
—2i 5 205

Satz 1.5. Rechenregeln fiir adjungierte Matrizen
FirAe K™ mneN, B K™ und z € C gilt:

(M @By = B4
@ () = A
B @)y = A
(4) (é*)*1 — (AT falls A reguldr ist

Inhalt



KAPITEL 1. PSEUDOINVERSE MATRIZEN

Satz 1.6. Singuldrwertzerlequng (SVD - singular value decomposition)und reduzierte Singuldrwertzerlegung
(RSVD)

Zu einer beliebigen Matrix A € C"*" gibt es stets Matrizen

vecmmy e C™ mit U'U = E, bow. V'V = E, und eine Diagonalmatrix L € R™" mit
nichtnegativen Komponenten, fiir die gilt: o

RS

=ULv:. (SVD)

Daraus ldkt sich fir Rang A = r > 0 eine kompaktere reduzierte Singuldrwertzerlequng (RSVD) gewinnen,
die den Rang beriicksichtigt und eine quadratische requldre Diagonalmatrix L verwendet.

Es gibt Matrizen U € C™" V. € C™" mit U" U = E, bzw. V" V. = E, und eine Diagonalmatrix L € R™"
mit nichtnegativen Komponenten, fir die gilt: o o

A=ULV". (RSVD)

1o
101

Die (m x m)-Matrix U bilden wir aus normierten Eigenvektoren der Matrix A; A und die (n x n)-Matrix
V bilden wir aus normierten Eigenvektoren der Matrix A" A .

Beispiel 1.7
Wir bestimmen die SVD der Matrix

RS

Die (m x n)-Matrix L enthalt die Quadratwurzeln der entsprechenden Eigenwerte auf der Hauptdiagonalen

Berechnung von U und L:

1
g
0

Das charaktertsttsche Po

x>
—_ O

—_—

ynom lautet
p(A) = det(AA" — AE) = (2 — AN —1=1—41+3

Somit haben wir die Eigenwerte Ay = 3,4, =1

Damit erhalten wir die Matrix
V300
0 10

Die Bestimmung von normierten Eigenvektoren ergibt

_ _ ]
ﬂ1_\/§1:ﬂ2_\/§_1

[I™M

Inhalt 4



1.2. DIE MOORE-PENROSE-INVERSE ODER PSEUDOINVERSE

Damit erhalten wir die Matrix

Berechnung von V:

E
g:ﬁb —1]

10 110
ga- [y -] e
01 011
hat das charakteristische Polynom p(A) = —A(A—1)(A—3) und damit die Eigenwerte Ay =3, 4, = 1,43 =0

Die Bestimmung von normierten Eigenvektoren ergibt

Damit erhalten wir die Matrix

Es folgt

1

23

v—L12 1 L—11
‘1ﬁ1' V2 ﬁ1
11¢§ﬁ
V=—l|2 0 —V2
%1\@%?

1 2 1

A SR T
B V2 V2 V2

1 1 Vi oll1 2 1

[1 —1] [0 1] [ﬁ 0 —ﬁ] (RSVD)

Satz und Definition 1.8. Moore-Penrose-Inverse, Pseudoinverse
Ist K der Kdrper der reellen oder der komplexen Zahlen ( K = R oder K = C ) und sind m,n € N zwei
beliebige natiirliche Zahlen, dann gibt es zu jeder Matrix A € K™ genau eine Matrix P € K"™™ mit

den Eigenschaften

(1) APA A
() PAP = P
() APy = AP
@) (PA" — PA

Die vier Gleichungen

(1)-(4) werden Penrose-Gleichungen (oder auch Moore-Penrose-Bedingungen)

genannt. Die eindeutig bestimmte Matrix P wird mit é\+ bezeichnet und Moore-Penrose-Inverse oder
kurz Pseudoinverse genannt.

Bemerkung 1.9.
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KAPITEL 1. PSEUDOINVERSE MATRIZEN

Wegen der Bedingung (1) ist eine Pseudoinverse stets auch eine verallgemeinerte Inverse. Damit ist die
Existenz und Eindeutigkeit der Pseudoinversen zu einer requldren Matrix mit Bemerkung 1.2 schon bewiesen.

Beweis:

Zu zeigen ist hier zweierlei, erstens, dass es keine zwei verschiedenen Pseudoinversen zu einer
Matrix geben kann (Eindeutigkeit) und zweitens, dass zu jeder Matrix mindestens eine Pseudoinverse gibt

(Existenz).
Zur Eindeutigkeit:

Es seien Py, P, zwei Pseudoinverse zu einer Matrix A.

Wir zeigen_zuﬁchst, dass
(1.4)

und
1A (15)
gilt.

Nach der Penrose-Gleichung (1) gilt A= AP A
Damit folgt durch Multiplikation mit P von links

PiA= P APA

PP nach (4
= [(_ﬂé\) (Eé\) [ nach Satz 1.5(1)
= [P_T(é&_é\) I Assoziativitat der Matrixmultiplikation
= [3_1 4]*_ nach (1)
= P__1 A nach (4)

Durch Multiplikation mit 2 von rechts folgt
AP, = AP\ AP,
C—(AP) AP ach (3

= [(é\_P_z) (4:) I nach Satz 15(1)
= [(é\ié\) P_T]* Assoziativitat der Matrixmultiplikation
= (éP_T)* N nach(1)
=A P_T nach(3)

Inhalt 6



1.2. DIE MOORE-PENROSE-INVERSE ODER PSEUDOINVERSE

Mit diesem Ergebnis konnen wir nun zeigen, dass die beiden Pseudoinversen iibereinstimmen mussen.

Pi=PiAP: nach (1)
=Pi(AP)
— P.(AP)) nach (14)
=P AP
— (P AP, nach (15
- PAP,
= é N nach (1)

Zur Existenz:

Wir verwenden hier die Singuldrwertzerlegung von Matrizen A € C™*", um ganz allgemein die Existenz von
Pseudoinversen zu zeigen. Wir werden im Anschlul an den Beweis sehen, dass wir diese in vielen Fallen
nicht bendtigen, um die Pseudoinverse zu berechnen.

Ist A eine (m x n) Nullmatrix, dann hat die (m x n) Nullmatrix P die gewiinschten Eigenschaften.
Ist Rang A = r > 0, dann existiert eine reduzierte Singularwertzerlegung (RSVD)

[P
I
[|=

LV (RSVD)

mit g = (C’”Xr,l e C™" mit

U U=E bzw. V'V =E und einer Diagonalmatrix £ € C™.
Die Matrix P = VI~ U mit U,

Y
V, L ist pseudoinvers zu A.
Dies laBt sich durch Nachrechnen der 4 Penrose-Gleichungen tberprifen.

Da die Pseudoinverse nach dem ersten Teil des Beweises eindeutig ist, folgt dass é+ entweder eine
Nullmatatrix ist oder

A =YY

[l

mit g g; aus der RSVD zu é\ . O]

Beispiel 1.10
Wir bestimmen die Pseudoinverse der Matrix

Aus Beispiel 1.7 kennen wir die RSVD der Matrix A:

T 11 1 [|vV3ol]1 2 1
:ﬁb —1][0 1] [ﬁ 0 —ﬁ] (R5VD)

[BS

7 Inhalt



KAPITEL 1. PSEUDOINVERSE MATRIZEN

Es folgt
- 9% -1 r q*
g A2 V3 0| |1 1
= 2/3|V3 0 =3 |0 1 1 —1
_ T r =2-1 r —_
v 2 o [viol 1]
T 2V3(|V3 0 =3 |0 1 =1
TN
e |
2@1_ﬁ 0 1 -
1;?L[10”11]
2V3 |1 L3 310 V3|1 —1
_1;? [1 1]
[ 4 2] 2 1
—l2 2]=3]1
—2 4 —1 2
Lemma 1.11.

Hat eine reelle (m x n) Matrix A vollen Spaltenrang (alle Spalten sind linear unabhdngig), dann ist A" A
requldr.
Bei vollem Zeilenrang ist entsprechend AA" requldr.

Fiir komplexe Matrizen ist bei vollem Spaltenrang A" A und bei vollem Zeilenrang A A" requldr.

Beweis:

Da Spalten- und Zeilenrang durch transponieren bzw. adjungieren ineinander iibergehen, brauchen wir die
Aussage nur fiir den Spaltenrang zu zeigen.

Die Spalten ay, .. ., a, der Matrix A sind nach Voraussetzung linear unabhdngig, d.h.

die Gleichung ég =xdy, ..., xpa, = 0 hat nur die triviale Losung x; = ... = x, = 0.

Somit gilt Kern A = {0}.

Wir zeigen jetzt, dass auch Kern A" A = {0} qilt. Daraus folgt dann mit dem Rangsatz oder Dimensionssatz,
dass A" A requldr ist

Inhalt 38



1.2. DIE MOORE-PENROSE-INVERSE ODER PSEUDOINVERSE

Sei x € Kern A" A also 0 = (A" A)x, dann folgt durch Multiplikation mit x" von links

0=x"(A"Ax=(x"A")(Ax)

2
-2+
= Ax=0
= x € Kern A = {0}
= x=0
= Kern A"A = {0}

Ersetzen wir Gberall das Tranponieren durch Ajungieren, dann ergibt sich der Beweis fiir den komplexen
Fall. [

Satz 1.12. Rechenregeln fiir Pseudoinverse
Fir beliebiges A € C"™" gilt:

(1) A=A
(2) (AAT )T = (A AT
(3) WA =< A" fir AeCH

(4) Das Bilden der Pseudoinversen ist mit Transponieren, Konjugieren und Adjungieren vertauschbar:

(@) = (o) (@) =(a) (&) = (&)

(5) Tychonov-Regularisierung

i (A"A+ 0E) A" = AT = lim A'AA" + OE)

0—0 — 0—0 — ——

Beweis:

(1) Hat A die (RSVD) A= UL V", dam gilt

und

=
_
+
[|
[l<=
I~
IR
S
Il
[l
[IM
<
[|
IS
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KAPITEL 1.

PSEUDOINVERSE MATRIZEN

(2)

Inhalt

Hat A die (RSVD)

A=(uzy) —vr v
=YiY
Da L eine reelle Diagonalmatrix ist, stimmt sie mit L iiberein.
AN ULV VIU
~~
=£
~ULLU
—ury
(ax) = (uzv)
1
-u () U
Ay at=(vey) (uzr)
—ur vy
=£ z ££ =
—ur'c'y
—u(z) U
Wegen L =diaq(ay, .. ., ;) gilt
S _diag(- L
L —dLag(U1 , 1 : Ur) und
N2 —1
(") = dlag(a_f' . U_,Z) = (%)
Damit folgt
1 2
(ax) =u(z) v=u(z") v=uy

...als Ubung empfohlen
..als Ubung empfohlen

Essei A= UL V" die SVD zu A, dann gilt analog zu Teil (2)

AuRerdem gilt



13. BERECHNUNG VON PSEUDOINVERSEN FUR BESONDERE FALLE

Damit erhalten wir

AA+OE=VEV +VIEV
0

=V(Z+op Vv
o +0 0 0
=V : Ve
0 0 of + 0
und damit
- -
g 0 . 0
A A+0E) A =V : VLU
0 0 021+6
=V z v
i 0 0 . azg_+a_
;7 0 0
0 0 -
—VIyu =4

Damit haben wir

lim (A"A+0E) A" =

0—0 — —

gezeigt. Die zweite Grenzwertaussage folgt analog.

An Stellen mit g, = 0 steht hier eine Null

An Stellen mit g, = 0 steht hier eine Null

A+

1.3 Berechnung von Pseudoinversen fiir besondere Falle

Diagonalmatrizen

Wenn A eine Diagonalmatrix ist, dann ist auch éJr eine Diagonalmatrix. Die Pseudoinverse entsteht aus A

A= diag(an, .. ., pn)

11

durch Ersetzen der Diagonalelemente ay, #+ 0 durch ihren reziproken Wert.

0, wennay =0

l, sonst.
gk

mit

Inhalt



KAPITEL 1. PSEUDOINVERSE MATRIZEN

Matrizen mit vollem Spaltenrang (d.h. mit linear unabhangigen Spaltenvektoren)
Nach Lemma 1.11 ist A® A unter dieser Voraussetzung requldr und besitzt somit eine Inverse mit

E-(ra) (ga)=| [g4) a2

x>

Damit erhalten wir fir Matrizen A € C"*" mit Rang A = n die Pseudoinverse

a=(aa) a

Matrizen mit vollem Zeilenrang (d.h. mit linear unabhangigen Zeilenvektoren)
In diesem Fall ist B := A" eine Matrix mit vollem Spaltenrang und es gilt

BT — (2*2)1 B

Durch Adjungieren folgt

B) = ((z8) &) - (2)((z8) "]

und nach den Rechenregeln 1.5, 1.12 gilt

o)
I
=

*
=
I
x>
58

+
=

|
IS
—=

|
B
+

Es folgt

[
[[ss)

I
[N
[BS
[

Also gilt fir Matrizen mit vollem Zeilenrang

Inhalt 12
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13. BERECHNUNG VON PSEUDOINVERSEN FUR BESONDERE FALLE

Matrizen, nicht diagonal und nicht mit maximalem Rang

(d-h. (m x n)-Matrizen mit r = Rang A < min{m, n} und mindestens ein a;; # 0 fir i # j
Mit den bisherigen Hilfsmitteln bleibt hier die SVD bzw RSVD als Methode ibrig.
Fir die SVD qilt:

Die Singuldrwerte, also die Diagonalelemente von ¥ sind die Quadratwurzeln aus den Eigenwerten von

AA™.
Die Spalten von U sind die normierten Eigenvektoren zu den Eigenwerten beziiglich AA".
Die Spalten von V sind die normierten Eigenvektoren zu den Eigenwerten beziiglich A" A.

Beispiel 1.13

0
0

pS
Il

O O

o O O

1
2

o O

Die Pseudoinverse ist A" =

O O NI=
o O O

1
A =12
B 3
Die Matrix hat nur eine Spalte. Diese ist vom Nullvektor verschieden und deshalb linear unabhéngig.
Die Matrix hat also vollen Spaltenrang. Daher gilt nach (1.6)

A= (A Az)1 A

1
AA =12 3| |2 =14440=10 = (& A) = und daher
3

A= 2 3

Wegen A; = A, qilt

13 Inhalt



KAPITEL 1. PSEUDOINVERSE MATRIZEN

20
3 2
0

O O O

0

Hier bestimmen wir die Pseudoinverse tber die SVD.
2 0 0[]2 30 4 6 0

AAY=13 2 0] |0 2 0|=1|6 13

- 000|000 0 0
Das charakteristische Polynom lautet

p(A) = det(As — AE) = —A( — 16)(A — 1)

0
0

Somit haben wir die Eigenwerte A4y = 16,4, =1,43 =0
Damit erhalten wir die Matrix

L=

o O B
o - O
o

Die Bestimmung von normierten Eigenvektoren ergibt

hat die gleichen Eigenwerte.
Die Bestimmung von normierten Eigenvektoren ergibt

Damit erhalten wir die Matrix

Inhalt 14



13. BERECHNUNG VON PSEUDOINVERSEN FUR BESONDERE FALLE

Es folgt

4
0
0

oS - O
o O O
5~
1

0
0
V5

1 ; [ ] 1 [2 1
\/500 N

ol

|
oNnlul ©

N
oNl— o

0 0
——|=320
0 0

2 0
1 -2 0 (SVD)
0

0 V5

] (RSVD)

Wegen der speziellen Struktur dieser Matrix hatten wir hier alternativ auch zuerst die Pseudoinverse

von é = E (2)] berechnen konnen.

15
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KAPITEL 1. PSEUDOINVERSE MATRIZEN

Alternative Berechnung von Aj:

-1
g =88 &
Lo 2 3]|20f |13 6
B'B= 0 2”3 2]_[6 4]
det(B* B) = 52 — 36 = 16
RURTEI  I )
(é é) 16 |—6 13

A
4 1-3 2

Wenn wir jetzt die zuvor weggeschnittenen Nullen wieder anfiigen, erhalten wir

1200
@*:Z—320
o 0 00

1.4 Pseudoinverse und Projektionen

Vorbemerkungen tiber Projektionen:

Eine lineare Abbildung P : K" — K" ist eine Projektion, wenn Po P = P bzw éz = A fir die zugehdrige
Matrix A gilt.

Ist A eine Projektionsmatrix, dann gilt:
Bild A=Kern(E—A)=Kemn(A—-L) (1.8)
Ken A=Bild(£—A)=Bild(A—-E) (1.9)
Zum Beweis:

Zu (1.8):
Sel yE Bild A, dann gibt es ein x € K" mit y=Ax

x>
\[2
1=
|
[Im™
|
x>
=
|
I
|
x>
I
\[2
[
I
[
I><
\[2
I
m
W
a
nS

x € Kemn(E—

Inhalt 16



1.4. PSEUDOINVERSE UND PROJEKTIONEN

Zu (1.9):
xeKemA= (E-Ax=x-Ax=x—-0=x=x€Bld(E-A)
Set y € Bld(E —A), dann gibt esein x e K" mit y = (£ —A)x.

Eine Projektion ist orthogonal, wenn zusdtzlich zur Projektionseigenschaft der Vektor x — A x stets das Lot

von x auf den Unterraum ist, auf den projiziert wird:

Bild (E — A) L Bild A (1.10)

Aus 1.10 folgt mit der Gleichung (1.9):
Die Projektion mit der Matrix A ist genau dann orthogonal, wenn

Kern A L Bild A. (111)

Fir lineare Projektionen gibt es zwei Extremfalle: Die Projektion auf den gesamten Raum und die Projektion
auf den Nullpunkt. Davon verschiedene Projektionen bezeichnen wir als echte Projektionen.

Ist P eine echte Projektion, dann ist die zugehorige Matrix A weder reguldr noch die Nullmatrix. Also
sind sowohl Bild P = Bild A als auch Kern P = Kern A echte Unterrdume des K" und verschieden vom
Nullraum.

Als Folgerung ergibt sich daraus, dass echte Projektionen genau zwei Eigenwerte haben.

Up := Kern A # {0} ist Eigenraum zum Eigenwert Ay = 0, denn fiir x € Kern A gilt

Ax=0=0 x=Ax

I><

Uy := Bild A # {0} ist Eigenraum zum Eigenwert A; = 1:
Ist y € Bild A dann gibt es ein x € K" mit y=Ax

xS
[

(A) = (Ad)x =

RS

y= x=y=hy

Verschiedene Eigenrdume haben nur den Nullvektor gemeinsam. Aus dem Dimensionssatz folgt dann, dass
es keine weiteren Eigenrdume und damit auch keine weiteren Eigenwerte geben kann.

Ist die Matrix A reell und symmetrisch oder komplex und hermitesch, also A = A", dann gilt

fir alle x,y € K" - <é\5,g> - <5,§g> (112)

und die Eigenraume sind paarweise orthogonal.
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KAPITEL 1. PSEUDOINVERSE MATRIZEN

Nach diesen Vorbemerkungen kommen wir nun zu Projektionen, die Pseudomatrizen verwenden.

Satz 1.14.
Fir eine beliebige (m x n) Matrix A gilt:
Die Matrix B .= A é\+ beschreibt eine orthogonale Projektion auf Bild A.

Beweis:
Wir zeigen zundchst, dass B die Matrix einer Projektion ist.

j

oo,

I
+
1>
1>
+

x> x>
+

nach der Penrosebedingung (1)

I
oo x> x>

Damit ist B die Matrix einer Projektion. Der Unterraum auf den projiziert wird, ist Bild B.
Als nachstes zeigen wir, dass durch B eine Projektion auf Bild A gegeben ist. Dazu miissen wir zeigen,
dass Bild B mit Bild A tbereinstimmt.
Da B die Verkettung zweier linearer Abbildungen beschreibt, ist das Bild eine Teilmenge des Bildes der
zuletzt anzuwendenden Matrix, d.h.

Bild B C Bild

x>

Ist y ein beliebiges Element aus Bild A, dann gibt es ein x € K" mit y = A x. Es folgt mit der
Penrosegleichung (1)

12>

By=AA"y=AAAx=Ax=y
A

d.h. yE Bild é fur alle y e Bild A. Also

Damit ist die Gleichheit der Bilder bewiesen.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Projektion orthogonal ist. Nach der Penrosegleichung (3) gilt:
B =(AA) =AA"=8

Damit folgt aus (1.12) fiir beliebige x, y €

K
((£— A m7y) = (A7 (E - M) y)
_ <(:A+—(M+)2)xg>
- <(=A*—£) x z>
= {0xg) =0
= (E—AAT)x L Bild AA*
Damit haben wir nach (1.10) die Orthogonalitat gezeigt. [
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1.5. ANWENDUNGEN ZUR PSEUDOINVERSEN

Durch Vertauschen der Rollen von A und é\* und Verwendung der Rechenregeln 1.12 folgt das

Korollar 1.15.
Fiir eine beliebige (m x n) Matrix A gilt:
Die Matrix B := A" A beschreibt eine orthogonale Projektion auf Bild A™.

1.5 Anwendungen zur Pseudoinversen

Die Pseudoinverse kann erfolgreich verwendet werden, um lineare Gleichungssysteme Ax = b zu losen,
deren Matrix nicht requldr ist. Bet homogenen Systemen kann stets die allgemeine Losung ermittelt werden.
Bei inhomogenen Systemen liefert x := é\*Q eine partikuldre Losung, falls das LGS losbar ist.

Ist das LGS nicht lsbar, dann ist X == é\*Q eine optimale Naherungslosung, fiir die gilt

Jox— o] oo o] [ < |
A+

b — b das Lot von b auf Bild A.

denn nach (1.10) und Satz 114 ist Ax —b=A

x wird in diesem Fall als Minimum-Norm-Losung bezeichnet. Im Detail:

Satz 1.16.
Fir eine beliebige (m x n) Matrix A gilt

Kern A = Bild (E — A" A)

Das heiBt, das das homogene LGS A x = O den Unterraum Ly, = Bild (E — é\+ A) als Losungsraum
besitzt.

Mit anderen Worten:

Ist sy, ..., s, eine maximale Auswahl von linear unabhdngigen Spalten der Matrix £ — é\* A, dann lautet

die allgemeine Losung des homogenen Systems A x = 0

k
Xhom = t1§1 + ...+ tk§/< = Z tv§V~
v=1

Beweis:
Nach der Penrose-Gleichung (1) gilt

A= A" GAL=ALA
GAE—AAA=0
o4 (E-aa) =0

Daraus folgt fir alle t € C™:
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KAPITEL 1. PSEUDOINVERSE MATRIZEN

Somit gilt Kern A C Bild (é — é*é\) Das heikt aber nichts anderes als

Kern A= Bild (£ A"A)

Satz 1.17.
Fir das LGS Ax = b mit einer beliebigen komplexe (m x n) Matrix A und b € C" gilt:

Ist das LGS lésbar, also Rang A = Rang A|b, dann ist
p = é+g eine partikuldre und x = é+g + Xpom die allgemeine Ldsung.
Der affine Losungsraum ist somit durch

X

L(b) = A"b+Bild (£~ A*A

gegeben.

Ist das LGS unldsbar, also Rang A < Rang Alb, dann ist
X = é\+g eine Minimum-Norm-Lasung.

Beweis:
Im Fall eines losbaren Systems ist lediglich zu zeigen, dass x, = éﬁ@ eine Losung ist.
Nach Voraussetzung gilt Rang A = Rang A|b, also liegt b in Bild A. Damit existieren Skalare A, € C mit

b=y ke, 113

Nach der Penrose-Gleichung (1) gilt
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1.5. ANWENDUNGEN ZUR PSEUDOINVERSEN

Also bildet (é\ éﬁ) die Spalten von A auf sich selbst ab.

(é é*) a, = a, k=1, n
Daraus folgt mit (1.13) :
Ax,=A (47D
- (a4
—(44) Y ha,
k=1
=) & (é‘ é‘+) ay
k=1
= Aay=>b
k=1
Zum unlésbaren System:
Wegen Ax € Bild A gilt fur alle x € C™:
-] < x5

wenn b die orthogonale Projektion von b auf Bild A ist.

Nach Satz 1.14 ist die orthogonale Projektion durch die Matrix éé\+ gegeben.
Aus
s2-4 (5 - (a) -

folgt die Behauptung, dass x = é\*Q etne Minimum-Norm-Ldsung ist.

Jaz— o] - | [as-d] [z o}

dx—t]
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KAPITEL 1. PSEUDOINVERSE MATRIZEN

Beispiel 1.18 Unterbestimmte lineare Gleichungssystem

(1)

Inhalt

Gesucht sind die Losungen von
X+ 2y + 3z =28

Hier ist é = [1 2 3] und wir erhalten X, = é 28 = 1

1
14

1
4

[/
|
x>

+
RS
I
[/

1
§ 12 3]-E-
Es folgt

L={4|+Span~ |2

Icr

l6sen ist A x =

e

Die Matrix A hat vollen Zeilenrang. Daher gilt

A=

und
1 2 =2
-1 _
ad) _2[—2 3]
folgt
1 1
1 2 =2
10 2 1—-2 3
1 1710
E-AA=5 |26~ |11 0f |=
0 0 2



1.5. ANWENDUNGEN ZUR PSEUDOINVERSEN

Diese Matrix hat den Spaltenrang 1 und wir erhalten

1
Lpom = Kern A = Span —1

Eine partikuldre Losung erhalten wir durch

1 1 1+t
x=|1|+t|-1|=1]1T—1t}, teC
1 0 1

Beispiel fir ein komplexes System
Zu losen ist Ax = b mit

2 140 —i . —1
1—i 1 =1 = |1+

Die Matrix A hat vollen Zeilenrang. Daher gilt

é:

At =AAA)
Mit
2 1
P Rt B I B I AR B
== [1—=i 1 =1 _ 13-4 4
i —1
und _
1 4 34
-1 _
BAT" =3 | 5,4 7
folgt ]
X 2 14 ’ 4 34 1 14 1T —i
e L I EE TR A ) B
- : 3 3.3
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KAPITEL 1. PSEUDOINVERSE MATRIZEN

dh
L

E-AA=|-1+i 2 0

0 0 0

Die zweite Spalte ist das (—1 — i)-fache der ersten Spalte. Diese Matrix hat somit den Spaltenrang 1
und wir erhalten

1
Lpom = Kern A = Span -1+

Eine partikulare Losung erhalten wir durch

Die allgemeine Losung lautet somit
1 —1+i 1

3 0
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Beispiel 1.19 iberbestimmte lineare Gleichungssysteme und Regression

R? eine qut approximierende Kurve eines bestimmten Typs zu finden. Genauer suchen wir nach Geraden
oder Parabeln (n-ten Grades), d.h. Graphen von Polynomen P mit der Eigenschaft, dass die Summe
(yr — P(x1))? + ...+ (y1 — P(x))* minimal wird.

Gegeben sind die Punkte (1;7),(2;2),(3; 1), (0; 0)
(1) Welche Ursprungsgerade y = mx ist die beste Nédherung fiir die Punkte?
(2) Welche Gerade y = mx + b ist die beste Naherung fir die Punkte inklusive Nullpunkt?

(3) Welche Parabel 2ter Ordnung liefert die beste Approximation?

(1) Welche Ursprungsgerade y = mx ist die beste Néaherung fiir die Punkte?
Die Antwort liefert die Minimum-Norm-Ldosung von

Damit erhalten wir

Die gesuchte Usprungsgerade ist y = x.

(2) Welche Gerade y = mx + b ist die beste Naherung fir die Punkte inklusive Nullpunkt?

Das Gleichungssystem lautet jetzt

S = NN
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bzw

—1
A= (a4
Mit
§ 12 3
éé‘_b 1 1
und
1] 2
A A = —
a4 20 [—3
folgt
1] 2
At = —
= 2 [—3
_ AT
20 | 4

Die Minimum-Norm-Lésung lautet:

7
disii
0
Die gesuchte Gerade ist somit:
14 —x

9= 770
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1.5. ANWENDUNGEN ZUR PSEUDOINVERSEN

Welche Parabel 2.ter Ordnung liefert die beste Approximation?
Gesucht sind die Koeffizienten des Polynoms

y(x) = ax’ + ayx + ag

Dazu bestimmen wir die Minimum-Norm-Losung von

a + a + a 7
402 + 201 + a = 2
9a; + 3a1 + ay = 1
do 0
T 11
, , 4 21 Ay e T
Die Matrix A = 9 3 1 hat vollen Spaltenrang. Somit gilt A =(é\ é\) A
0 0 1
T 11
1490421 98 36 14 49 18 7
é\*é\=1230931=36146=21873
T 1 11 00 1 14 6 4 /7 3 2
und
’ 5 =15 5
WA =551 49 2
5 =21 19
Es folgt
’ 5 =15 5 490
éﬁ:Z_O —15 49 -2 2 30
5 =21 19 T 11

’ -5 -5 b 5
=— |13 17 =9 -2
-3 1 19

N
()
(O8]
1
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Die Minimum-Norm-Lésung lautet:

) 7
2
2
— At
o=,
0 0
e s s ;
=55 |13 17 -9 21 ]
30301 19,
—10
1
=z | 2
4

Die gesuchte Parabel ist somit der Graph von:

—10x2 +29x + 4
ylx) = -
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