Robert Labus Wintersemester 2016/2017
Sturm-Liouville-Probleme

Funktionenrdaume

Im Folgenden sind a,b € R zwei reelle Zahlen mit ¢ < b und k € N eine natiirliche Zahl.
Mit J bezeichnen wird das abgeschlossene Intevall / = [a; b].

Definition 0.1. Stetige Differenzierbarkeit auf abgeschlossenen Intervallen

(i) Eine stetige Funktion f : J — R heikt k-mal stetig differenzierbar, wenn f auf jo = (a;b) stetig
differenzierbar ist und sich alle fO i=1,.. k stetig auf | fortsetzen lassen.

(ii) Eine stetige Funktion f = g+ ih : J — C heibt k-mal stetig differenzierbar, wenn g = Re f und h = Im f
auf | k-mal stetig differenzierbar sind.

(iii) Mit C¥(J,R) bzw. CX(J,C) bezeichnen wir die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren reelwertigen bzw.
komplexwertigen Funktionen auf .

Bemerkung 0.2. Die Mengen C*(J,R) und C*(J,C) bilden mit der Addition von Funktionen

f+ g mit (f + g)(x) = f(x) + g(x) fir alle x € J

und der Multiplikation von Funktionen mit einem Skalar

Af mit (Af)(x) = Af(x) fir alle x € J

einen reellen resp. komplexen Vektorraum.

Diese Vektorrdume besitzen keine endlichen Basen, es handelt sich um unendlichdimensionale Vektorrdume.

a
Fir das Weitere bezeichnen wir mit ¢ = [ 1] und B = [?] zwei Vektoren des R?, deren Komponenten nicht
@ 2

beide gleich Null sind, dh. @, B € R?\ {0}.

Fir Funktionen u € C?(/,C) bezeichnen wir die folgenden Gleichungen als Randbedingungen.

/ ayu(a) + au'(a) =0
Il Biu(b) + Bou'(b) =0

ux)
u'(x)

Mit der Bezeichnung 0(x) := [ ] lauten die Randbedingungen:

I (a; (@) =0 wund 1l (B;a(b))=0

Die Menge aller Funktionen u, die den Randbedingungen | und Il geniigen, bilden einen Unterraum von C%(J,C).
Diesen Unterraum bezeichnen wir mit D

D={ueCC) | aqula)+au(a=0 und Bub)+Bu()=0}



Der Unterraum D enthélt mindestens die Nullfunktion 0, d.h. die konstante Funktion 0 mit 0(x) = 0.

Wir werden D im Weiteren als Definitionsbereich von Differentialoperatoren verwenden. Die Vorgabe von

Randbedingungen erfolgt somit direkt durch den Operator mittels seines Definitionsbereichs.

Sturm-Liouville-Operatoren

Definition 0.3. Sturm-Liouville-Operatoren
Fiir zwei reellwertige Funktionen p € C'(J,R) und q € C°(J,R) heibt die Abbildung L mit

L: D — CU,C)
u > Lu] = —(pu') +qu

ein Sturm-Liouville-Operator, kurz SL-Operator.

Bemerkung 0.4. L ist ein linearer Differentialoperator 2. Ordnung.
Lu] = —(pu') + qu = —pu" —p'v"+ qu

Definition 0.5. Eigenwert, Eigenfunktion eines SL-Operators
Wird eine Funktion u € D\ {0} durch L auf ein Vielfaches von sich selbst abgebildet,

Lu] = Au reC

dann heikt u ein Eigenvektor oder eine Eigenfunktion und A ein Eigenwert des SL-Operators.

Lemma 0.6.
Ist L ein SL-Operator, dann gilt fiir alle u,v € D
b b
/v Lu] dx = /LMU dx

Beweis:

Zunachst zeigen wir, dass F = p(uv’ — u’v) eine Stammfunktion von v L{u] — Lv]u ist.
Dann zeigen wir, dass £ am Rand von / Nullstellen hat.

Daraus schliessen wir dann auf die Behauptung.

Aus (0.1) erhalten wir

vUu]— Uvlu = v(—pu" — p'u" + qu) — (—pv" — p'V' + qv)u
= p'(uv' — u'v) + p(uv" — u"v) + g(uv — uv)

= p'(uv' — u'v) + puv” — u"v)

(0.1)



und

dF d , ,
EZ—X[P(UV —u'v)]

d

=p'(uv/ —u'v)+ pl'vV + v —u"v —u'V)
/

=P

(wv —u'v) + p((uv” — u"v).

Somit gilt

vUu]— vy = dix [p(uv —u'v)] = F'(x)

Wir zeigen jetzt, dass F(a) = 0 = F(b) gilt.
Aus u,v € D folgt, dass v und v die Randbedingungen erfillen: <g; Q(a)> =0 und <g; 2(0)} =0

5 0=Viaa; i)~ ula)(a; da)) = <[Z;] ; [(())Ei - (())(())]>
- <[Zl] ; [“(”W“” ) V“’)“/(”)]> ~ (vlaW(a) ~ vla)la)) @
und
0= ulo){a; 2oy —vioa: dle)) = <[Z;] ; [u“(‘a"))VV,EZ; - ZEZ;ZE("C})P
] o] it
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(u(a)V(a) — v(a)u'(a))
und (da nach Voraussetzung a # 0 ist)
u(a)v'(a) — v(a)u'(a) = 0 = F(a) = p(a) u(a)v'(a) — v(a)u'(a)] = O

Tauschen wir in dieser Rechnung @ durch B und a durch b aus, dann folgt

F(b) = p(b) u(b)v'(b) — v(b)u'(b) ] = 0



Damit erhalten wir aus (0.2) :

b

/v ] — Lv]u dx = [F(x)] — Fla)— F(b) =0

=>/va[u] dXZ/bL[v]udx

Mit dem Lemma konnen wir jetzt zeigen, dass ein SL-Operator nur reelle Eigenwerte besitzen kann.

Satz 0.7.
Ist A € C ein Eigenwert eines SL-Operators L auf D, dann gilt Im A =0, d.h. A ist reell.

Beweis:
Mit A ist auch A ein Eigenwert von L.
st u € D eine Eigenfunktion fiir A, dann ist auch & € D und T ist eine Eigenfunktion zu .
Daher gilt
Lu] = Au und L[a] = Au

Mit Lemma 0.6 folgt aus v, € D :

[=nd

=/)tuU— u AT dx
b

== [ 1] ox

a
~—_———
>0

Das letzte Integral ist groRer als Null, da v stetig ist und nicht identisch gleich Null ist.
Es folgt 2lmA=A—A=0, d.h. A ist reell.

Beispiel 0.8
Cesucht sind alle Parameter A € C und alle v € C?((0; (],C) fiir ein gegebenes [ € R>?,
welche die DGL

U+ Au=0 mit der Randbedingung u(0) = u(l) =0

losen.

Diese Aufgabe entspricht der Suche nach Eigenwerten und Eigenfunktionen des SL-Operators
Lul = —u” auf D ={ue CC)|au0) + au'(0) =0 und Bu(l) + Bu'(l) =0}
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mit
J=10;1], Q:B:H' px) =1, qx)=0

Nach Satz 0.7 sind alle Eigenwerte reell.

Wir zeigen zunachst,
(i) dass Null kein Eigenwert ist,
(it) dass es keine negativen Eigenwerte gibt.

zu (i): Angenommen A = 0 wdre ein Eigenwert.

Dann gibt es eine Eigenfunktion v € D, u # 0 mit

Lu]=—u"(x)=0-u(x) =0

= ulx)=Ax+B

Aus den Randbedingungen folgt: O=u0)=Bund0=u()=A-l=A=0
Insgesamt folgt u(x) =0, dh. v =0 4 Widerspruch zur Annahme.

Also ist A =0 kein Eigenwert.

zu (i): Angenommen Ay < 0 wdre ein Eigenwert.

Dann gibt es eine Eigenfunktion v € D, u % 0 mit Lu] = Ayu
= —u'=hu=u"=—lu=|A|lu
Damit lost jede Eigenfunktion v die DGL
u"—|hlu=0 (0.3)
Das charakteristische Polynom der DGL (0.3) ist  p(4) = > — |Ao].
Es hat die Nullstellen A, = £~/ Ao|.

Damit bilden die Funktionen uy(x) = eV uy(x) = e
ein Fundamentalsystem fir (0.3).

—|Ao[x

Beide Funktionen gehdren aber nicht zu D, d.h. sie erfiillen nicht die Randbedingungen, denn
u(0) = u(0) =e® =140
Es gibt daher keine Eigenfunktionen zu Ay < 0 4 Widerspruch zur Annahme.

Wir suchen jetzt nach positiven reellen Eigenwerten und zeigen
(it})  Es gibt unendlich viele positive reelle Eigenwerte.

Sei Ay > 0 ein Eigenwert.
Dann gibt es eine Eigenfunktion v € D, u & 0 mit Lu] = Ayu
= —u'=hu=u"=—lu
Damit lost jede Eigenfunktion v die DGL
u"+Apu=0 (0.4)

Das charakteristische Polynom der DGL (0.4) ist ~ p(A) = > + Ao.

Es hat die Nullstellen A1, = £+/Ag (.

Damit bilden die Funktionen uy(x) = cos(v/Ag x), u(x) = sin(v/Ag x)
ein reelles Fundamentalsystem fiir (0.4).



Uberpriifung der Randbedingungen:
u1(0) =cosO0=1 und uy(0) =sin0=0
Somit scheidet vy aus, da es die erste Randbedingung nicht erfillt.

Uberpriifung der zweiten Randbedingung fiir u;:
0=w(l) =sinv/A!l) & VAil=kr fireinkecN

2
(E))toz(kT”) :% fir ein k € N

Als Ergebnis erhalten wir somit:
k?
Ak = [_ZI

up(x) = csin(v/ A x) = csin&x, ¢ € R sind die zugehrigen reellen Eigenfunktionen.

k € N sind die Eigenwerte von L und

(Ende des Beispiels 0.8)

Greensche Funktionen

In diesem Abschnitt geht es um die Losung von inhomogenen Differentialgleichungen mit einem SL-Operator.
L[u] =1, ve D feCUR) (05)

Das Ziel ist es, zu SL-Operatoren L auf D eine Funktion
G:/x]—R

zu konstruieren mit der Eigenschaft:

Fir jedes f € C(J,R) ist

b
ulx) = / Giry)f(y) dy (05)

eine Losung der DGL (0.5) aus D, d.h. eine Losung, die den Randbedingungen geniigt.

Die Funktion G, der sogenannte Kern dieser Integraldarstellung der Losung u, wird
Greensche Funktion zum SL-Operator L genannt.

Wir beginnen mit der Konstruktion einer Greenschen Funktion zum SL-Operator L aus Beispiel 0.8 (p(x) =
1,q(x) =0).
Dazu bestimmen wir ein Fundamentalsystem vy, u, zum Operator

L: CiJC) — CU,Q)

u — u] = —v”
Der Unterschied zwischen L und L liegt in dem groReren Definitionsbereich, der hier keine Randbedingungen
berticksichtigt. Stattdessen fordern wir von dem Fundamentalsystem zwei zusatzliche Bedingungen.



I Bui(b) + Boui(b) =0
—0

/l auy(a) + axus(a)

Mit den Daten aus Beispiel 0.8 ( J=1[0;{,a=pB=][1,0]" ) ergibt sich daraus

Il w(0)=0

Da die allgemeine Losung von —u”(x) = 0 durch u(x) = Ax + B gegeben ist, ergibt sich durch die Bedingungen
| und Il z.B. das Fundamentalsystem

u(x) =x —1 und us(x) = x
Fiir dieses Fundamentalsystem ist  p(uv}u; — uqu5) eine konstante Funktion mit einer positiven Konstanten, denn
p(x) (i (x)ua(x) — i ()d5x) ) =1-(1 - x—=(x =0 1) =x—x+[=1>0

Somit ist auch

n(x) = ui(x) = x =1 und Vo(x) = = _C

ein Fundamentalsystem. Mit diesem bilden wir die Funktion

1 f 0<y<x<l
cww:<V“MW)“r y<x< 07)
V2x)v(y) fir 0<x <y <l
lv—n%zg—%-mro<g<x<z
— (0.8)
—)—[((g—l)zx—¥ fir 0<x<y<l!

Die Funktion G ist symmetrisch in x und y: Fir alle x,y € / qilt:  G(x,y) = G(y,x), denn



Xy

fir x <y gilt:  G(x,y) = x — = G(y,x)
und

. : Xy

fir y < x gl Gx,y) =y — = G(y,x).
Satz 0.9.

Die Funktion G aus (0.7) bzw. (0.8) ist die Greensche Funktion zum SL-Operator aus Beispiel 0.6.

[
Fiir u(x)z/G(x,g)f(g)dg gilt
0

() ueD={ue C¥[0:],C)|u) =u(l) =0}
(ii) Lu] = f

Beweis:
zu (i):

zu (ib):

b a
In der Rechnung haben wir die Regel (f == ) verwendet. Mit dem Hauptsatz der Differential- und
a b
d ) - : :
Integral-rechnung (a [ h(y)dy = h(x) ) konnen wir jetzt die Ableitungen ¢’ und u” berechnen.
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u(x) = —}/yf(y)dy + (1 —?) xf(x)—/ (1 —%) fly) dy —x (1 ——) f(x)
0 [
1 [utwas— [ (1-4) 1oy
0 [
V4 1 X
(x) = —YXf(X) — (1 — 7) f(x)
-~
= Lulx) = —u"(x) = f(x)

Beispiel 0.10
Lose u"+1=0 mit u(0)=u(1)=0

Gesucht ist eine Losung v € D = { v € C*([0;1]) | u(0) = u(1) =0} von
Uul=—uv"=1f mit f(x)=1

Nach Satz 0.9 lautet die Losung:

1

Gir.y)f(y) dy = / Glx,y) dy
0
1

1

/

/g1—x dy—l—/ x(1—y)dy
0

ux)

X 1

=(1—x)/gdy+x/1—ydg
0 X
X 1
z/ydy—l—x(1—x)—x/ydg
0 0
X — x°
-2

Wir wollen den Satz 0.9 jetzt auf eine grokere Klasse von SL-Operatoren verallgemeinern. Wir beschranken uns
dabet auf SL-Operatoren mit trivialem Kern.

Zur Erinnerung: Der Kern einer linearen Abbildung L besteht aus allen Elementen des Definitionsbereichs ( hier
der Unterraum D von C?(/)), die auf den Nullvektor (hier die Nullfunktion 0) abgebildet werden. Enthalt der
Kern von L also nur die 0, dann bedeutet dies, dass die homogene DGL L[u](x) = 0 nur die triviale Lésung
u(x) = 0 in D besitzt und dass die inhomogenen Cleichungen L{ul(x) = f jeweils hochstens eine Losung haben



konnen, kurz eine solche Abbildung ist injektiv.

Sei nun L[u] = —(pu’) + qu ein injektiver SL-Operator auf

D={ue CC)|au(a)+ au'(a) =0 und Biu(b) + Bou'(b) =0}
={ue .0 {a; b(a)) =0 und (B; &(b)) =0}

Wir orientieren uns fiir die Konstruktion der Greenschen Funktion an dem Vorgehen im obigen speziellen Fall.

Fir den Operator L, das ist L ohne Randbedingung (also mit Definitionsbereich C?(/,C) )bestimmen wir ein
Fundamentalsystem uq, u; € C? mit den Bedingungen

I (B
I {a; dfa)) =

Wir bestimmen dazu Losungen der AWPe

AWP (1) L[u] =0 AWP (2) L[u] =0

() = [‘B‘fz] =k io) = [—0:2] =3

Nach dem Satz von Picard-Lindelof haben diese AWPe eindeutige Losungen vy, uy auf J = [a; b].
Wegen (B; B) =0 und (a; @) = 0 erfiillen uy, u, auch die Bedingungen | und Il

Die lineare Unabhangigkeit folgt aus der Injektivitat von L.

Wie im Beweis von Lemma 0.6 folgt fir dieses Fundamentalsystem:

a[p(uﬁ uy; — urh) ] = ulus] — uqlu; =0

Damit ist p(uju, — uit) = C - mit einer Konstanten C # 0.

( Das C < 0 sein muss, folgt aus den Bedingungen |, Il und der Injektivitdt von L. )

Mit den Funktionen :

vi(x) = uq(x) und Vh(x) = —EUZ(X)

erhalten wir ein Fundamentalsystem, dass den Bedingungen | und I gentigt und die Gleichung
p(viv, — vvy) = —1 (0.9)

erfullt.

Wir konnen jetzt die Greensche Funktion angeben.
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Satz 0.11.
fii <y<x<b
Glxy) = vX)nly) fir a<y<x< 0.10)
vixvily) fir a<x<y<hb

G ist die Greensche Funktion zum SL-Operator L{u] = —(pu’)’ + qu .

b
Fir u(x)z/G(x,g)f(y)dg gilt

(i) Firalle x,y € J gilt:  G(x,y) = G(y,x)
(i) ue D
(i) Lu]=f

Beweis:

zu (i):

fir o <x <y <bqilt Gx,y) =wnlx)vy) = Gly.x)
und

fir c <y <x<bqilt Gx,y) =wnx)nly) = Gly.x).

zu (i):
Wir berechnen die Ableitungen von u, um nachzuweisen dass v € C? ist.

b X b
u() = / Glry)f(y) dy = / Gly)(y) dy + / Gly)/(y) dy
X b

:/w(x)vz(g)f(y) dy—l—/Vz(X)W(U)f(y) dy

a

= w(x)/vZ(y)f(y) dg—Vz(X)/Vw(y)f(y) dy
b

a

Die Integrale sind nach dem Hauptsatz differenzierbar und v;, v, sind ohnehin aus C?. Daher ist u differenzierbar.

X X

Y1) = V() / () (9) dy + vl — K / () ) dy — vl () 1)
a b
— iy / w(y)F(y) dy — Vi) / ()l (y) dy
a b

1



Mit den gleichen Griinden wie eben ist auch v” differenzierbar.

X

o) = V() / () (y) dy + Vi) () — vi(x / () (y) dy — Vixn () ()
b

a
X X

— (Vlevabo) — 0 (e)) F0) + vt / (g)fly) dy — v (x / w(y)fly) dy

a b

Die Integrale aus der Darstellung von u” sind differenzierbar und damit stetig. Alle anderen beteiligten Funktionen
sind nach Voraussetzung mindestens stetig. Somit haben wir gezeigt, dass v zweimal stetig differenzierbar ist.

Es bleibt zu zeigen, dass v die beiden Randbedingungen erfiillt. Hierzu verwenden wir die soeben berechneten
Darstellungen fiir v und v” an den Stellen x = a bzw. x = b.

cvafa) + (o) = o (wla) [ vly)ty)dy —vala) [ wlo)ty) dy

b

——(amtol + @ite)) [ wlgtg)dy =0

=0wg Bed. Il b
Analog folgt die 2. Randbedingung unter Verwendung der Bedingung |.

zu (iib):
Wir berechnen Lju] = —(puv’) + qu = —pu” — p’u" + qu mit den Ergebnissen aus Teil (ii).
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X X

i = — (Vv — im) = pvt / wlg)f(g) dy + p / uly)fly) dy
—_———

=—1 nach (0.9) a b
— v / wlg)f(g) dy + p’ / w(9)f(y) dy
a b
i = —pY, / () () dy + pV / w()f(y) dy
a b
qu = qw / Wy (g) dy — qu / w(g)f(y) dy
a b

Damit erhalten wir

Lu] = —pu” — p'v" + qu

X

—f—pv / W(g)fly) dy + pul / w()f(y) dy — 'V, / ()l ly) dy + PV, / w(g)fly) dy
b

a a

qV1/ va(y)f dy—qu/

b

X

X

= f+[=pvy = p'v| + qv] /Vz(y)f(y)dy [—pvy —PV2+¢7V2 /w

=L[V1 ]=O a \/2 b

=f
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