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Mehrgitterverfahren

SOR-Verfahren
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Abbildung: Spektralradius in Abhangigkeit vom Relaxationsparameter
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Mehrgitterverfahren

SOR-Verfahren
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Mehrgitterverfahren

Modellproblem

1 -~

0.51

Abbildung: Eigenwertverteilung des Jacobi-Verfahrens (w = %)
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Mehrgitterverfahren

Modellproblem

Abbildung: Eigenwertverteilung des Jacobi-Relaxationsverfahrens
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Mehrgitterverfahren

Modellproblem
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Abbildung: Dampfung der Fourier-Moden beim gedampften Jacobi-Verfahren
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Mehrgitterverfahren
Modellproblem
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Abbildung: Entwicklung des Fehlers beim gedampften Jacobi-Verfahren
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Mehrgitterverfahren

Modellproblem
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Abbildung: Wirkung der Injektion (Mitte) und der linearen Restriktion (rechts)

auf die Moden (links)
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Mehrgitterverfahren

Modellproblem
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Abbildung: Wirkung der Injektion (Mitte) und der linearen Restriktion (rechts)

auf die Moden (links)
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Mehrgitterverfahren

Modellproblem
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Abbildung: Wirkung der Injektion (Mitte) und der linearen Restriktion (rechts)

auf die Moden (links)
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Mehrgitterverfahren

Modellproblem
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Abbildung: Wirkung der Injektion (Mitte) und der linearen Restriktion (rechts)
auf die Moden (links)
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Mehrgitterverfahren

Modellproblem
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Abbildung: Wirkung der Injektion (Mitte) und der linearen Restriktion (rechts)
auf die Moden (links)
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Mehrgitterverfahren

Modellproblem
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Abbildung: Darstellung der skalierten Mode &' (links), der skalierten Mode
~2,
e

" unter der linearen Prolongation (mittig), sowie der Differenz
f=e'_ P352’1 (rechts)
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Mehrgitterverfahren

Definition 1.8: (Buch — Definition 4.50)

Sei u! eine Naherungsldsung der Gleichung A,u’ = f¢, dann heiBt die
Methode
,neu | GGK @
" = £ (uf,1')
mit

o (uf, 1) = uf — Pl AT R (A — 1)

Grobgitterkorrekturverfahren.
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Mehrgitterverfahren

Lemma 1.9: (Buch — Lemma 4.51)

Die Grobgitterkorrekturmethode ¢$CK stellt ein lineares konsistentes
lterationsverfahren mit

MK =1—P;_ AR A,

und
NFeK = P{ A R
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Mehrgitterverfahren

Modellproblem
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Abbildung: Darstellung der Fourier-Moden e, ¢ = 1, 4 (links) sowie die
Bilder der zugehdrigen Grobgitterkorrektur geman w&GK (rechts)
.
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Mehrgitterverfahren

Modellproblem
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Abbildung: Darstellung der Fourier-Moden e, ¢ = 8,12 (links) sowie die
Bilder der zugehdrigen Grobgitterkorrektur geman w&GK (rechts)
.
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Mehrgitterverfahren

Modellproblem
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Abbildung: Darstellung der Fourier-Mode e, ¢ = 15 (links) sowie das Bild
der zugehérigen Grobgitterkorrektur geman W& (rechts)

Andreas Meister (Universitat Kassel) Begleitmaterial Numerik 18/74



Mehrgitterverfahren

Lemma 1.13: (Buch — Lemma 4.55)

Sind ¢, vy zwei lineare Iterationsverfahren mit den Iterationsmatrizen
My und My, dann gilt:

@ Sind ¢ und v konsistent, dann ist auch die Produktiteration ¢ o v
konsistent.

@ Die lterationsmatrix der Produktiteration ¢ o ¢ hat die Form
M¢O¢ = M¢M¢

© Die beiden Produktiterationen ¢ o ¢» und v o ¢ besitzen die
gleichen Konvergenzeigenschaften im Sinne von

P(Mpop) = p(Myogp).
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Mehrgitterverfahren

Satz 1.14: (Buch — Satz 4.56)
Sei ¢, ein konsistentes lterationsverfahren mit lterationsmatrix My,

dann ist das Zweigitteriterationsverfahren ¢ZGM it
Iterationsmatrix

MZGM(Z/1 ) MVZ (I _ P§_1 A€_—11 Rg_1 Ag) M? .

¥2) konsistent mit der

20/74
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Algorithmus - Zweigitterverfahren ¢Z"(*12)

Nassi-Diagramm (Buch — Seite 116)

u’ = oy (ur_ff)

dt = R (A - f)

eti=ATY d

i

u = u' — Pl e

Fir i=1..... 1

u' =gy (u'f.f'r)
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Zweigitterverfahren

Modellproblem
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Abbildung: Entwicklung des Fehlers beim Zweigitterverfahren auf Q3 mit zwei
Glattungsschritten und einer anschlieBenden Grobgitterkorrektur
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Algorithmus - Mehrgitterverfahren ¢

Nassi-Diagramm (Buch — Seite 117)

MGM(v1,v2)
4

y N £=0

0. A-Lp0
u = Ay f

Riickgabe von u"

Fiir i=1,..., o

€ -1

f—1 . MGMiv .
=,

ez ) (g:’:llrdl'—l)

Fiir i=1..... va

—

Riickgabe von o'
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Mehrgitterverfahren

V-Zyklus v = 1, | = 3 (Buch — Seite 138)
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Mehrgitterverfahren

W-Zyklus v = 2, | = 3 (Buch — Seite 138)

G CE o,
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Mehrgitterverfahren

Modellproblem

Bebler

05,

Abbildung: Entwicklung der Lésung (links) und des Fehlers (rechts) beim
Mehrgitterverfahren mit linearer Restriktion und Prolongation mittels V-Zyklus
(oben) und W-Zyklus (unten)
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Mehrgitterverfahren

Rechenzeitvergleich

Rechenzeitvergleich

Gitter | Anzahl der Mehrgitterverfahren Klassisches
Unbekannten Jacobi-Verfahren
Qo 7 100 % 117 %
Q4 31 100 % 838 %
Qe 127 100 % 9255 %
Qs 511 100 % 128161 %

Numerik
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Vollstandiges Mehrgitterverfahren

V-Zyklus v = 2, | = 2 (Buch — Seite 119)
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Mehrgitterverfahren

Modellproblem

Rebler

05,

Abbildung: Entwicklung der Lésung (links) und des Fehlers (rechts) beim
vollstdndigen Mehrgitterverfahren mit linearer Restriktion und Prolongation
mittels V-Zyklus (oben) und W-Zyklus (unten)
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Projektionsmethoden

Definition 2.1: (Buch — Definition 4.58)

Eine Projektionsmethode zur Lésung der Gleichung (2.1) ist ein
Verfahren zur Berechnung von Naherungslésungen x, € xo + K
unter Berlcksichtigung der Bedingung

(b—Axpm) L L,

wobei Xy € R" beliebig ist und K, sowie L, m-dimensionale
Unterrdume des R” reprasentieren.

Gilt Ki = Lm, so sprechen wir von einer orthogonalen
Projektionsmethode.

Fur K # Lm liegt sprechen wir von einer schiefen Projektionsmethode.
Der Vektor r,, = b — Ax, hei3t Residuenvektor.

v
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Definition 2.2: (Buch — Definition 4.60)

Eine Krylov-Unterraum-Methode ist eine Projektionsmethode, bei der
Km den Krylov-Unterraum

Km = Kn (A, ro) = span {ro,Aro, e A’”_1r0}

mit ro = b — Axg darstellt.
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Projektionsverfahren

Verfahren des steilsten Abstiegs (Buch — Seite 149)

Wiihle @, = B"

Fitr m=10,1,...

T = b — Azm

",

\\ Tl’l’f ‘ I]
y > ™7

o
}' |T.'.'r |2
e

A = 1)
i:ATHr -T.'.'r:li

L1 = En + AI.'.'r'-".'.'r
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Projektionsverfahren

Beispiel 2.6: (Buch — Seite 152)

| Verfahren des steilsten Abstiegs (Gradientenverfahren) |

Tt T, 1 Ly, 2 Eme = .lwm — A_lbf|a‘l -'T.'.'r."'l-'f.'.'r—L

0| 4000000400 | 134164 Le4-00 TOTLOGSe+00

| 327104002 | LO09T143e-02 0. TH2453e-02 G. 1830904601
40 | 1.78882Te-08 | 5.999910e-09 3.162230e-08 0. 183904601
T0 | D.782499e-15 | 3.281150e-15 1.729318¢e-14 0. 183904601
T2 | 3.740893e-15 | 1.254734e-15 G.613026e-15 6. 183904601

Abbildung: Konvergenzverlauf
v
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Projektionsverfahren

Beispiel 2.6: (Buch — Seite 152)

Abbildung: Héhenlinien zu F(x) =

1
2

(Ax, x) — (b, x) = x? + 5x2
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Projektionsverfahren

Verfahren der konjugierten Richtungen (Buch — Seite 156)

Wiihle =, € B

Ty == b — A:{:”

Fiir m=10,..., n—1

I:-'r.'.'r- a
A.-.-r _ pur)_
l:-APHr'pHr j!

oret+1 1= Ly + )'-'Hp.'.'r

Towrt+1 1= T — )'Hr AP,.H
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Projektionsverfahren

Zusammenhéange (Buch — Seite 157)

Verfahren des Verfahren der
steilsten Abstiegs konjugierten Richtungen
B : Gradienten als : Konjugiertheit der
Suchrichtungen Suchrichtungen
Vorteil : Problemorientiertheit Vorteil : Optimalitiit
Nachteil : Konvergenzverhalten Nachteil : Fehlerverlanf

\ /

Verfahren der
konjugierten Gradienten

Basiz  : Gradienten zur Berechnung
konjugierter Suchrichtungen

Vorteile : Problemorientiertheit,
Optimalitit
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Projektionsverfahren

Vorlaufiges CG-Verfahren (Buch — Seite 157)

Wiihle xy ¢ B

poi= 1= b— Amg

Fiir m=10,..., n—1

(TP )
A, e ATmPrs
(AP P )

Tyt 1= To + APy,

Tag1 1= T — A APy,

e

(Aripg),

Pt 1= Tog1 — Y~ (4.3.19)
=0 (APJ'PJ]E !

Andreas Meister (Universitat Kassel)
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Projektionsmethoden

Satz 2.14: (Buch — Satz 4.75)

Vorausgesetzt, das vorlaufige CG-Verfahren bricht nicht vor der
Berechnung von p, fur k > 0 ab, dann gilt

(@) pm ist konjugiert zu allen p; mit 0 < j < m < k,

(b) Umy1:=span {pg,-..,Pm} =span {ro,...,rm} mit
dmUpi1=m+1firm=0,... . k-1,
) rmLUpfirm=1,... Kk,
d) xk=A"'b — r=0 < p,=0,
(€) Unyr =span {rg,...,A"ro} firm=0,... k-1,
)

(f) rmist konjugiertzu allen p; mit0 <j<m-—-1 <k —1.
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Projektionsverfahren

CG-Verfahren (Buch — Seite 160)

Wihle @, € "

Py = 1= b— Az, opi= [|ro3
Fir m=10,..., n—1
N
e STOP

Ve 1= APy Ay 1=
L T

Tont1 7= T + A Do,

Tontl =T — AU

Opnt1 1= [Pt |3

D41
Puntt = Tmt1 + — '
(‘Hr

Numerik
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Projektionsverfahren

Beispiel 2.15(a): (Buch — Beispiel 4.76)

Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) |

| Mt | Wen® | M | YWand | Wees | Yot | Wt | ||Tewl2
0 0000 | 0oy | oouoo | oo |oooon | 0o | Dud | 1336.36
1] 058 | =204 | 3.21 | =3.79 | 2,33 | 0.58 | L46 | 363.457
20039 =172 | 281 | =487 | 300 | 499 [ 4.26 | 252.76
G0 -001 | =238 | 206 | =353 | 487 | 607 | 6.25 | 153.30
4o 1 | -2Es | 28T | <213 | G50 | TS | 593 ) 11T7.64
.70 =218 | 353 | <112 | T.65 | T.81 | G.27 | 103.52
G 0.1 | =114 | 540 ) 054 | 5.23 | 854 | G.98 #2070

Loy | 0oy | 600 | o0 | 9000 | 9.0 | 700 ().00)

]

=1
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Projektionsverfahren

Beispiel 2.15: (Buch — Beispiel 4.77)

| CG-Verfahren | Jacobi-Verfahren |
[terationen | Residuenverlauf

0 140348 140548
L5l 183245 134. 735
) 2. 4082 2e-1)5 1:31.221
450 L7730 e-12 125,135
GO 1.8816G1e-15 125,202
41 HOL038e-1T 124547
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Projektionsmethoden

Satz 2.17: (Buch — Satz 4.78)

Seien A € R™" symmetrisch, positiv definit und {Xm}men, die durch
das Verfahren der konjugierten Gradienten erzeugte Folge von
Naherungslésungen. Dann erflllt der zu x,; korrespondierende
Fehlervektor e, = X, — A~ 'b die Ungleichung

m
cond»(A) — 1
||em||Asz(V 2(4) ) leolla-

\/conda(A) + 1
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Arnoldi-Algorithmus (Buch — Seite 166)

Uy To
L=
lroll=
ir 3 =1,...,m
Fir i=1,...
hgj — (U,:,,A.Uj)z (4330)
J
w_,- = A.U_;i - Zhs}ﬂs (4331)
i=1
Rirs = el (4.3.32)
- A1 # 0 N
Vi1 = = (.3.33)| D+ —
Rt ——
v
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Satz 2.18: (Buch — Satz 4.79)

Vorausgesetzt, der Arnoldi-Algorithmus bricht nicht vor der
Berechnung von v, # 0 ab, dann stellt V; = {v4,...,v;} eine
Orthonormalbasis des j-ten Krylov-Unterraums K; fir j =1,..., mdar.

Satz 2.19: (Buch — Satz 4.80)
Vorausgesetzt, der Arnoldi-Algorithmus bricht nicht vor der
Berechnung von v, # 0 ab, dann erhalten wir unter Verwendung von
Vin=(vy...vp) € R™M mit

Hp, .= VLAV, e R™M

eine obere Hessenbergmatrix, flr die

(Hm)i = h; aus dem Arnoldi-Algorithmus far / <j+1,
HLe far i >j+1

gilt.
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Satz 2.20: (Buch — Satz 4.81)

Vorausgesetzt, der Arnoldi-Algorithmus bricht nicht vor der
Berechnung von v, 1 ab, dann gilt

AV, = Vm+1ﬁm7

wobei H, € R(M+1)xm qurch

- H
Hpy = m
m (O...Ohm_’_‘hm )

gegeben ist.
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Krylov-Unterraum-Verfahren

FOM (Buch — Seite 168)

Wihle &n € B™ und m € M.

o =b— Axp

ro £ 0
- o

Berechne V', und H, gemifl dem
Arnoldi-Algerithmus unter
Verwendung ven rg

-1
S = |rollzH e

X =0+ Ve,

8TCF
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Restarted FOM (Buch — Seite 169)

Wihle ag ER™, £ > 0 und mc M.

o =b— Axp

Solange ||rolz > €

Berechne V, und H,, gemil Arncldi-Algorithmms unker Verwendung

won Fg

o, = ”T‘g"gH;:'E]_

o =&0+ Vb,

Andreas Meister (Universitat Kassel) Begleitmaterial
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Lemma 2.23: (Buch — Lemma 4.88)

Es sei vorausgesetzt, dass der Arnoldi-Algorithmus nicht vor der Berechnung
von V4 abbricht und die Matrizen Gj 1 ; € RUTOX(ME) fir j=1,... . m
durch

1

—S;i Cj

gegeben sind, wobei ¢; und s; geman

a b
Cii=— und s;:=

V& T 1P TVZ B

Andreas Meister (Universitat Kassel)
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Lemma 2.23: (Buch — Lemma 4.88)

mit H

und H
b:=(Gij-1-...-Gs2-Go1Hm)_ 4,

definiert sind. Dann stellt Qm := Gmy1,m - ... - G2,1 €ine orthogonale
Matrix dar, fiir die QmHm, = Ry mit

4 ... ... Im
0
Bm = = ( 0 ) SRR
?mm
0 0

gilt und Ry, regular ist.
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Krylov-Unterraum-Verfahren

GMRES (Buch — Seite 186)

Wihle =, € B*

T i=b— Az
v ro=0 .
o= ro
oui= = rella
Irala
Fir j=1,...n

Fiir i = 1,... . schie kg = (05,A0s)

;
w; = Ay - E‘huvu By = lwsls

Fir i=1, -
Ry Y _f wom By
B B A

2
NGRS

R,
o= Ry =8

Wikl = TS TS G

v T =0 w

Fir i = 1 w
¥ i, T
L

s
@ =zt 3w
&

STOP
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Satz 2.24: (Buch — Satz 4.89)

Seien A € R™" eine regulare Matrix sowie h; 1 ; und w; durch den
Arnoldi-Algorithmus gegeben und gelte j < n. Dann sind die folgenden
Aussagen aquivalent:

@ Fur die Folge der Krylov-Unterraume gilt

K; CKQC.‘.CKI‘:K/'JH =000
@ Das GMRES-Verfahren liefert im j-ten Schritt die exakte Lésung.
e W/' =0eR".
o hj+1,j =0.
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Restarted GMRES (Buch

eite 190)

Wikle o € B® und £ 0

restort =0, 1o = b= Az

Y re=0

pul
wman | oyim pm = ol
Fir j=1,...,m
Buri=1, j wtze k= (o,40,)
wy = Av; = DLy Ayve, Ry o= llwslz
Pari=1,..,j-1
B N & s Ris
R BN Rapr
hoas [
Rt SR
(TR e T T T Rl ]
v HaSE Y
Fir i =j,...,1 O
=@+ 2l aws
STCOP
Fir i=m,... 1
i e (25— s o)
xi=wa+ T, asvs
@ =, To = b— Awy; restarts:= restarts +1

solunge restart < Maximsle Anzshl von Restarks
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Satz 2.25: (Buch — Satz 4.90)

Sei A € R™" positiv definit und r, der im GMRES-Verfahren ermittelte
m-te Residuenvektor, dann konvergiert das GMRES-Verfahren, und es

gilt
A2 (AT;A) 2
min
Irmlle < {1 = ——7—=1] [Iroll2-
Amax (AT A)

Korollar 2.26: (Buch — Korollar 4.91)

Sei A € R™" positiv definit und symmetrisch. Zudem sei rp, der im
GMRES-Verfahren ermittelte m-te Residuenvektor, dann konvergiert
das GMRES-Verfahren und es gilt

cond3(A) — 1 2
r < | ———— r .
Il < ( o) 1ol
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Satz 2.27: (Buch — Satz 4.92)

Sei A € R™" positiv definit, dann konvergiert das
GMRES(m)-Verfahren fir m > 1.

Satz 2.28: (Buch — Satz 4.93)

Sei A € R™" regular und symmetrisch, dann konvergiert das
GMRES(m)-Verfahren fiar m > 2.
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Lanczos-Algorithmus (Buch — Seite 171)

Algorithmus - Lanczos —

) 1= To y 01 = 0, ) =0
[[7al2
Fiir j=1,..., T

w = Av; — e

aj = (w;w;),

Wi =W — o

cjp1 = [yl
Y\\'\ Ci41 ?E{] N
w —0
i LTI
v i+
Cj+1
STOP
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Krylov-Unterraum-Verfahren

D-Lanczos-Verfahren (Buc

D-Lanczos-Algorithmus —

Wiihle 2y € R" und £ >0

To=b— Az

TN Tl > e

0

o=
Y Tl

eri=m =0, £ =1, poi=wy:=0

Fiir j=1,...

w;i= Avy — ooy

a; = (va)a

N
(4,3.45)
g MY g

(4.3.43)
B = a— e

(48.44) 1 14.3.46)

- I“"J —epio) ® = w Py

P b= Azl > .
w; =, — o, =0
= [yl STOP

YN G AD ’

Dy = Yj4n
’ o STOP
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Definition 2.29: (Buch — Definition 4.82)
Seien vq,...,Vy, Wq,..., Wy € R, dann heiBBen die beiden Mengen

{vi,...,Vp}tund {wy,..., wpy} bi-orthogonal, wenn
(vi,wj), = §;c; mit ¢ € R\{0} furi,j=1,....m
gilt. Im Fall ¢ =1 firi=1,..., mheiBen die Mengen bi-orthonormal.

v

Lemma 2.30: (Buch — Lemma 4.83)
Seien die Mengen {v4,...,Vn} und {wy,..., wy} bi-orthogonal, dann
gilt

dimspan{vy,...,Vp} = m=dimspan{wy,...,Wn}
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Bi-Lanczos- Algorithmus —

fyg=hgy =0

= wy =0

L (1.348)
I7all2
fir j=1,..., m
Iy o= (wj. Aw))a (4.349)
Vi1 = Avy — kv — Ry v (4.3.50)
wy, = ATw; — hjw; — hyj_aw (4.351)
Bjcr = (i an] )2
b1y #0
Y \\ A+ N
(v ) y
hyges e il ol By =0
Bty
vl v, =0
vy 1= (453 |
P
- wipy =0
Wiy = SRR (4.3.54)
St STOP
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Satz 2.31: (Buch — Satz 4.84)

Vorausgesetzt, der Bi-Lanczos-Algorithmus bricht nicht vor der
Berechnung von wp, # 0 ab, dann stellen V; = {v1 ye e v,-} und
W, = {wy,...,w;} eine Basis des Krylov-Unterraums K;
beziehungsweise K fiir j = 1,..., m dar. Zudem erfillen die
Basisvektoren die Bi-Orthogonalitadtsbedingung mit ¢;; = 1 fiir
i=1,....m.
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Satz 2.32: (Buch — Satz 4.85)

Vorausgesetzt, der Bi-Lanczos-Algorithmus bricht nicht vor der
Berechnung von wy, # 0 ab, dann seien V;; = (vy...vp) € R™™ und
Wn=(wy...wy) € R™™ die aus den ermittelten Basisvektoren des
Km und K/ gebildeten Matrizen. Desweiteren seien hj; die im
Algorithmus auftretenden skalaren Gré3en, dann gelten die

Gleichungen ;

AV, = VpTp+ hm+1,me+1er7r-1
ATW, = WuTL+hpmiiWn i€l
mit e, = (0,...,0,1)7 € R™ sowie der durch

o hfarj—1<i<j+1,
(Tm)j = { 0 sonst

gegebenen Tridiagonalmatrix T, € R™ ™ und die Matrizen V, und
W, besitzen maximalen Rang.
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Satz 2.33: (Buch — Satz 4.94)

Vorausgesetzt, der Bi-Lanczos-Algorithmus bricht nicht vor der
Berechnung von v, # 0 ab, und die in Satz 2.32 definierte
Tridiagonalmatrix T, ist regular, dann stellt

Xm=Xo+ VT (|Foll2€1) € Xo + Km

mit s = (1,0,...,0)” € R™ die eindeutig bestimmte Lésung der auf
der Petrov-Galerkin-Bedingung

b— Ax, L K]

basierenden Krylov-Unterraum-Methode dar.
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Krylov-Unterraum-Verfahren

BiCG-Verfahren (Buch — Seite 198)

BiCG-Algorithmus —

Wiihle @9 € B" und £ >0

To=Ti=p=pyi=b- Az

Ji=0

Solange [/r4]l2 > ¢

(ri),

(Ap.p)),

aj =

@i =y oypy

Ty ey —aAp,

-

ot T
Ge= T —ey AP

reria),
Bi=
(ryrs),

Py = Tin £ 5

Piy =T + 4P

=i+l
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Lemma 2.34: (Buch — Lemma 4.95)

Vorausgesetzt, der BiCG-Algorithmus bricht nicht vor der Berechnung
von py, ab, dann gilt fir j =0,...,m

j+1 j4+1
o= > v =) yiw,

i= i=1

j1 j+1

p, = ZA/'V:’, P}‘:Z/\fwi
i—1 i—1

Mit 7j41, %741, Aj15 Afyg 7 0 und den aus dem Bi-Lanczos-Algorithmus
resultierenden bi-orthonormalen Vektoren vy, ..., v; 4 und
Wi,...,Wjiq.
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Lemma 2.35: (Buch — Lemma 4.96)

Vorausgesetzt, der BiCG-Algorithmus bricht nicht vor der Berechnung
von p;, , ab, dann gilt

(rj,rf), = 0 fur i#j<m+1,

(Ap;.p;), = O fiur i#j<m+1.

Satz 2.36: (Buch — Satz 4.97)

Unter der Voraussetzung, daf3 der BiCG-Algorithmus nicht vor der
Berechnung von rj, abbricht, stellt x,, die Lésung des Problems

b—Ax L KT

mit x € xg + K, dar.
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Krylov-Unterraum-Verfahren

CGS-Verfahren (Buch — Seite 204)

CGS-Algorithmus —

Wihle &g € B" und =0

wy=rg=py=b—Amxy, j:=0

Solange |7z = ¢

(rjma)y
vy = Ap;, o= =
d LE (vj.ra)y
g, r= uy — oy
T4 =T+ oy (uJ+q)]

Ty =Ty = ag Ay 4 )

= (Pjp1.raly
B =
(ry .TiJ)g

wjp1 =i+ g

Py = i+ B (g HApy) L F =gt ]
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Krylov-Unterraum-Verfahren

BiCGSTAB-Verfahren (Buch — Seite 208)

BiCGSTAB-Algorithmus —

Wiihle 25 € B und £ > 0

ro=pyi=b— Az, poi=(rorg)z. j=0

Solange vz = £

. . A
vii=Ap,, 0= -
! e (vj.10)
s =1y — oy, b= Ay
- (t;.8),
! (tjst)a

Ty = @y oGP+ Wy

Tiv1 i= 85 — wity
. o Pl
. . )
Pt = (Tl G = — =
Wi Pj

Pivt =Tin + 5 (p; —wjuj), jr=j+1

Begleitmaterial
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Krylov-Unterraum-Verfahren

Konvergenzverlaufe (Buch — Seite 223)

— &
—-— BiCGATAB

a 51 100 150 200 250 300 a5
[teratonendj)
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Prakonditionierung

Definition 3.2: (Buch — Definition 5.9)

Sei durch x;. 1 = Mx; + Nb eine Splitting-Methode zur Lésung von
Ax = b mit einer regularen Matrix N gegeben, dann hei3t P = N der
zur Splitting-Methode assoziierte Prakonditionierer.

Splitting-Methode ‘ Assoziierter Prakonditionierer

Jacobi-Verfahren | Py, = D!

GauB-Seidel-Verf. | Pgg = (D + L)™'

SOR-Verfahren Pes(w) =w(D+wL)™

Symm. G.-S.-Verf. | Pggs=(D+R)"'D(D+ L)
SSOR-Verfahren | Pggs(w) = w(2 —w)(D+wR)™ ' D(D+wL)™
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Prakonditionierung

Definition 3.3: (Buch — Definition 5.10)

Jede Menge
Mc{(i,j)]ije{1,....,n}}

heiBt Matrixmuster im Raum R"*". Zu gegebenem Matrixmuster M
heil3t
Ms(j) :=A{il (i,j) e M}

das zu M gehérige j-te Spaltenmuster und
Mz(j) = {i| (i) e M}

das zu M gehdrige j-te Zeilenmuster. Zu gegebener Matrix A € R"*"
bezeichnet

MA = {(i.)) | aj # O}
die Besetzungsstruktur von A.
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Prakonditionierung

Definition 3.4: (Buch — Definition 5.11)

Sei A € R™". Die Zerlegung
A=LU+F (%)

existiere unter den Bedingungen

Q@ ui=1furi=1,...,n,

Q ¢ =u; =0, falls (i,j) ¢ M4,

Q (LU); = aj, falls (i,j) € MA,
und es seien L = (¢j);j—1,..n und U = (uj)i =1, n €ine regulare linke
untere beziehungsweise rechte obere Dreiecksmatrix, dann heif3t (x)

unvollstandige LU-Zerlegung (incomplete LU, ILU) der Matrix A zum
Muster MA.
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Prakonditionierung

Unvollstandige LU-Zerlegung (Buch — Seite 217)

Fir i=1,..., T

Fiirr k =i,....n, k€ M2(i)

i—1

lcfr.' =0k — E ¢ Ferre Ui

=1

e ,'\-rt'_:'[ﬁ']'—lr"-'T::'[-']

Fir k=i+1,....n ke M g{:’)

i—1

|
Uik = E_ ik — Z {H.'r”.'.'rﬂ'

=1

= .-'I-r'!_'g'[.']'-l.-'\-«'[::[ﬁ']
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Prakonditionierung

Definition 3.5: (Buch — Definition 5.12)
Es sei

A=LU+F

eine unvollstandige LU-Zerlegung der Matrix A, dann ist

P=U"L"

der zugehdrige ILU-Préakonditionierer.
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Prakonditionierung

Definition 3.6: (Buch — Definition 5.13)

Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit. Die Zerlegung
A=LL"+F (%)

existiere unter den Bedingungen
Q@ ¢ =0, falls (i,j) ¢ MA,
Q (LL"); = ay, falls (i, ) € MA,
und es sei L = (¢j); j=1,....n €ine regulére linke untere Dreiecksmatrix,

dann heift (x) unvollstdndige Cholesky-Zerlegung (incomplete
Cholesky, IC) der Matrix A zum Muster MA.
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Prakonditionierung

Unvollstandige Cholesky-Zerlegung (Buch — Seite 219)

k-1
| a

fe = o — 2 £
| =1

\ JEMBik)

Fiir i =k+1,..., n, i € MAE)

k-1
Eip = — | qix — Z tc.'_,ltct’r_,l
Epre =

JEMEB M E(K)
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