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@ Grundlagen



Grundlagen

Defintion: 1.1 Sei [a, b] € R ein abgeschlossenes Intervall, yo € R und
f:[a,b] xRN - RV (1.1)
gegeben, dann heiBt eine differenzierbare Funktion
y :[a,b] = RN (1.2)

Losung des zugehdrigen Anfangswertproblems (AWP) fiir ein System von N
gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung, wenn

y'(t) = f(t,y(t)) fiir t € [a, b] (1.3)

und
y(a) =y, (1.4)

gilt.



Grundlagen

Richtungsfeld und Losungen zur Differentialgleichung y’(t) = e*()(1 + t).
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Grundlagen

Bemerkung: Die Betrachtung von Differentialgleichungssystemen 1. Ordnung
liefert keine Einschrankung, da gewdhnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung

y(t) = £t y(2),y'(2), ...,y (1))

dquivalent in das System

y1(t) = ya(t),

ya(t) = y3(1),

Yp-1(t) = ya(t),
ya(t) = f(t, (1), - yna (1)),

iiberfiihrt werden kann, wobei y1 = y,y» = y/, ...y, = y(" 1) gilt.



Grundlagen

Satz: 1.2 Sei f : [a, b] x RN € RN stetig und die Lipschitz-Bedingung
[£(t,u) — F(t, v)|| < Lfju—v||

fiir alle t € [a, b] und u, v € RN mit einer Konstanten L > 0 erfiillt, dann besitzt
das AWP laut Definition 1.1 genau eine stetig differenzierbare Lésung
y : [a, b] — RN_ Fiir differenzierbare Funktionen y,¥ : [a, b] — RN mit

(t,y(¢)) fir t € [a, b], y(a) = yo,
(tay(t)) furt € [aa b],j/(a) = _;’0

y'(t)
y'(t)

gilt die Abschatzung

f
f

ly () = §(0)ll < e =2 lyg — o

fiir t € [a, b]. Fiir eine p-mal stetig differenzierbare Funktion f ist die Lésung des
AWP mindestens p + 1-mal stetig differenzierbar.



Grundlagen

Explizites Euler-Verfahren zum AWP y'(t)
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® Einschrittverfahren



Einschrittverfahren

Defintion: 2.1 Ein Einschrittverfahren zur niherungsweisen Bestimmung einer
Losung des AWP (1.3),(1.4) ist von der Gestalt

yo = y(to) = y(a)
Yir1 = yi + Atd(ti, yi, yiy1, At)

mit einer Verfahrensfunktion
¢:[a, bl x RxRxRT - R
. Das Einschrittverfahren heiBt explizit, falls
¢ = ¢(ti, yi, At)

gilt, sonst wird das Verfahren als implizit bezeichnet.



Einschrittverfahren

Bemerkungen:
» Die Approximation y;;1 hdngt nicht von y;_1, yi_2,... ab, wodurch der
Begriff Einschrittverfahren begriindet ist

» Verfahren die auch y;_1,y;_»,... beriicksichtigen heiBen
Mehrschrittverfahren.



Einschrittverfahren

Defintion: 2.2 Sei y : [a, b] — R Lésung der Differentialgleichung
y'(t) = f(t,y(t)),t € [a, b]
dann heiBt

n(t, At) = y(t) + Atd(t, y(t), y(t + At), At) —y(t + At)

Verfahrensvorschrift

fir t € [a, b], 0 < At < b — t lokaler Diskretisierungsfehler im Punkt
(t + At, y(t + At)) beziiglich der Schrittweite At.



Einschrittverfahren

Lokaler Diskretisierungsfehler des expliziten Euler-Verfahrens zur
Differentialgleichung y’(t) = e()(1 + t).
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Einschrittverfahren

Defintion: 2.3 Ein Einschrittverfahren heiBt konsitent von der Ordnung p € N zur
Differentialgleichung (1.3), wenn

n(t, At) = O(AtPTY), At = 0
fiir alle t € [a, b] gilt. Im Fall p =1 spricht man auch einfach von Konsistenz.
Erinnerung:

> f(x) = O(g(x)) fir x — 0, falls Konstanten ¢, C > 0 existieren, so dass fiir

alle x mit |x| < ¢ stets
[f(x)] < Clg(x)]

gilt.

> g(x) #0,f(x) = O(g(x)) fir x — 0, falls

a1
"6 le )

< 0



Einschrittverfahren

Satz: 2.4 Das Euler-Verfahren ist konsistent von erster Ordnung zur
Differentialgleichung y'(t) = f(t, y(t)).



Einschrittverfahren

Defintion: 2.5 Sei y : [a, ] — R Lésung der Differentialgleichung

y'(t) = f(t,y(t), t € [a, b]

und y; der durch ein Einschrittverfahren mit der Schrittweite At erzeugte
N3herungswert an y(t;) mit t; = a+ iAt € [a, b], dann heiBt

e(ti, At) = y(t;) — yi

der globale Diskretisierungsfehler zum Zeitpunkt t;.



Einschrittverfahren

Globaler Diskretisierungsfehler des expliziten Euler-Verfahrens zum AWP
y'(t) =M1 +1t),y(0) = —1/2.
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Einschrittverfahren

Defintion: 2.6 Ein Einschrittverfahren heiBt konvergent von der Ordnung p € N
zum Anfangswertproblem (1.3),(1.4), wenn

e(ti, At) = O(AtP), At = 0
fir alle t;, i =0,...,n gilt. Im Fall

lim e(t, At)=0

At—0

fir alle t;, i = 0,..., n sprechen wir von Konvergenz.



Einschrittverfahren

Satz: 2.7 Das Euler-Verfahren ist konvergent von erster Ordnung zur
Differentialgleichung
/

y' =Ly
mit L € R*.



Einschrittverfahren

Lemma: 2.8 Seien n;, 0;,z; > 0 fir i=0,...,m— 1 und gelte
Z,'+1§(1+Q,')Z;+T},', i=0,....,m—1,

dann folgt

i1
z; < (Zo +Y 77k> eTico &

k=0

firi=0,...,m.



Einschrittverfahren

Satz: 2.9 Sei ¢ die Verfahrensfunktion eines Einschrittverfahrens zur Lésung des
AWP (1.3),(1.4), wobei der Startwert yo € R nicht notwendigerweise mit y(to)
tibereinstimmt. Geniigt ¢ = ¢(t,y, y, At) beziiglich der zweiten und dritten
Komponente einer Lipschitzbedingung, d. h. gelten

|¢(ta uv.)??At) - d)(t) V?_)';?At)' S L1|U - V|)
|¢(t7}/7 uvAt) - ¢(t>y7 V7At)| S L2|U - V|

mit Ly, L, € RT, dann gilt mit

L=max{Li, L} € RT, n(At)= max\n(t At)]

[t07tn

fiir den globalen Diskretisierungsfehler zum Zeitpunkt t; im Fall At < 1/L die
Abschatzung

t A f b7
e(t, A1) = Iy(t) — yil < (| (t0, A1) 0 A )) 2L



Einschrittverfahren

Korollar: 2.10 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 2.9 und yp = y(to). Ist ein
Einschrittverfahren gemaB Definition 2.3 konsistent von der Ordnung p, so ist es
auch konvergent von der Ordnung p.



Einschrittverfahren

Satz: 2.11 Das verbesserte Euler-Verfahren (2.1) besitzt die Verfahrensfunktion
Oty yi, At) = F(t; + At/2,y; + (At/2)f (i, yi)
und ist konsistent sowie konvergent zur Differentialgleichung
y'(t) = f(t,y(1))

von zweiter Ordnung.



Einschrittverfahren

Satz: 2.14 Fiir ein Runge-Kutta-Verfahren (A, b, c), das den Bedingungen (2.5)
genliigt, gelten:

@ Das Verfahren hat mindestens Konsistenzordnung p = 1.

® Das Verfahren hat genau dann mindestens Konsistenzordnung p = 2, wenn

° 1
Z bjcj = 5 (2.6)
j=1

gilt.

® Das Verfahren hat genau dann mindestens Konsistenzordnung p = 3, wenn
neben (2.6) zudem

s 1 s s 1
Y b= 3 b)Y aue = 6 (27)
j=1 =1 v=1

gelten.



Einschrittverfahren

Auswertungsstellen zum Runge-Verfahren
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Einschrittverfahren

Berechnung der Ndherungslosungen des Expliziten Euler-Verfahrens und des
Runge-Verfahrens zur Differentialgleichung y/(t) = e"()(1 + t).

Exakte Losung
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Einschrittverfahren

Auswertungsstellen zum klassischen Runge-Kutta-Verfahren
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Einschrittverfahren

Auswertungsstellen zum Pradiktor-Korrektor-Verfahren
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Einschrittverfahren

Konvergenzordnungen
At Euler-Verf. | Runge-Verf. | Runge-Kutta | Runge-Kutta
Verfahren Verfahren
1. Ord. 2. Ord. 3. Ord. (2.17) 4. Ord.
0.1 | 2.6985e—05 | 5.4625e—05 | 4.3655e—06 5.8558e—07
0.05 | 2.4323e—05 | 6.8266e—06 | 4.6063e—07 2.8156e—08
0.02 | 1.4683e—05 | 8.6556e—07 | 2.5703e—08 6.1962e—10
0.01 | 8.4551e—06 | 2.0438e—07 | 3.0632¢—09 3.6834e—11
0.005 | 4.5363e—06 | 4.9815e—08 | 3.7382e—10 2.2451e—-12
0.002 | 1.8926e—06 | 7.8573e—09 | 2.3584e—11 5.6453e—14
0.001 | 9.5968e—07 | 1.9553e—09 | 2.9369e—12 | 4.9959e—16




Einschrittverfahren

Konvergenzverhalten unterschiedlicher Runge-Kutta-Verfahren

—8B— Euler-verf
» .__.-g' -=fr—= Runge-Verf.
LU === Runge-Kutta-verf. (3. Ordnung)
d,-"' s Bunge-Kutta-verf, (4. Ordnung)

10° 10* 1’




Einschrittverfahren

Satz: 2.18 Sei f : RT x R — R stetig und gelte
[f(t,7) = f(t,¥)| < L|y — v

mit einer Lipschitzkonstante L > 0 fiir alle t € R™. Unter der

Zeitschrittweitenbedingung
1

At < ——
LIA]

mit A = (aj,)j,v=1,... s konvergiert das lterationsverfahren
s
r-(m+1) = f(f,'+CjAf,_VI+AtZaer,Em)), j=1...,s

J

v=1

fiir m — oo bei beliebigem Startvektor r(®) € R gegen die eindeutig bestimmte
Losung r € R® des Gleichungssystems

s
= f(ti+GALy ALY apn), j=1....s.

v=1



® Mehrschrittverfahren



Mehrschrittverfahren

Defintion: 3.2 Ein m-Schrittverfahren zur ndherungsweisen Bestimmung einer
Losung des AWPs (1.1), (1.2) besitzt auf einem dquidistanten Gitter die Gestalt

m
> ajyivi = Dte(ti, vi, Yig1s - Yiemi At).
=0

» Verfahrensfunktion: ¢ : [a, b] x R™ x Rf — R
> Koeffizienten: o; € R fiir j =0,...,m mit ooy # 0
> Gitterpunkt: t; = a+ iAt fir i=0,...,n mit At = (b—a)/n

» Gegebene Startwerte: yo, y1,...,¥m—1 € R



Mehrschrittverfahren

Bemerkungen:

® Ein m-Schrittverfahren wird allgemein als Mehrschrittverfahren bezeichnet

® Die Berechnung der Startwerte yy, ..., y,_1 erfolgt hdufig mit einem
Einschrittverfahren und wird als Startphase bezeichnet. Das
Einschrittverfahren muss eine mindestens so hohe Konsistenzordnung wie das
Mehrschrittverfahren aufweisen.

® In jedem Schritt der Laufphase werden N&dherungswerte y; i, i > 0, fiir die
exakten Losungswerte y(ti+m) bestimmt.

@ Hangt die Verfahrensfunktion von der Unbekannten y;,, ab, so sprechen wir
von einem impliziten, ansonsten von einem expliziten Mehrschrittverfahren.



Mehrschrittverfahren

@ Auf einem nicht dquidistanten Gitter hat die Verfahrensfunktion die Gestalt
¢ = ¢(tl'a cos tigemy Yiy oo oy Yiems At)

@ Besitzt die Verfahrensfunktion die Form

m

G(t, o, - -, Ui A) =Y Bif (t + jAL, u7)

=0

so sprechen wir von einem linearen Mehrschrittverfahren. Hierbei liegt ein
echtes m-Schrittverfahren vor, falls |ao| + |8o| > 0 gilt und das Verfahren ist
explizit, falls 8, =0

@ Der Speicheraufwand eines Mehrschrittverfahrens steigt linear mit dem
Parameter m



Mehrschrittverfahren

Definition 3.3: Sei y : [a, b] — R Lésung der Dgl (1.1), dann heiBt

n(t, At) = ayy(t + jAt)

Jj=0

— Atg(t,y(t), y(t + At),...,y(t + mAt); At) (3.2)

fir t € [a, b], 0 < At < (b — t)/m lokaler Diskretisierungsfehler im Punkt
(t + mAt, y(t + mAt)) beziiglich der Schrittweite At



Mehrschrittverfahren

Defintion 3.4: Ein Mehrschrittverfahren heifit konsistent von der Ordnung p € N
zur Dgl (1.3), falls der durch (3.2) definierte lokale Diskretisierungsfehler der

Bedingung
n(t,At) = O(AtPT), At —0

fir alle t € [a, b] geniigt. Im Fall p =1 spricht man auch einfach von Konsistenz.

Bemerkung: Die Konsistenzordnung wird auch oft als Ordnung bezeichnet.



Mehrschrittverfahren

Satz 3.5: Ein lineares Mehrschrittverfahren besitzt genau dann die
Konsistenzordnung p, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen

(1) Zj'loaj =0und erio a;j9 = qzj'loﬁjjq_l firg=1,...,p
® o(e?t) — Ato(et) = O(AtPHY) fiir At — 0

® 0(¢)/In(€) —a(&) = O((€ — 1)P) fiir ¢ » 1
erfiillt ist. Hierbei bezeichnen ¢ und o das erste bzw. zweite charakteristische
Polynom

o) => ¥, o(&) =) B¢
j=0 j=0



Mehrschrittverfahren

Differentialgleichung: y'(t) =0

Differenzengleichung: y;1o = 4/3y;41 — 1/3y; mit yo = 1 = 0.1

i Yi

0 1.0000000000000001e-01
5 1.0000000000000001e-01 at
10  1.0000000000000001e-01
15 1.0000000000000001e-01

20 1.0000000000000001e-01 o
25 1.0000000000000001e-01
30 1.0000000000000001e-01
35 1.0000000000000001e-01 -4
40 1.0000000000000001e-01

45 1.0000000000000001e-01 o
50 1.0000000000000001e-01




Mehrschrittverfahren

Differentialgleichung: y'(t) =0

Differenzengleichung: yj12 = —4yiy1 + 5y; mit yp = y1 = 0.1

Yi

10
15
20
25
30
35
40
45
50

1.0000000000000001e-01
1.0000000000000231e-01
9.9999999992771982e-02
1.0000002258754526e-01
9.9929413921062138e-02
3.2058149668080738e-01
-6.8921717712752297e+02
2.1541162785235094e+06
-6.7316130577859659e+09
2.1036290805893746e+13
-6.5738408768417640e+16

20

30

40



Mehrschrittverfahren

Satz: Jede Losung (y»)nen der homogenen Differenzengleichung
m
> ajyiyj=0firi=0,1,2,...
j=0
mit a; € C und a;, # 0 ist von der Form
q rpc—1
=3 X dur |t
k=1t 1=0

mit By € C. Dabei bezeichnet &1, ..., &, die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms

o(§) = oy¢
=0

und p, ..., pq deren Vielfachheit. Weiter gilt >7_, px = m.



Mehrschrittverfahren

Bemerkung: Sind alle Nullstellen &, verschieden, d.h. py =1 fir k=1,..., m,
so ergibt sich die Darstellung der Losung der homogenen Differenzengleichung

> oy =0firi=0,1,2,...
j=0

mit a; € C und oy, # 0 in der Form

m
Yn = Z i€k
k=1

mit . € C.



Mehrschrittverfahren

Korollar: Folgende Aussagen sind aquivalent:

® Fiir jede Losung der homogenen Differenzengleichung

m
> ajyiy =0firi=0,1,2,...
j=0
gilt
suplyn| < oc.
neN

® Fiir jede Nullstelle & des charakteristischen Polynoms o gilt:

[€] <1 und hat Vielfachheit 1, falls |{| =1



Mehrschrittverfahren

Definition 3.6: Ein m-Schrittverfahren zur Lésung des AWP (1.3), (1.4) heifit
nullstabil, falls das zugehdrige erste charakteristische Polynom

o&) = ¢
j=0
der Dahlquistschen Wurzelbedingung

> o(§) =0= ¢ <1

> 0(£) =0,[¢| =1 = ¢ ist einfache Nullstelle von o
genugt.



Mehrschrittverfahren

Bemerkungen:

@ Anschaulich bedeutet die Nullstabilitat, dass die parasitdren

Losungskomponenten die Hauptldsungskomponente nicht zu stark
beeinflussen.

@® Einschrittverfahren yi11 = y; + Atg(t, yi, yit1; At) sind wegen p(§) = ¢ -1
stets nullstabil. Daher gilt fiir Einschrittverfahren, dass aus Konsistenz direkt
die Konvergenz folgt.

©® Die Existenz parasitarer Lésungskomponenten erklart sich dadurch, dass eine
Dgl erster Ordnung bei m-Schrittverfahren durch eine Differenzengleichung
m-ter Ordnung mit m linear unabhadngigen Losungen approximiert wird.

@ Nullstabiltitat wird auch D-Stabilitat in Wiirdigung von G. Dahlquist genannt.



Mehrschrittverfahren

Definition 3.7: Sei y : [a, b] — R Lésung des AWP (1.5),(1.6) und y;,
i=m,m+1,... die durch ein m-Schrittverfahren bei Vorgabe der Startwerte
Y0, - - -, Ym—1 mit einer Schrittweite At erzeugten Niherungswerte an y(t;),

t; = a+ iAt € [a, b], dann heiBt

e(ti;At)Zy(ti)_Yh ’:m7m+17

der globale Diskretisierungsfehler zum Zeitpunkt t;.



Mehrschrittverfahren

Definition 3.8: Ein m-Schrittverfahren mit Startwerten
yi —y(t)) = O(AtP), At—0, j=0,....m—1
heiBt konvergent von der Ordnung p, wenn

~max |e(tj; At)| = O(AtP), At—0

Jj=m,...,n

gilt.



Mehrschrittverfahren

Satz 3.9: Ein konvergentes lineares Mehrschrittverfahren ist notwendig konsistent
und nullstabil.



Mehrschrittverfahren

Lemma 3.10: (Gronwall) Geniigt die integrierbare Funktion g : [0, T] — R der
Bedingung

t
g0)<ats [ gs)ds. teo.T) (313)
0
mit Konstanten a € R, 8 € R{, dann gilt

g(t) <ae’t, telo,T]



Mehrschrittverfahren

Lemma 3.11: (Diskretes Gronwall-Lemma)
Sei ho,...,h,—1 € R und o, 8 € R} gegeben. Geniigen die Zahlen v, ..., v, € R

den Ungleichungen

/-1

vl < a, \V/|S04+B2hj|vj|, I=1,...,r,
j=0

dann gilt
-1

lvi| < aexp(ﬁZhj), I=0,...,r.

Jj=0



Mehrschrittverfahren

Lemma 3.12: Sei

A — c Rmxm’
0 1
—dayp ... —dam—2 —dm-—1

dann gilt

det(Al — A) = ag + a1A + @A> + -+ + a1 AT T+ AT



Mehrschrittverfahren

Lemma 3.13: Sei A € C"™*", dann ist die Folge der Matrizen (A¥),cn genau
dann beschrankt genau dann,

@ wenn der Spektralradius o(A) der Bedingung o(A) < 1 geniigt

® und wenn fiir jeden Eigenwert A € C von A mit |A| = 1 algebraische und
geometrische Vielfachheit tibereinstimmen.



Mehrschrittverfahren

Satz 3.14:
Ein m-Schrittverfahren ZJ.";O ajyirj = Atd(ti, yi, . - ., Yiem; At) sei nullstabil und
die Verfahrensfunktion ¢ geniige der Lipschitz-Bed.

(£, V0, - s Veni AE) = G(t, Wo, ..., Wins AL)| < LD |y — wy (3.15)
j=0

mit L > 0. Dann existieren Konstanten K > 0 und H > 0 derart, dass fiir
0 < At = (b—a)/n < H die Abschitzung

_max |y; — y(t)]
Jj=0,...,n
a<t<b—mAt

<K (komax 1|yk —y(t)|+1/At  max |n(t; At))

mit der exakten Losung y des AWP (1.3), (1.4) gilt.



Spezielle Mehrschrittverfahren

Definition 3.15: Fiir gegebene Daten go, ..., g, € R sind die
Riickwirtsdifferenzen V¥g, fiir 0 < k < v < r rekursiv durch

vogl/:gl/ v=0,...,r
ngu :Vk_lgl/_vk_lgufl v=kk+1,....r
k=1,2,....r

erklart.



Spezielle Mehrschrittverfahren

Lemma 3.16: Fiir die Riickwirtsdifferenzen V¥g, eines Datensatzes

go,.--,& € Rgilt
ul [k
Vhg, =3 (1) (j)gy,-

Jj=0

fir0<k<v<r.



Spezielle Mehrschrittverfahren

Lemma 3.17: Gegeben seien r + 1 dquidistante Stiitzstellen t; = to + iAt € R fiir
i=0,...,r mit At > 0. Dann besitzt das zu den Stiitzpunkten

(to,&0), - - -, (tr, &) € R? gehorige, eindeutig bestimmte Interpolationspolynom

p € I, die Gestalt

r

p(t +s0t) = 3 (~1)k (—;) Vkg, seR,

k=0
wobei

(—s) _(=9)(=s—1) (=5 —k+1) (—1)k

P o = s(s+1)---(s+k—-1)

gilt und wir () = 1 setzen.



Spezielle Mehrschrittverfahren

Lemma 3.18: Sei g € C"![c,d] und p € N, das zu den iquidistanten
Stiitzstellen t; = to + iAt € [c, d] gehdrige Interpolationspolynom mit p(t;) = g;
fir i=1,...,r, dann besitzt der Interpolationsfehler in t, + sAt € [c, d] die
Darstellung

—S

o —(_ r+1
g(t, + sAt) — p(t, + sAt) = (—1) <r+1

>g<'+1>(5(s))m’“

mit einer geeigneten Zwischenstelle £(s) € [c, d].



Adams-Verfahren

Adams-Bashfort

Y

T
tivm—1 tiym

Adams Moulton

fivm—1 Jixm

titm—1 titm



Adams-Verfahren

Definition 3.19: Legt man das in

tivm
yi+m*)/i+m—1:/ p(t)dt7 i:07"'7n7m7

tiym—1

auftretende Polynom p gemiB p € M1 mit p(t;) = f; := f(t;,y;) fiir
j=i,i+1,...,i+ m—1 fest, so spricht man von einem m-stufigen
Adams-Bashfort-Verfahren.



Adams-Verfahren

Satz 3.20: Das m-schrittige Adams-Bashfort-Verfahren hat die Gestalt

m—1
Yitm = Yitm-1 =Dt > YV*fiimy, i=01,...,n—m (3.20)
k=0
mit den Koeffizienten
L/ s
’yk:(fl)k/ <k>ds, k=0,1,...,m—1, (3.21)
0
die sich rekursiv durch
L +l + —+—1 +vw =1 k=0,1 1 (3.22)
k+1’70 k% 2’W(fl Yk = 1, =UlL....m .

berechnen lassen.



Adams-Verfahren

Satz 3.21: Das m-schrittige Adams-Bashfort-Verfahren ist nullstabil. Fiir
f € C™([a, b] x R,R) besitzt es die Konsistenzordnung p = m.



Adams-Verfahren

Definition 3.22: Legt man das in

tivm

Wtiem) = tm) = [ ple)de =0 m,
titm—1

auftretende Polynom p gemaB p € M, mit p(t;) = f; := f(t;, y;) fiir

j=i,i+1,... i+ m fest, so spricht man von einem m-schrittigen

Adams-Moulton-Verfahren.



Adams-Verfahren

Satz 3.23: Das m-schrittige Adams-Moulton-Verfahren hat die Gestalt
yi+m_yi+m—1:AtZ’y;kai+m’ i:O,l,...,n—m
k=0

mit den Koeffizienten

1 —
'y,f:(—l)k/ (ks)ds, k=0,1,...,m,
0

die sich rekursiv durch v§ =1 und

m70+;71+"'+§7k—1+7k=0, k=1,....,m

berechnen lassen.

(3.20)

(3.21)

(3.22)



Adams-Verfahren

Satz 3.24: Das m-schrittige Adams-Moulton-Verfahren ist nullstabil. Fiir
f € C™([a, b] x R, R) besitzt es die Konsistenzordnung p = m + 1.



Milne-Simpson-Verfahren

Das m-schrittige Milne-Simpson-Verfahren ergibt sich fiir m > 2 durch
Verwendung des Polynoms p € MN,,_1 mit p(t;) = f; := f(t;,y;) fiir
Jj=1i,i+1,...,i+ minnerhalb der Gleichung (3.27).

Es hat die Gestalt

m
yi+m_yi+mf2:AtZ'7kaﬁ'+m7 i:0715"'7n_m
k=0

mit den Koeffizienten

* k 0 -5
v = (-1) K ds, k=0,...,m

die sich rekursiv durch v§ =2, 7§ = —2 und

— = co 2y = =2,...,m
P 1,)/0 171 2 k—1 Yk ) y )

berechnen lassen.



Milne-Simpson- und Nystrom-Verfahren

Milne-Simpson-Verfahren

Foomea fitmet fitm

Y

;
tigm—2 tivm-1 tiym

Nystrom-Verfahren

fitm
*

fitm—2 fitm—1

Y

;
tivm—2 titm—1 titm



Milne-Simpson-Verfahren

In klassischer Form lautet das Verfahren
m
Yitm—=Yitm-2 =Dty Brifiy, i=0,....n—m
j=0
mit

RS K\,
By =(=1)" > (mJ_)% j=0,...,m.

k J

Wir erhalten die von m unabhingigen Koeffizienten
Yo =271 =-27% =1/3,73 =0, = —-1/90
und somit die Milne-Simpson-Verfahren

Viva = Yi + (1/3)At(fiin + 4fip1 + £)
Viva = Yito + (1/90)At(29f 4 + 124f; 3 + 24f o + 4fiyq — £)



Milne-Simpson-Verfahren

» Fiir m = 2 erhdlt man das sogenannte Verfahren nach Milne, das der
Simpson-Regel zur numerischen Integration entspricht.

» Fiir m = 3 ergibt sich ein zu m = 2 analoges Verfahren.

» Das m-schrittige Milne-Simpson-Verfahren ist fiir m > 2 stets nullstabil und
weist fiir einen hinreichend glatte Funktion f die Konsistenzordnung

)4 m=2
P= m+1 m>3

auf.

» Nach Konstruktion sind Milne-Simpson-Verfahren stets implizit.



BDF-Verfahren

Definition 3.25: Bei gegebenen Werten y;, ..., yitm—1 mit zugehdrigen
Zeitpunkten ti; = t; + jAt fiir j =0,...,m — 1 ermittelt ein m-schrittiges
BDF-Verfahren mit m > 1 den Wert y;,,, zum Zeitpunkt ti,,, = t; + mAt durch

Yitm = P(titm) (3.28)
mit dem durch
p(tl+j):)/I+j7 J:O77m_1 (329)
und
Pl(ti+m) = f(ti+mayi+m) (3-30)

festgelegten Polynom p € I,,.



BDF-Verfahren

Satz 3.26: Das m-schrittige BDF-Verfahren hat die Gestalt

1
Z ;kai-‘rm = Atf;'+m
k=1

firi=0,1,2,...,n—m.

(3.31)



Ein- und Mehrschrittverfahren im Vergleich

» Modellproblem:

y'(t) = k(co — y(t)), teRy
y(0)=0

mit k = 0.3 und ¢ = 10.

» Losung:



Ein- und Mehrschrittverfahren im Vergleich

Gruppe A: Explizite Einschrittverfahren

Verfahrensname

Ordnung p  Abkiirzung

Explizites Euler-Verfahren
Runge-Verfahren

Heun-Verfahren

3-stufiges Runge-Kutta-Verfahren
Klassisches Runge-Kutta-Verfahren

1

E=SNCVI O ]

EE
Runge
Heun
ERK3
ERK4




Ein- und Mehrschrittverfahren im Vergleich

Gruppe B: Implizite Einschrittverfahren

Verfahrensname Ordnung p  Abkiirzung
Implizites Euler-Verfahren 1 IE
Implizite Mittelpunktregel 2 IM
Implizite Trapezregel 2 IT
SDIRK-Verfahren 3 SDIRK
Implizites Verfahren nach

Hammer und Hollingsworth 4 IHH




Ein- und Mehrschrittverfahren im Vergleich

Gruppe C: Explizite Mehrschrittverfahren

Verfahrensname Ordnung p  Abkiirzung
Adams-Bashfort-Verfahren m = 2 2 AB2
Adams-Bashfort-Verfahren m = 3 3 AB3
Nystrom-Verfahren m = 2 2 NYS2
Nystrom-Verfahren m =3 3 NYS3




Ein- und Mehrschrittverfahren im Vergleich

Gruppe D: Implizite Mehrschrittverfahren

Verfahrensname Ordnung p  Abkiirzung

Adams-Moulton-Verfahren m = 2
Adams-Moulton-Verfahren m = 3
Milne-Simpson-Verfahren m = 2
BDF(2)-Verfahren m = 2
BDF(3)-Verfahren m = 3

3 AM2
4 AM3
4 MS2
2 BDF2
3 BDF3




Ein- und Mehrschrittverfahren im Vergleich

Fehlerverldufe fiir |e(5, At)| = |y(5) — Ynum(5, At)]

Gruppe A: Explizite Einschrittverfahren

At EE Runge/Heun ERK3 ERK4

1 551-100% 637-100° 479-103 2.90-10*
05 263-107% 1.41-1072 531-107* 1.60-10°
01 507-1072 5.14-107* 3.86-107° 232.10°8
005 252.1072 127-107* 4.76-1077 1.43.107°
001 5.02-107% 5.04-107°% 3.77-107° 2.27.10712




Ein- und Mehrschrittverfahren im Vergleich

Gruppe B: Implizite Einschrittverfahren

Fehlerverldufe fiir |e(5, At)| = |y(5) — Ynum(5, At)]

At IE IM/IT SDIRK IHH

1 462-1007 253-1072 6.39-10~% 3.79-10°
05 241-100' 6.29-1073 7.62-107° 236-10°°
01 4.98-1072 251-10* 5.88-107 3.77-107°
0.05 250-1072 6.28-107° 7.31-10°% 2.35.10°10
0.01 5.02-107% 251.-107% 583.10°19 381.10°13




Ein- und Mehrschrittverfahren im Vergleich

Fehlerverldufe fiir |e(5, At)| = |y(5) — Ynum(5, At)]

Gruppe C: Explizite Mehrschrittverfahren

At AB2 AB3 NYS2 NYS3

1 1.19-1071 287-1072 2.18-1072 3.04-10"°
05 3.08-1072 3.99-1073 225.1072 5.64-10~*
01 125.-107% 335-107° 595-10"* 7.90-10°°
0.05 3.13-107* 4.22.107% 1.37-107* 1.40-10°
001 125-107° 3.39-107% 5.12.107% 1.42.10°%




Ein- und Mehrschrittverfahren im Vergleich

Fehlerverldufe fiir |e(5, At)| = |y(5) — Ynum(5, At)]

Gruppe D: Implizite Mehrschrittverfahren

At AM?2 AM3 MS2 BDF2 BDF3

1 345-107° 4.36-10% 1.46-100% 856-10"2 1.62-1072
05 450-107* 3.72-107° 167-107° 2.39-1072 255.10°3
01 3.73-100% 6.94-107% 1.75-107® 9.96-107* 2.23.107°
0.05 467-1077 441-107° 1.02-107° 250-107* 2.80-10"°
001 3.76-107° 7.07-1072 161-107*2 1.00-107% 226-107%




A-Stabilitat

Stabilitdt beim expliziten Euler-Verfahren
At=0.2,0.5, 1.0, 1.5

10
9 9 9
8 8 8
7 7 7
5
3 6 6
2 2 2 2
] 3 s s
g s g s € s g
8 s 3 3
= s = =
4 4 a
0
3 3 3
2 2 2
1 1 1
-5
0 50 100 0 10 20 30 40 0 5 10 15 20 0 10




A-Stabilitat

Stabilitdt beim expliziten Euler-Verfahren
At=1.9, 2.0, 2.2, 25

300
8 8 250
40
6 6 200
4 4 150
20
2 2 100
2 2 o o
2 2 2 2
g 0 £ 0 g 0 € 50
] ] 5 5
s s s s
-2 -2 0
-20
” -4 -50
-6 -6 -100
-40
-8 -8 -150
-200




A-Stabilitat

Stabilitdt beim expliziten Runge-Verfahren
At =0.2, 0.5, 1.0, 1.5

10

9 9 9 9

8 8 8 8

7 7 7 7

3 6 6 3
2 2 2 2
] 3 s 3

g5 g 5 g s g5
8 s 3 8
= s = =

4 4 a 4

3 3 3 3

2 2 2 2

1 1 1 1

0

0 50 100 0 10 20 30 40 0 5 10 15 20 0 10




A-Stabilitat

Stabilitdt beim expliziten Runge-Verfahren
At=1.9, 2.0, 2.2, 25

1
108 55
9
106 50
8 104 5
102 40
2 7 2 2 2
2 2 2 2
g g g 35 g
8 8 g 3
LN s s s
98 30
5 96 2
94 20
4
92 15
9




A-Stabilitat

Stabilitdt beim klassischen Runge-Kutta-Verfahren
At =0.2, 0.5, 1.0, 1.5

10

9 9 9 9

8 8 8 8

7 7 7 7

3 6 6 3
2 2 2 2
] 3 s 3

g5 g 5 g s g5
8 s 3 8
= s = =

4 4 a 4

3 3 3 3

2 2 2 2

1 1 1 1

0

0 50 100 0 10 20 30 40 0 5 10 15 20 0 10



A-Stabilitat

Stabilitdt beim klassischen Runge-Kutta-Verfahren
At=1.9, 2.0, 2.2, 25

10

9 9 9 9

8 8 8 8

7 7 7 7

6 6 6 6
Kl Kl K Kl
5 3 5 5

g 5 g5 € 5 g 5
8 s 3 8
> > B >

4 4 4 4

3 3 3 3

2 2 2 2

1 1 1 1

o

0 5 10 15 o 5 10 0 5 10 15 20 0 10 15 20




Einschrittverfahren

Stabilitdt beim klassischen Runge-Kutta-Verfahren
At=27,238, 3.0

14
° 135
8
13
7
125
26 o 2
2 g 1 2
5 5 ]
> s s s
115
4
1
3
2 105




A-Stabilitat

Definition 4.2:

Seien y; die Ndherungen des Testproblems (4.1), (4.2) mit C = 1. Dann
bezeichnet man ein Verfahren als A-stabil (absolut stabil), falls fiir beliebiges
A € C~ ={X € C|Re(\) < 0} die Naherungen bei beliebiger, aber fester
Zeitschrittweite At > 0 kontraktiv sind, d.h.

yisa] <yl

fir alle i = 0,1, ... gilt.



A-Stabilitat

Eigenwerte einer 2D Navier-Stokes Discontinuous Galerkin Diskretisierung bei
Reynodlszahl Re = 100, auf einem 6 x 6 Gitter mit Ansatzfunktionen 4ter

Ordnung.
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A-Stabilitat

Definition 4.4: Es sei 1 =(1,...,1)" € R* und C = C U {oo}. Die Funktion
R:C— C mit

R(€) =1+¢b"(1-¢A)'1 (4.4)
heiBt Stabilitadtsfunktion zum Runge-Kutta-Verfahren (A, b, c).



A-Stabilitat

Satz 4.5:

Die zum Runge-Kutta-Verfahren (A, b, c) gehérige Stabilititsfunktion R : € — C
ist eine rationale Funktion, deren Zahler- und Nennergrad hochstens s ist und die
allenfalls in den Kehrwerten der Eigenwerte von A Polstellen besitzt.

Bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren ist R ein Polynom.



A-Stabilitat

Satz 4.6: Ein Runge-Kutta-Verfahren ist genau dann A-stabil, wenn die
zugehorige Stabilitatsfunktion R der Bedingung

IR <1

fiir alle £ € C~ geniigt.



A-Stabilitat

Definition 4.7: Die Menge
S={¢e R <1}

wird als Stabilitatsgebiet des zu R gehorigen Runge-Kutta-Verfahrens bezeichnet.



A-Stabilitat

Stabilitatsgebiet des expliziten Euler-Verfahrens

3

2}




A-Stabilitat

Stabilitatsgebiet der expliziten Mittelpunktregel

3

2}




A-Stabilitat

Stabilitatsgebiet des klassischen Runge-Kutta-Verfahrens

3

2}




A-Stabilitat

Stabilitatsgebiet des impliziten Euler-Verfahrens

33 2 -
Re(£)



A-Stabilitat

Satz 4.9: Sei R die Stabilitatsfunktion eines Runge-Kutta-Verfahrens der
Ordnung p, dann gilt
R(At) — et = O(AtPT)

fur At — 0.

Satz 4.10: Ein s-stufiges explizites Runge-Kutta-Verfahren besitzt héchstens die
Konsistenzordnung p = s.



A-Stabilitat

Satz 4.11: Das Stabilitdtsgebiet eines expliziten Runge-Kutta-Verfahrens ist
immer beschrankt.

Korollar 4.12:
Es gibt kein A-stabiles explizites Runge-Kutta-Verfahren.



A-Stabilitat

Definition 4.13:
Zu einem linearen Mehrschrittverfahren

m m
D gy =AY Bifiy;
=0 =0

heiBt die Menge S aller komplexen Zahlen p = AAt mit At > 0, A € C fiir die die
charakteristische Gleichung

ou(§) = 0(§) —po(§) =0

ausschlieBlich Nullstellen im inneren des komplexen Einheitskreises besitzt,
Stabilitatsgebiet des Verfahrens. Gilt C~ C S, so wird das Verfahren als A-Stabil
bezeichnet.



A-Stabilitat

Stabilitatsgebiet AB2:

4

3k




A-Stabilitat

Stabilitatsgebiet AB3:

4

3k

YA\




A-Stabilitat

Stabilitatsgebiet AM2:

4

3k




A-Stabilitat

Stabilitatsgebiet AM3:

4

3k




A-Stabilitat

Stabilitatsgebiet BDF1:

10

5
Re(€)



A-Stabilitat

Stabilitatsgebiet BDF2:

10

5
Re(€)



A-Stabilitat

Stabilitdtsgebiet BDF3: oo = 86°

0 5 10

Re(£)



A-Stabilitat

Stabilitatsgebiet BDF4: o = 73°

o




A-Stabilitat

Zweite Dahlquist-Barriere:
Ein A-stabiles lineares Mehrschrittverfahren hat maximal die Konvergenzordung
p=2.

Unter allen A-stabilen Verfahren zweiter Ordnung hat die Trapezregel mit
C = 1/12 die kleinste Fehlerkonstante.



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Defintion 5.1: Sei A = (a;) € R™*™, dann heiBt A positiv (A > 0) respektive
nicht-negativ (A > 0), wenn a;; > 0 respektive a; > 0 fiir alle i =1,...,m,
Jj=1,...,ngilt.

Defintion 5.2: Das AWP (5.1) heiBt positiv respektive nicht-negativ, wenn fiir alle
c® > 0 respektive c® > 0 stets c(t) > O respektive c(t) > O fiir alle t € RT gilt.



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Lemma 5.3: Das AWP (5.1) ist nicht-negativ, wenn fiir alle i = 1,..., N die

ElgenSCha t
| | D, C)= 0 53

gilt.



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Definition 5.4: Das AWP (5.1) heiBt unter Beriicksichtigung von (5.2) und (5.4)
konservativ, wenn fiir alle i,j =1,..., N und c € RV

pi(c) = dii(c) (5.5)
gilt. Es heiBt absolut konservativ, wenn neben (5.5) zudem
pii(c) = dii(c) =0

firi=1,..., N gilt.
Bemerkung:

» pii(c) und dji(c) stehen fiir das MaB in dem pro Zeiteinheit die j-te
Komponente von c¢ in die i-te tiberfiihrt wird.

» Jedes konservative System lasst sich in ein dquivalentes absolut konservatives
System (iberfiihren.



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Lemma 5.5: Fiir jedes konservative AWP (5.1) gilt

ci(t)=0

i=1

fir alle t > 0.



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Lineares Modellproblem:

Konzentrationen

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1
0




Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Nichtlineares Phytoplanktonmodell

Konzentration

—— Phytoplankton
—— Nahrstoffe
—— Detritus

30



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Robertson-Testfall fiir chemische Reaktionen

o
<)
T

Konzentration
o
>
‘

0.2f




Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Definition 5.7: Das explizite Einschrittverfahren
" ="+ Atg(t,, c"; At) (5.8)

heiBt positiv, wenn es, angewendet auf ein positives AWP (5.1) fiir alle n € N und
At > 0 fiir ¢” > 0 stets ¢"t1 > 0 liefert.

Definition 5.8: Das Verfahren (5.8) heiBt konservativ, wenn es, angewendet auf
ein absolut konservatives System (5.1) fiir alle n € Ny und At > 0 der Bedingung

N
St e =0
i=1

geniigt.



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Satz 5.9: Das Euler-Verfahren ist konservativ, aber nicht positiv.



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Lineares Modellproblem geldst mit Euler-Verfahren:

1.2 R

- - -y exakt
, - - -1y exakt
—e—y; numerisch
—e—1 numerisch ||

0.6

0.4

Konzentrationen




Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Nichtlineares Modellproblem geldst mit Euler-Verfahren:

Konzentration

- - = p exakt
= = = n exakt
- - - d exakt
- = = p+n+d exakt
—e— p numerisch
—6— n numerisch
—e— d numerisch
—©€— p+n+d numerisch




Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Satz 5.11: Das Patankar-Euler-Verfahren ist positiv

Satz 5.12: Das Patankar-Euler-Verfahren ist nicht konservativ



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Lineares Modellproblem geldst mit Patankar-Euler-Verfahren:

Konzentrationen

1.6 T

1.4 ]

- - -y exakt
- - -1y exakt
—e—1 numerisch |
—e—y; numerisch
——y1 +




Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Nichtlineares Modellproblem gelost mit Patankar-Euler-Verfahren:

Konzentration

106 OOTTEILP ======Zzz=5=== -
8
- - = p exakt
\ = = = n exakt
6 ' - - - d exakt
! '/ - = = p+n+d exakt
W —&— p numerisch
al v /’ —e— n numerisch
A‘ ’ —e—d numerisch
® | —— p+n+d numerisch
2
0 -——— - 500000060060000008555000088558Y




Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Satz 5.14: Das MPE-Verfahren ist konservativ

Satz 5.15: Das MPRK-Verfahren ist konservativ



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Lemma 5.16: Sei M € C"™*". Gilt (M) < 1, dann ist | — M invertierbar mit

I-M)71=) W (5.9)

~T

I
o

J
Konvergiert die Reihe (5.9), dann folgt o(M) < 1.
Lemma 5.17: Sei A € R"*" mit A > 0 und a € R, dann sind die Aussagen
0 a> o(A)

@® al — A ist invertierbar und (al — A)~1 >0

dquivalent.



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Lemma 5.18: Sei A = (a;;) € R"*" mit a; < 0 fiir i # j, dann sind die folgenden
Aussagen aquivalent:

@ A ist regular und A-1>0.

® a; > 0fiiralle i € {1,...,n} und fir B=1— DA mit
D = diag{ay,...,a,,}} gilt B >0 und lim;_,,, BX = 0.



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Satz 5.19: Das MPE-Verfahren laut (5.14) ist positiv.

Satz 5.20: Das MPRK-Verfahren laut (5.15) ist positiv.



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Lineares Modellproblem geldst mit modifiziertem Patankar-Euler-Verfahren:

1.2

- - -y exakt
- - -1y exakt
—e—y; numerisch H
—e—y; numerisch
——y1 +

Konzentrationen

o
n




Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Lineares Modellproblem geldst mit modifiziertem Patankar-RK-Verfahren:

1.2

~08 )
<]
= - - -y exakt
= - - -1y exakt
£ 6 —e—y; numerisch H
g —e— 1 numerisch
g ——y1 T
0.4 |
0.2 ~ ;
d
0 L L
0 0.5 1 15



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Nichtlineares Modellproblem geldst mit modifiziertem Patankar-Euler-Verfahren:

104 BERE8e

8
c - - = p exakt
o \ = = = n exakt
< 6 Voag - - - d exakt
= ! '/ Wi - - = p+n+d exakt
] oo —e— p numerisch
c a4l v /’ % —6— n numerisch
Q A‘ ' —e— d numerisch

—©€— p+n+d numerisch
2
:' - DS008000600068864




Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Nichtlineares Modellproblem geldst mit modifiziertem Patankar-RK-Verfahren:

109 888820

c - - = p exakt
o = = = n exakt
< 6 - - - d exakt
= - = = p+n+d exakt
aN) —e— p numerisch
c 4l —e— n numerisch
S —e— d numerisch

—©€— p+n+d numerisch




Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Nichtlineares Modellproblem gelost mit hybridem MPRK-Verfahren:

106 988888

c - - = p exakt
o = = = n exakt
< 6 - - - d exakt
= - = = p+n+d exakt
aN) —e— p numerisch
c 4l —e— n numerisch
S —e— d numerisch

—©€— p+n+d numerisch




Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Robertson Testfall gelost mit modifiziertem Patankar-Euler-Verfahren:

08f Pl - - -y, exakt i
S exakt x 10*
8 kt
- - Y, exa
T 06r Y3 ’ 1
E - Yy el
Q —e—Y, Numerisch \
S 047 —e— Y, Numerisch x 10 |
x —o—Y; numerisch
0.2 : \ —a—YtY,Y, numerisch |

10° 10 10 10

10



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Robertson Testfall gelést mit modifiziertem Patankar-RK-Verfahren:

Konzentration

0.8

0.6

0.4

0.2

—_— exakt H

- - .Y, exaktx 10*
Yy exakt
LA exakt
——Y; numerisch
: 4
Y, numerisch x 10™ H
—e— Y5 Numerisch

—e— Y, 1Y, tY; numerisch |

10 10

10



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Lemma 5.22: Sei A € RV*N durch (5.18) und (5.19) im Kontext eines positiven,
absolut konservativen Differentialgleichungssystem festgelegt, dann gilt fiir die
Koeffizienten der Matrix A=! = (5;) € RV*N die Abschitzung

0<5 <1, ij=1...N

fur alle At > 0.



Positivitatserhaltende, konservative Einschrittverfahren

Satz 5.23: Das MPE-Verfahren laut (5.14) ist konsistent von der Ordnung p = 1.

Satz 5.24: Das MPRK-Verfahren laut (5.15) ist konsistent von der Ordnung
p=2.



SchieBverfahren bei Randwertproblemen

Beispiel 7.1: Sekanten-Verfahren

Sn Fn T
0.000000  3.844027e+00
-0.500000 1.910485e+00
-0.994038  7.309179e-01
-1.300168 1.818285e-01
-1.401542  1.970061e-02
-1.413860 5.478706e-04
-1.414212  1.656956e-06
-1.414213  1.393801e-10
-1.414213  3.330669¢-16 B R RN R

CO~NOO1T S~ WNH OIS




SchieBverfahren bei Randwertproblemen

Beispiel 7.1b: Newton-Verfahren

n Sp F,

0 0.000000 3.844027e+00
1 -0.745842 1.265380e+00
2 -1.281807 2.121064e-01
3 -1.409805 6.840290e-03
4  -1.414209 7.182839e-06
5 -1.414213 7.920664e-12




MehrfachschieBverfahren bei Randwertproblemen

> Zerlege [a, b] in m Teilintervalle a = xp < x1 < -+ < Xpm—1 < Xm = b.
» Betrachte fiir k=0,...,m—1 die AWPs
Y'(x) = 0, y(x), ¥ (%)), x € [xs Xie1]
y(x) = vk, Y (k) = sk
mit up = o und zu bestimmenden z = (uy, ..., Un—1,50; - - -, Sm—1)-

» Lose
yumso(xl) — U

Yum—2,5m—2 (mel) —Um-1
F(z) = Yoo.s(X1) = 51 =0.

-y[’m7275m72 (Xm—l) — Sm—1
Yim-r,5m—1(Xm) — B

Literatur: M. Hanke-Bourgeios, Grundlagen der Numerischen Mathematik und des Wissenschaftlichen Rechnens



Differenzenverfahren bei Randwertproblemen

Satz 7.3: Seien g, r € C[a, b] mit g(x) > 0 und x € [a, b]. Dann besitzt das RWP
(

x)=r(x), xE€]la,b] (7.5)
y(@)=a, y(b)=p (7.6)

genau eine Lésung y € C?[a, b].



Differenzenverfahren bei Randwertproblemen

Satz 7.4: Das Differenzenverfahren
1 .
—E(}/;+1—2yj+}071)+qj}’1:’]7 J:]-a"'7n

mit yp = «, y,+1 = B fiir die Randwertaufgabe gemaB Satz 7.3 besitzt genau eine
Losung.



Differenzenverfahren bei Randwertproblemen

Lemma 7.5: Sei A € R"*" die Matrix (7.8) zum Differenzenverfahren fiir ¢ > 0
und Ag die entsprechende Matrix fiir ¢ = 0. Dann gilt 0 < A% < Ao_l.



Differenzenverfahren bei Randwertproblemen

Lemma 7.6: Sei y € C*[a, b], dann existiert fiir jedes j € {1,...,n} ein
0; €] — 1,1] so, dass

1 Ax?
y"(x) — N%) (y(xi—1) = 2y (%) + y(xj11) = *fym(xj + 0;Ax)

gilt.



Differenzenverfahren bei Randwertproblemen

Satz 7.7: Fiir die Lsung der Randwertaufgabe laut Satz 7.3 gelte y € C*[a, b]
und (y1,...,¥n) € R sei die Lésung des zugehdrigen Differenzenverfahrens (7.7),
dann gilt fiir den Fehler

X2
Y05) — il < S5~ a)(b— ).



Differenzenverfahren bei Randwertproblemen

» Erweiterung auf

—y"(x) + p(x)y'(x) + a(x)y(x) = r(x)
mittels 1
y'(x) = ik V0+1) = y0g-1)).

» Hohere Ordnung kann durch bessere Approximationen des
Differentialquotienten erzielt werden, z. B.

y'(x) = ﬁ(—y(x — 2Ax) 4+ 16y(x — Ax) — 30y(x)

+ 16y (x + Ax) — y(x + 2Ax)) + O(Ax?).

» Nichtlineare Differentialgleichungen fiihren auf nichtlineare
Differenzengleichungen

Yi+1 — Yj—1
)

1 .
~— (V-1 =2y + 1) = (x5, ¥, Ak j=1,...,n

Ax?



Differenzenverfahren bei Randwertproblemen

Beispiel 7.8: n = 1000

IF(™)]l2
1.584303e+06
4.760320e+01
9.056298e-01
5.328024e-04
5.664736e-09

A WODNRROX
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