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Es sei G im folgenden eine Gruppe. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

5. Aufgabe: (4 Punkte)

(a) Der Durchschnitt beliebig vieler Untergruppen von G ist eine Untergruppe
von G.

(b) Das Zentrum Z(G) von G ist ein abelscher Normalteiler von G. (Hierbei
sei

Z(G) := {z ∈ G | gz = zg ∀g ∈ G}

das Zentrum von G.)

(c) Die Abbildung
G→ Aut(G), g 7→ ϕg

(wobei ϕg der Automorphismus von G ist, welcher durch die Konjugation
mit g gegeben ist) ist ein Homomorphismus, dessen Kern mit dem Zentrum
von G übereinstimmt.

6. Aufgabe: (4 Punkte)

(a) N1 EG, N2 EG⇒ N1N2 EG und N1 ∩N2 EG.

(b) H ≤ G und (G : H) ≤ 2 ⇒ H EG.

7. Aufgabe: (4 Punkte) Sei φ : G→ G′ ein Gruppenhomomorphismus.

(a) Ist U ≤ G eine Untergruppe von G, dann ist φ(U) eine Untergruppe von
G′. Zeigen Sie auch, daß die entsprechende Aussage für Normalteiler i.A.
falsch ist.

(b) Ist U ′ ⊆ G′ eine Untergruppe (bzw. ein Normalteiler) von G′, dann ist die
Menge φ−1(U ′) ebenfalls eine Untergruppe (bzw. ein Normalteiler) von
G.

8. Aufgabe: (4 Punkte) Es sei X eine Untergruppe von G, Y ein maximaler
Normalteiler von X und N ein Normalteiler von G. Dann gilt XN = Y N genau
dann, wenn X ∩N 6= Y ∩N ist. Im Falle X ∩N 6= Y ∩N ist X/Y isomorph
zu (X ∩N)/(Y ∩N) und im Falle X ∩N = Y ∩N zu XN/Y N.


