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17. Aufgabe: (4 Punkte)

(a) Es sei G eine endliche Gruppe. Man definiere induktiv eine Reihe von
Untergruppen L;(G) < G durch Lo(G) := G und L;(G) := [L;—1,G], i =
1,2,... . Eine Gruppe heift nilpotent, falls ein n € N existiert, mit L, (G) =
{1}. Zeigen Sie, daB nilpotente Gruppen auflésbar sind.

(b) Es sei p eine Primzahl. Zeigen Sie, dafl Gruppen der Ordnung p? isomorph
zu Z/p?Z oder zu Z/pZ x Z/pZ sind.

18. Aufgabe: (4 Punkte) Es sei G die Untergruppe von GL(2,Z), welche von

den Matrizen
1 2 1 0
A'_(O 1)’ B'_(2 1)

erzeugt wird. Zeigen Sie, dafl G isomorph zu der freien Gruppe vom Rang zwei
ist.
Hinweis: Man fasse G als Untergruppe derjenigen Gruppe auf, welche von

A und der Matrix
7 0 1
10

erzeugt wird. Diese Gruppe operiert auf der projektiven Geraden P! := C U oo
wobei J ein Element z auf 1/z abbildet (1/c0 := 0, 1/0 := oo0) und A ein
Element z auf 2 + z abbildet (1 + oo := 00). Es seien ; := {z € P! | |2| < 1}
und Qy := {z € P! | |z] > 1}, wobei |z|, z € C, der gewshnliche Absolutbetrag
ist und |oo| = c0. Jetzt benutze man daff €5 von A in eine echte Untermenge
von {2 abgebildet wird und dafl 2; und 5 von J vertauscht werden.

19. Aufgabe: (4 Punkte)

(a) Essei Dy die Diedergruppe der Ordnung 8 und S,, die symmetrische Grup-
pe auf n Elementen. Geben Sie zwei treue Permutationsdarstellungen

mi: Dy — Sp,, 1=1,2,

an, wobei ny = 8 und ny = 4. (Treu heifit hierbei, dafi der Kern von m;
nur aus der 1 besteht.)

(b) Es seien 0,7 € S, zwei Permutationen welche in der disjunkten Zykel-
schreibweise vorliegen. Zeigen Sie, da8 man die Permutation o7o ! erhilt,
indem man in der Zykeldarstellung von 7 jeden Eintrag i € {1,...,n}
durch o(i) ersetzt.



20. Aufgabe: (4 Punkte) Es sei G eine endliche Gruppe und {G; | i = 1,...,n}
eine Familie von Untergruppen von G. Zeigen Sie, daf die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(a) G={(G;|i=1,...,n) und fur ¢ # j gilt [G;,G,] = 1.

(b) Essei D := Gy x -+ x G und D; < D die Untergruppe, deren Elemente
folgendermaflen aussehen: Alle Komponenten sind 1 mit Ausnahme der
i-ten Komponente. Dann ist die Abbildung

m:D— G, (21,...,2) > L1 Ty
eine surjektiver Homomorphismus mit 7(D;) = G; und D; N Ker(w) = 1.

Bem.: G wird manchmal auch als zentrales Produkt von G1,...,G, bezeichnet.



