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Aufgabe 1

a) Zeigen Sie, dass jeder k-dimensionale Untervektorraum V' C R" diffeomorph zu R* ist, und
dass alle linearen Abbildungen auf V' glatt sind.

b) Die stereographische Projektion ist die Abbildung m von der punktierten Sphére S?\ {N}
auf R?, wobei N der Nordpol (0,0, 1) ist, und fiir jeden Punkt p € 5%\ {N} gilt: w(p) ist der
Schnittpunkt der Geraden durch p und N mit der xy-Ebene.

Zeigen Sie, dass 7 ein Diffeomorphismus ist.

Aufgabe 2
a) Zeigen Sie, dass die Funktion f : R — R definiert durch
eE >0
- 1
ro={ % T2 0
glatt ist.

b) Zeigen Sie, dass die Funktion g(z) = f(x — a)f(b — x) glatt ist, positiv auf (a,b) und die
Nullfunktion auf R\ (a,b) ist (Es sei a < b).

c¢) Betrachten Sie nun die Funktion

ffoo gdx
ffooo gdx’
Zeigen Sie, dass h(x) eine glatte Funktion ist mit der Eigenschaft h(x) = 0 fiir z < a, h(z) =1
fir x > bund 0 < h(z) < 1 fir x € (a,b).

() = (2)

d) Geben Sie eine Funktion h auf R* mit der folgenden Eigenschaft an: h(z) = 1 fiir |z| < a,
h(xz) =0 fir |z] >bund 0 < h(z) < 1fira < |z|] <b (Essei 0 <a <b).

Aufgabe 3

a) Sei f: M — N ein Diffeomorphismus. Zeigen Sie, dass df, ein Isomorphismus von Tangen-
tialrdumen fiir jedes x € M ist.

b) Zeigen Sie, dass R¥ und R! nicht diffeomorph sind, wenn k # [ gilt.

bitte wenden!



Aufgabe 4
Der Graph einer Abbildung f: M — N ist die Teilmenge von M x N definiert durch

graph(f) = {(z, f(x)) | € M}. (3)

a) Sei F': M — graph(f) die Abbildung definiert durch F(z) = (x, f(x)). Zeigen Sie, dass F’
ein Diffeomorphismus ist, wenn f glatt ist.

Dies besagt, dass graph(f) eine Mannigfaltigkeit ist, wenn M das ist.

b) Sei f glatt. Zeigen Sie: dF,(v) = (v, df;(v)).

c) Zeigen Sie, dass der Tangentialraum von graph(f) bei dem Punkt (z, f(x)) der Graph der
Abbildung df, : T,(M) — Tyz)(N) ist.

Die Aufgaben werden nicht eingesammelt.
Losungswege werden am 29.04.2015 in der Ubung besprochen.



