Prof. Werner M. Seiler, Ph.D. U N I K A S S E L
FB 10 Mathematik und Naturwissenschaften -
Institut fiir Mathematik V ERSITAT

11. Dezember 2013

Grobner-Basen
8. Ubungsblatt

Aufgabe 1
Seien 7, ...,Z,, < P paarweise verschiedene Ideale und fi,..., f,, € P gegebene Polynome. Wir

wollen eine Methode entwickeln, um die Losungsmenge von Systemen linearer Kongruenzen der Form
f=fi modZy, 1<k<m (%)
zu berechnen. Dazu fiihren wir wieder zusitzliche Variablen ¢4, . . ., ,, sowie das Ideal
T=0= (14 +tn),tiTr, . tmTn) SP =K[t1, ...t T1, - oo, T

ein. Es sei G eine Grobner-Basis von J beziiglich einer Eliminationsordnung < mit z; < ¢; fiir alle
1<i<nund1<j<mundg= Zzl t;f; € P. Beweisen Sie folgende Aussagen.

(i) Das System () besitzt genau dann eine Losung, wenn NF¢ (¢) € P gilt. (Mit NF¢ (g) bezeichnen
wir die Normalform von g beziiglich G, also den eindeutigen Rest bei der Division.)

(ii) GiltNF¢ (g) € P, so ist die Losungsmenge von (x) gegeben durch NF¢ (g) 4+ (-, Ix. Insbeson-
dere ist f € P genau dann eine Losung, wenn gilt NF (g) = NFgap (f)-

(iii) Berechnen Sie in Q[z, y| die Losungsmenge von

f = x—1 mod (x,y),
f = =z mod (z — 1,y),
f = y mod (z — 2,y —1).

Aufgabe 2

Es seien die Ideale Z = (xy29 — x3) < Q[z1, 22, 23] und J = (y1y2 + y2) < Q[y1, yo] gegeben. Weiter
definieren wir die Abbildung ¢ : Q[z1, e, x3]/Z — Q[y1, y2]/T durch

o +I) =yi+12+T, e@+ID) =n+p+JT, e@+I) =y -—ny+J.
(1) Zeigen Sie, dass ¢ wohldefiniert ist.
(ii) Berechnen Sie ker(¢).

(ii1) Ist ¢ surjektiv?



