Satz 13. Jedes polynomiale Ideal T <1 P besitzt nur endlich viele verschiedene
reduzierte Grobner-Basen.

Beweis. Wir fiihren zunichst die beiden Mengen
R = {g C 7 | G red. Grobner Basis von Z bzgl. einer TO —<}

und
L= {jﬁlP | J = It Z fiir eine TO <}

ein. Wegen Korollar 11 ist die Abbildung ¢ : R — L, G — (It G) bijektiv; die bei-
den Mengen sind also gleichméchtig. Wir wihlen weiterhin fiir jedes 7 € L eine
Termordnung < mit J = 1t Z und erhalten so eine Menge 7 von Termordnungen,
die bijektiv auf £ und damit auch auf R abgebildet werden kann.

Wir nehmen fiir einen Widerspruchsbeweis an, da |R| = oo und damit
natiirlich auch |7| = oo. Sei nun F eine endliche Basis von Z. Es mufl dann
wenigstens eine Zuordnung von Leittermen It F; geben, die von unendlich vielen
Termordnungen <€ 7 erzeugt wird; diese bilden eine Teilmenge 7, C 7.

Nehmen wir an, da3 F; fiir ein < € 7, sogar eine Grobner-Basis von Z ist.
Nach Lemma 12 wire F, dann fiir alle < € 7, eine Grobner-Basen und damit
wiirden auch alle < € 7, zu demselben Leitideal fiihren, was aber der Definition
von 7 widerspricht.

Also kann Fj keine Grobner-Basis fiir ein beliebig gewihltes < € 7, sein.
Dann existiert ein f € Z mit 1t f ¢ (It ) und Reduktion von f beziiglich F;
liefert ein Polynom f; # 0. Wir setzen F; = Fy U {f1} und erhalten analog
zu oben eine unendliche Teilmenge 77 C 7, von Termordnungen, die alle zu
denselben Leittermen 1t F; fiihren. Mit demselben Argment wie oben folgt, da3
J fiir kein < € 7; eine Grobner-Basis sein kann.

Iteration dieser Uberlegungen fiihrt zu einer unendlichen Folge von Idealbasen
Fo, F1,Fs, ... sowie von unendlichen Teilmengen 7 O 7, O 7; O ---. Dabei
gilt fiir jedes < € T, daB (It Fo) C (It Fy) € --- C (It Fy); wir erzeugen also
eine unendliche aufsteigende Idealkette. Nach dem Hilbertschen Basissatz ist P
aber ein noetherscher Ring, so dal dies nicht moglich ist. [



