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Unter- und Uberbestimmte Systeme von
Differentialgleichungen

Werner M. Seiler

ZusammenfassungDie Begriffe,,unter-* bzw.,Uberbestimmt‘ werden haufig auch im Zu-
sammenhang mit Differentialgleichungen benutzt, da dieisbar ganz natirlich und klar
sind. Tatsachlich ist es aber gar nicht so einfach, eindemadtisch prazise Definition an-
zugeben. In engem Zusammenhang dazu steht die Frage na@hofker des Losungsraums
einer Differentialgleichung, die jedoch im allgemeinemwdem betrachteten Funktionen-
raum abhangt. Relativ einfache Antworten fiir beide Reotd lassen sich geben, wenn man
sich auf den formalen Losungsraum zuriickzieht, also ounéle Potenzreihenldsungen
betrachtet. Eine moderne mathematische Formulierundhbdann auf der geometrischen
Theorie der Jetbiindeln und der algebraischen Dimensieosé polynomialer Moduln.

Schlisselvirter Differentialgleichungen unterbestimmtes Systeniiberbestimmtes
System formale Theorie Integrabilitat- Involution - Eichsymmetrie
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1 Einleitung

Fur Mathematiker ist es normalerweise selbstverstéhgdtial® sie nur mit exakt definierten
Begriffen arbeiten. Trotzdem wird kaum ein Mathematikertag, wenn er (oder sie) von
einem unter- oder Uberbestimmten System von Differegigéadhungen hort. Dabei zeigt
eine Literatursuche ziemlich schnell, daf3 es gar nichtrsaeh ist, eine strenge Definition
dieser Begriffe zu finden (selbst in Literaturstellen, imele sie vorkommen'!).

Auf Nachfrage erhalt man in der Regel Antworten, die auéairVergleich der Anzahl
der Gleichungen und der unbekannten Funktionen beruhenwiWspater sehen werden, ist
dieser Ansatz jedoch mitunter irrefihrend — insbesonuteder fur die Theoretische Physik
wichtigen Situation, daR eine Eichsymmetrie vorliegt. Esaheliegend, anzunehmen, dald
diese Vorgehensweise wohl von der Linearen Algebra hegribruht jedoch selbst hier auf
einer Verwechslung von Definition und Kriterium (man wirdcatkkaum ein Lehrbuch der
Linearen Algebra finden, das diese Begriffe tatsactdietiniery.
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In der vorliegenden Arbeit soll eine mathematisch pragiséinition unter- und tber-
bestimmter Systeme von Differentialgleichungen vordistesrden. Es wird sich heraus-
stellen, daf3 eine solche Definition zum einen nicht mehr aakchaulich ist (man erhalt
allerdings eine gewisse Anschaulichkeit Uber nachfalge®atze zuriick) und zum anderen
einen durchaus anspruchsvollen mathematischen Apparatipe Wir werden zunachst ei-
ne mehr,kochrezepthaftige" Darstellung geben, die dafur ohnigéschrittenere mathema-
tische Konzepte wie Mannigfaltigkeiten oder Moduln auskumAnschlieRend skizzieren
wir flr Leser mit entsprechenden Kenntnisse den genaugmematischen Hintergrund. Fr
eine vertiefte Behandlung der hier diskutierten Fragkstgen verweisen wir auf32] und
die dort zitierte Literatur.

Im nachsten Abschnitt werden wir kurz auf die Definitionemtbzw. Uberbestimmter
Systeme im Rahmen der Linearen Algebra eingehen. Es folgtagi Beispielen orientierte
Einfuhrung in die verschiedenen Moglichkeiten bei Sgwsta von Differentialgleichungen:
in AbschnittC3 fur gewohnliche und in Abschriit 4 fur getie Differentialgleichungen.

In Abschnitf® beginnen wir damit, die eher vorher intuitiviskussion mathematisch zu
prazisieren; wir zeigen, wie der GroRe des Losungsraings Differentialgleichung mittels
des Begriffs eines formal korrekt gestellten Anfangsweifem quantifiziert werden kann.
Anschlieend betrachten wir die geometrische Modelligruon Differentialgleichungen
mittels Jetbindel. Zur Veranschaulichung der Bedeutwsrgddbei eingefiihrten Begriffe
behandelt Abschniffl 7 die systematische Konstruktion édemPotenzreihenldsungen. Die
effektive Anwendung der entwickelten geometrischen Tieeexfordert die Einfuhrung al-
gebraischer Techniken; detbergang von der Geometrie zur Algebra basiert dabei auf dem
in Anschnitt[8 diskutierten Begriffs des (Haupt)Symbolsit Bessen Hilfe erreichen wir
dann in Abschnitfl® auch endlich unser Ziel einer prazisefiriition der Begriffe unter-
bzw. Uberbestimmt.

2 Lineare Gleichungssysteme

Bevor wir uns Differentialgleichungen zuwenden, betranhwir zunachst kurz die wesent-
lich einfachere Situation bei linearen Gleichungssystentée jedoch bei genauerer Be-
trachtung auch nicht ganz frei vdwberraschungen ist.

Ein lineares GleichungssysteAx = b hei3tunterbestimmtwenn es nicht alle Kom-
ponenten des Losungsvektoreindeutig bestimmt; dies stellt offensichtlich die néitlre
Definition dieses Begriffs dar. Ein klassisch®atzder Linearen Algebra besagt nun, daf3
ein (Idsbares) System genau dann unterbestimmt ist, wenRang der MatrixA kleiner
als die Dimensiom des Vektorsx ist, d.h. wenn wir wenigeunabtangige Gleichungen
als Unbekannte haben. Man beachte, daf’ auch dieses eifbzhblkriterium nicht un-
mittelbar auf das Ausgangssystem angewendet werden kamders dal? man dieses erst
mit dem GauRR-Algorithmus auf eine Treppenform bringen @déisonst eine Art eventuell
vorhandene abhangige Gleichungen entfernen muf3.

Wir sprechen von einemvohlbestimmteBystem, wenn seine Losung eindeutig ist. Wie-
der sagt uns die Lineare Algebra, dal3 dies bei einem lost&ystem genau dann der Fall
ist, wenn der Rang der Koeffizientenmattix gleich der Anzahl der Unbekanntenist.
Wenn keine abhangigen Gleichungen vorhanden sind, dateubet dies, daf} wir es mit
einem quadratischen System zu tun haben.

Bleibt die Frage, wie eifiberbestimmtebneares Gleichungssystem aussieht? Solange
wir wirklich von einem Gleichungssystem reden, lautet digielleicht Giberraschende —
Antwort, daf3 es so etwas nicht gibt, da offensichtlich &dq(m x n)-Matrix A gilt, dal



rg A < n (das System kann nicht mehr ailsunabhangige Gleichungen enthalten), und
wir damit fur ldsbare Systeme bereits alle Moglichkeitaisgeschopft haben. Die Situation
andert sich, wenn wir nicht mehr von einem linearen Gleiglasystem, sondern von einem
linearen Ausgleichsproblem reddmiier macht es keinen Sinn, von linearer Abhangigkeit
zwischen den Gleichungen zu sprechen, da diese in der Regeisistent sind, und man
kann wirklich einfach die Anzahl der Ausgangsgleichungahlen.

In den wenigsten Vorlesungen uber Lineare Algebra werderBégriffe unter- bzw.
Uberbestimmt vorkommen, da man hier mittels der Dimersdfworie affiner Raume viel
praziser formulieren kann: offensichtlich bedeutet Wméstimmtheit gerade, daf? die Di-
mension des Losungsraums positiv ist, da der oben angdepre Satz gerade diese Dimen-
sion mit dem Rang der MatriX verkniipft. Man sollte vielleicht noch bemerken, dal diese
einfache Zusammenhang zwischen der Anzahl der Gleichungdnder Dimension des
Losungsraums bereits dann verloren geht, wenn man aligeny@lynomiale Gleichungen
betrachtet, also von der Linearen Algebra in Richtung Atgelthe Geometrie geht: der
(verallgemeinerte) Krullsche Hauptidealsatz liefertrdanr noch eine Ungleichung — siehe
[19] fur eine ausfuhrlichere Diskussion solcher Fragen.

3 Gewohnliche Differentialgleichungen

Die allererste Differentialgleichung, die ein Mathematilin seinem Leben sieht, ist typi-
scherweise von der Gestalt = f(x,u). Hierbei stehtu, die abhangige Variable fir eine
unbekannte Funktion = «(x) derunablangigen Variablen: und«’ ist die tibliche Kurz-
notation fur die erste Ableitundu/dz. Es handelt sich also um eine skalare gewohnliche
Differentialgleichung erster Ordnung.

Bei intensiverer Beschaftigung mit der Theorie gewdtimdrr Differentialgleichungen
zeigt sich jedoch schnell, daR es fir viele Fragen keinenermswerten Unterschied macht,
wenn man auf Systeme der Fommh = f(x,u) fur einen Vektoru abhangiger Variablen
verallgemeinert. So erhalt man unter relativ schwachetigkeitsbedingungen an die rech-
te Seitef einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fur Losungesh@sondere werden keine
weiteren strukturellen Annahmen benétigt. Trivialerseeenthalt jedes System dieser Form
genau so viele Gleichungen wie unbekannte Funktiangarliegen. Es stellt keine wirkli-
che Beschrankung der Allgemeinheit dar, daf3 wir hier angenen haben, daf3 ein System
erster Ordnung vorliegt, da sich jedes System hdhererudgielementar in ein aquivalen-
tes System erster Ordnung umschreiben laf3t, in dem matziiché abhangige Variablen
einfuhrt, die Ableitungen der urspriinglichen abhaegiyariablen entsprechen.

Die Situation andert sich deutlich, wenn man zu einem ailgjaen System gewohn-
licher Differentialgleichunger® (x,u,u’) = 0 Ubergeht, wobei wir nun auch nicht mehr
voraussetzen wollen, dal3 die Anzahl der Gleichungen undudleekannten Funktionen
Ubereinstimmt. Solche Systeme treten ganz natirlictaiireichen Anwendungsgebieten
auf, z.B. bei der Simulation mechanischer Systeme mit Zsala@dingungen oder elekiri-
scher Schaltkreise, in der Steuerungs- und Regelungskecotiar bei der Diskretisierung
mancher partieller Differentialgleichungen (viele kostla Beispiele werden inl[1] disku-
tiert — siehe aucH [18.24]). Unglucklicherweise hat je@Gebiet seine eigene Terminolo-
gie entwickelt und so gibt es eine Vielzahl von Begriffem fiese allgemeineren Formen

1 Zu einer Betrachtung als Ausgleichsproblem wird man audbraatisch gefilhrt, wenn man mit einer
inexakten Arithmetik, d.h. unter dem Einflu von Rundunblefm, arbeitet, da nun die lineare Abhangigkeit
von Gleichungen nicht mehr sicher entschieden werden kann.



gewohnlicher Differentialgleichungen: implizite Syste, singulare Systeme, differential-
algebraische Systeme (oft kurz DAE genannt nach der ehglisBezeichnundifferential
algebraic equations Systeme in Deskriptorform, ...

Sowohl die theoretische als auch die numerische Behandiologer allgemeiner Sy-
steme fuihrt zu neuen Phanomenen, die bei der klassiscligel@sten Formi’ = f(z, u)
nicht auftreten. Aufgrund der impliziten Abhangigkeitrva’ kann es vor allem zu einer
ganzen Reihe verschiedener Arten singularen Verhalmsren, was wir jedoch hier trotz
groRRer Bedeutung fir die Praxis ignorieren werden (inshésre werden wir stets anneh-
men, dal alle relevanten Jacobi-Matrizen konstanten Rasitgbn). Uns interessiert hier
mehr die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von hgen (in einer Umgebung
eines regularen Punktes).

A priori a3t sich hier fur ein allgemeines System keineséage treffen. Der Grund
ist die mogliche Existenzversteckter* Gleichungen, die aus dem urspringlichertegys
durch eine Kombination von Differentiationen und algeschen Umformungen gewonnen
werden kdnnen. In der Mathematik ist der Ausdrudiegrabilitatsbedingungeiiblich, der
allerdings haufig zu Mif3verstandnissen fuhrt, da eswiether um Bedingungen an eventuell
vorhandene Parameter noch um von auf3en zusatzlich ayieeEaschrankungen handelt:
die so gewonnenen Gleichungen werden von jeder Losung degafigssystems automa-
tisch erfullt. Falls es moglich ist, eine Gleichung derfid = 0 abzuleiten, dann kann es
offensichtlich keine Losung geben und das System ist isisbent.

Die systematische Suche nach Integrabilitatsbedingungied als Vervollséndigung
des Ausgangssystems bezeichnet; sie kann als Verallgeraeg des GauRR-Algorithmus
fur lineare Gleichungssysteme aufgefaldt werden. Wieediesrandert sie den Losungs-
raum nicht, sondern dient lediglich dazu, leichter Aussaigjger dessen Eigenschaften zu
gewinnen. In der numerischen Theorie spricht man haufigeoerindexreduktioranstelle
einer Vervollstandigung; Physiker kennen fir den Sp&gidHamiltonscher Systeme den
sogenannteDirac-Algorithmus

Aufgrund unserer Regularitatsannahmen diirfen wir amaeh da’ wir moglichst viele
Gleichungen nach einer Ableitung aufgelost haben. Inedissgenanntesemi-expliziten
Form spalten wir den Vekton in zwei Komponenten, und w auf, so dald unser System
folgende Form annimmt;

v =g(z, v,w,w/)7 (1a)
0=h(z,v,w). (1b)

(Die Dimension der Komponente, d.h. die Anzahl der Gleichungei]1a), die nach einer
Ableitung aufgelost werden kdnnen, entspricht offehnidich dem Rang der Jacobi-Matrix
OF /ou’). Die Form [) erklart auch die Bezeichnupgjfferential-algebraisches* System,
da offensichtlich eine Mischung aus Differentialgleicgen [Th) und algebraischen Glei-
chungen[(Ib) vorliegt. Es ist nun klar, daB eventuell durbleien des algebraischen An-
teils des Systems neue unabhangige Gleichungen, d.rabiétatsbedingungen, erzeugt
werden konnen. Allgemein tritt dieses Problem bei geviiohan Differentialgleichungen
immer dann auf, wenn ein System Gleichungen unterschietliOrdnung umfaf3t.

Beispiel 1 Wir betrachten ein einfaches, aber typisches Beispiel auéchanik: die Be-
wegungsgleichungen eines Pendels. Die masselose Pandeldtesitze die Langeund

der Pendelkorper die Masse (siehe Abb[1L). Die Position des Pendels werde durch die
kartesischen Koordinatem, y) angegeben. Offensichtlich liefert dies zu viele Freituyris

de, denn wir kdnnten das Pendel ausschlie3lich mit demefsuehgswinkeb beschreiben.



Diese Redundanz wird zu Zwangsbedingungen fuhren. Iniegemhden Fall ware es trivi-
al, die Bewegungsgleichungen direkt fiaufzustellen und so zu einer Beschreibung oh-
ne Zwangsbedingungen zu kommen. Der Entwurf komplexer em@sbher Systeme erfolgt
heute aber in der Regel modular und die Wechselwirkung heisden verschiedenen Kom-
ponenten wird dann durch Zwangsbedingungen modellieget/Beispiel ist ein einfacher
Prototyp fur die Bewegungsgleichungen, die eine solchgalensweise liefert.

Z

Abb. 1 Pendel in kartesischen Koordinaten

Zum Aufstellen der Newtonschen Bewegungsgleichungerotigsri’ wir die auf das
Pendel einwirkenden Krafte. Dies ist zum einen dig-Richtung wirkende Gravitations-
kraft G der Grof3eng mit der Erdbeschleunigungsowie zum anderen die Zugkr&tin der
Pendelstange, die den Pendelkdrper auf seiner Kreiskahrvon der Zugkraftz kennen
wir a priori nur die Richtung, namlich zum Aufhangepunkt,taber nicht ihre Grof3g. Da-
her betrachten wir zunachstals eine weitere Unbekannte (Lagrange-Multiplikator)cNa
Newton erhalten wir damit als Bewegungsgleichurﬂen:

mi=—-\x, my=mg—A\y. (2a)
AuRerdem muf3 das Pendel noch die folgende Zwangsbedingiitigre
22 +y? =02 (2b)

(der Pendelkorper bewegt sich auf einem Kreis mit RadjuSie eliminiert die oben an-
gesprochene Redundanz in unserer Modellierung, denn dielsihg [Zb) lafit sich offen-
sichtlich 16sen, in dem wir schreiben= ¢sin @ undy = £ cos . Man kann sich aber leicht
vorstellen, daR3 bei komplizierteren Problemen ein exglizAufldsen der Zwangsbedingun-
gen nicht mehr so einfach moglich it.

2 Wir folgen hier der iiblichen Konvention, daR Zeitablegen durch einen Punkt anstelle eines Strichs
gekennzeichnet werden. Wir haben es hier also mit Gleiakuzgveiter Ordnung zu tun.

3 Selbst in Fallen, wo ein Aufldsen méglich ist, muR es nishbedingt vorteilhaft sein. Man erhalt
dann zwar weniger Gleichungen; diese sind dafir unter Bimagtn deutlich komplizierter. So erfordert das
Auflosen in der Regel, daf algebraische oder trigononeltig-unktionen eingefiihrt werden mussen. Dies
erschwert nicht nur die analytische Behandlung der Bewgsgleichungen, auch eine numerische Auswer-
tung wird dadurch deutlich aufwendiger.



Die Zwangsbedingun@{Pb) muR zu allen Zeitenfullt sein. Damit muR aber auch ihre
Zeitableitung identisch verschwinden und Differenzidrefert die Integrabilitatsbedingung

x4+ yy=0. (2c)

Anschaulich besagt sie, daR der GeschwindigkeitsvektPédadels stets tangential an den
Kreis anliegt. Erneutes Differenzieren (d.h. Betrachtea Beschleunigungsvektors) fuihrt
zu der Gleichung

i+ yj+il+y°=0. (2d)

Die Beschleunigungeft und g sind durch die Newtonschen Gleichungen gegeben und Ein-
setzen von[{da) if{2d) liefert nun eine algebraische GleigHir den Multiplikator\:

m(i% +9%) + gy

A=
$2+y2

(2e)
Durch die Analyse der versteckten Integrabilitatsbedinggen sind wir also in der Lage die
Grof3e der ZugkrafZ in der Pendelstange explizit zu bestimmen (was auch fiktisdoe
Anwendungen sehr wichtig ist, da in einem realen System tiage bei zu groRer Bela-
stung bricht). Streng genommen miiRte auch die GleicHidign@h zweimal differenziert
werden, um auch Gleichungen fur die Ableitungeand X zu erhalten und damit die Ver-
vollstandigung der Bewegungsgleichungen zu beendeitigth ist dies aber nicht notig,
da [Z&) den Multiplikator bereits eindeutig bestimmt.

Man beachte noch folgenden Effekt der ZwangbedingungeneiBem expliziten Sy-
stem zweiter Ordnung fir drei Funktione(t), y(t), A(¢) kdnnen wir insgesamt sechs An-
fangsbedingungen vorgeben, z.B. die Werte), y(0), A(0), (0), 5(0), A(0). Hier kénnen
wir jedoch nur zwei Bedingungen an die Losung stellen: Xisind keinerlei Vorgaben
moglich aufgrund der expliziten Gleichurig]2e) und aufgider Gleichungeii.{2b) und{2c)
kdnnen wir nurz(0) odery(0) bzw. nurz(0) odery(0) vorgeben (dies entspricht naturlich
genau der Anzahl an Anfangsbedingungen fiir die aquitl&teichungi = 9 sin6). Aus
diesem Grund ist es naheliegend, das GesamtsyElem (2heaxseistimmt anzusehen, ob-
wohl das Ausgangssystem bestehend Gus (2a)ihd (2b) genalesGleichungen wie un-
bekannte Funktionen enthielt. <

4 Partielle Differentialgleichungen

Bei partiellen Differentialgleichungen gibt es naturgd$rein reicheres Spektrum an Mog-
lichkeiten. Selbstverstandlich kann auch hier ein allgems System Gleichungen unter-
schiedlicher Ordnung enthalten und in diesem Fall konnigmwweder eventuell durch Dif-
ferenzieren der Gleichungen niedrigerer Ordnung Inteligitisbedingungen produzieren.
In der Praxis spielt aber ein anderer Mechanismus zur Ertzgugon Integrabilitatsbedin-
gungen eine wesentlich groRere Rolle, namlich (verailgjaerte)Uberkreuzableitungen.

Auch das Studium partieller Differentialgleichungen lmegiman tblicherweise mit
dem skalaren Fall; im Gegensatz zu gewohnlichen Diffémtggieichungen ist jetzt aber der
Ubergang zu Systemen nicht mehr trivial. Um eine ahnlichedFie zu erhalten, benétigt
man einestrukturelleAnnahme: es muf3 die Existenz einer ausgezeichneten umgibba
Variablent (die wir der Einfachheit halber al&Zeit* bezeichnen wollen, auch wenn das
nicht immer Sinn macht) vorausgesetzt werden, so daf jesielsihg in dem System nach
einer Zeitableitung aufgeldst werden kann.



Wenn wir uns im folgenden zunachst wieder auf Systemere@stinung beschranken,
dann erhalten wir damit also die Form

u; = f(x,t,u,ux) . (3

Hier bezeichnet der Vektor alle verbleibenden unabhangigen Variablen und die atihan
gen Variablenu reprasentieren jetzt Funktioner(x, ¢t). Der Vektoru; enthalt alle Zeita-
bleitungen dieser Funktionen umg ist eine Abkiirzungen fir alle ersten Ableitungen nach
den,Ortsvariablen“x. Systeme, die — eventuell nach einer Koordinatentransftiom —
auf die Form[[B) gebracht werden kdnnen, heiRen Syster@aircthy-Kovalevskaya-Form
(odernormaleSysteme), da fur sie mit dem Satz von Cauchy-Kovalevskayalkyemei-
ner Existenz- und Eindeutigkeitssatz (fir analytisclosirigen) vorliegt — siehe z.B.J15,
29]. Wir werden spater sehen, daf} genau diese Systemeaestinimt (also weder unter-
noch Uberbestimmt) sind. Offensichtlich umfaf3t jedest@ysder Form[{8) genau so viele
Gleichungen wie unbekannte Funktionen, allerdings gdhhdie Umkehrung: nicht jedes
System mit derselben Anzahl von Gleichungen und unbekarfrt@ektionen kann auf die
Form [3) gebracht werden, wie wir unten mit einem Beispiehdastrieren werden.

Anmerkung 2Man sollte an dieser Stelle noch anmerken, daf} bei parti®iéerential-
gleichungen die Beschrankung auf Systeme erster Ordrninedeichte Einschrankung be-
deutet, da hier die Transformation Gleichungen hoherein@wg auf ein aquivalentes Sy-
stem erster Ordnung immer zu einem Uberbestimmten Sysilern Als konkretes Beispiel
betrachten wir die Laplace-Gleichung. + uyy = 0. Wir fihren zwei neue abhangige
Variablen ein durch die Gleichungen

V=Ug, W= Uy. (4a)
Damit kdnnen wir die Laplace-Gleichung schreiben als
ve +wy =0. (4b)

Scheinbar haben wir damit ein System erster Ordnung mitlgepavielen unbekannten
Funktionen wie Gleichungen erhalten. Wenn man aber die &ktichung in[(4a) nach
und die zweite nach ableitet, dann sieht man sofort, daf3 die Integrabiligdgtgung

vy —wz =0 (4c)

entsteht. Der Laplace-Gleichung entspricht also ein &ysester Ordnung mit vier Glei-

chungen fiir drei unabhangige Funktionen. Die Integitaltibedingung[{4c) ist dabei ent-
scheidend dafiir, da das Syst&in (4) die Elliptizitat derlace-Gleichung erhalt (sietie[17]
fur eine ausfuhrlichere Diskussion solcher Fragen). <

Beispiel 3 Wir betrachten dienkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungdie das Stro-
mungsverhalten inkompressibler Flussigkeiten besbhreiHier haben wir als unabhangige
Variablen die Ortsvariablen, y, = sowie die Zeitt und als abhangige Variablen zum einen
den dreidimensionalen Geschwindigkeitsvekiater Stromung und zum anderen den ska-
laren Druckp. Die Erhaltungssatze fir den Impuls bzw. die Masse fiilldann zu den
folgenden Differentialgleichungen fiir und p:

u+ (u-V)u=vAu-— Vp, (5a)
V-u=0. (5b)



Der Diffusionsternv Au mit dem Laplace-Operataft = 9z4 + dyy + 9. und der Diffusi-
onskonstanten, der [B4) zu einer Gleichung zweiter Ordnung macht, istifisere Zwecke
nicht so wichtig, so dal3 wir ihn zunachst ignorieren (unchiiagtreng genommen dieuler-
Gleichungerbetrachten) und so tun, als ob wir ein System erster Ordnahgrizeln.

Oberflachlich betrachtet, handelt es sich Bki (5) um eitteBysnit der gleichen Anzahl
von Gleichungen und unbekannten Funktionen, so dafl marterwatiirde, dafl das Sy-
stem wohlbestimmt ist. Ein genauerer Blick zeigt jedoct da nicht moglich ist[d5) auf
Cauchy-Kovalevskaya-Form zu bringen, da keine Zeitalmhgitdes Drucks auftritt. Auch
eine Koordinatentransformation bringt hier keine Abhilfe

Dafir iberzeugt man sich leicht davon, daB[h (5) eineghatigilitatsbedingung ver-
steckt ist (dies ware bei einem System in Cauchy-Kovakeyak-orm nicht moglich): wenn
man die Zeitableitung der Inkompressibilitatsbedinglg) von der Divergenz des Teilsy-
stems[[5h) abzieht, erhalt man

Ap=-V - ((u-V)u), (5¢)

d.h. eine Poisson-Gleichung fur den Druck. Diese zughilGleichung ist wesentlich fur
die numerische Behandlung voll (5), da ohne sie kein nunhessterfahren zu einem
geschlossenen Gleichungssystem fiihrt. Wir erwarten des® die vollen Navier-Stokes-
Gleichungen (d.h. inklusive der Poisson-GleichUng (5c)d&n Druck) ein Uberbestimmtes
System darstellen, was sich auch als richtig erweisen wird. <

Man kann nun — analog zu unserer Vorgehensweise bei geigbanl Differential-
gleichungen — anfangen, bei einem allgemeines Systenej@rtDifferentialgleichungen
F(t,x,u,us,ux) = 0 so viele Gleichungen wie moglich nach einer Zeitableitaud-
zuldésen. Entsprechend der semi-expliziten Fdim (1) erhalir dann bei einer geeigneten
Aufspaltung vonu in zwei Komponenter undw ein System der Form

Vi = g(t7x7 V7W7VX7WX7Wt) ) (Ga)
0="h(tx,v,w,vx, Wx). (6b)

Man beachte jedoch folgenden fundamentalen Unterschigdremd[[Tb) eine algebraische
Gleichung ist, ist[{Bb) in der Regel immer noch eine Diffai@gleichung erster Ordnung.
\Von daher Uberzeugt die dfters zu sehende Terminologi@BP®@on der englischen Be-
zeichnungpartial differential algebraic equationsicht sonderlich.

Wennx wirklich ein Vektor ist, d.h. wenn wir insgesamt mehr als zweabhangige
Variablen haben, dann stellt im Gegensatz[3u (1) das Sy&moth keine Normalform
dar. Denn wir kdnnen unter den Ortsvariablereine weitere Variable, sagen wir aus-
zeichnen und versuchen, moglichst viele der Gleichungeeilsystem[[8b) nach einer
z-Ableitung aufzuldsen. Dies fuihrt zu einer weiteren Bartierung der Komponente der
abhangigen Variablen. Bei einer hinreichend gro3en Anzah unabhangigen Variablen
(und Gleichungen im System) mul3 dieser Schritt noch melsrohaichgefiihrt werden, bis
eine Normalform erreicht wird, die dann ahnlich zu der agisldnearen Algebra vertrauten
Treppenform ist (die Jacobi-Matrix des Systems besitzhdamler Tat Treppenform).

Beispiel 4 Die Maxwell-Gleichungen bilden die Grundlage der Elekymogimik und be-
schreiben die zeitliche und raumliche Entwicklung dektelschen Feld€E und des ma-
gnetischen Feld8. Wenn wir sie der Einfachheit halber im Vakuum betrachtasitzen
sie in natirlichen Einheiten die Form:

E;:=V xB=rotB, B:=-VXE=—-rotE, (7a)
0=V E=divE, 0=V B=dvB. (7b)



Offensichtlich besitzen sie bereits die Foilh (6). Die Etiolsgleichunger{Ja) stellen fir
sich alleine genommen ein System in Cauchy-Kovalevskayazfelar. Da wir aber zusatz-
lich noch die GauR- oder DivergenzgleichungEd (7b) habevaréen wir intuitiv, daR[{7)
ein Uberbestimmtes System ist. Dies wird sich spater alschichtig erweisen.

Die Uberbestimmtheit auRert sich u.a. darin, daR wir (ahnliee beim Pendel) als An-
fangsbedingungen die FunktionBg = E(¢t = 0) undBg = B(t = 0) nicht beliebig vorge-
ben dirfen, sondern beide Funktionen missen divergerggwahlt werden. Aus formaler
Sicht kdnnen wir auch sagen, dal3 wir z.B. gieind diey-Komponente vorE frei wahlen
durfen, wahrend wir die--Komponente vorEg nur auf der Ebene = 0 vorschreiben
konnen (und analog fur das FaR}). Hier betrachten wir dann die Divergenzgleichungen
[Z8) als eing Evolutionsgleichung* fuEq mit der, Zeit* zﬂ

Bei diesen Betrachtungen haben wir implizit vorausgesdtf? keine versteckten Inte-
grabilitatsbedingungen iftl(7) existieren. Dies ist aliehtnselbstverstandlich, sondern muR
—wie bei jedem uUberbestimmten System — explizit Ubdtpv&rden. So kdnnen wir von den
Gleichungen in[[4a) die Divergenz nehmen und davon die Eleitang der Gleichungen in
@Z8) abziehen. Dies fiihrt zu den beiden Gleichundenot E = divrot B = 0, die aber
nach einem klassischen Satz der Vektoranalysis fur jeg&s¥eld erfullt sind und damit
keine neuen Bedingungen an die Felfleund B stellen. <

Beispiel 5 Im Rahmen der Elementarteilchenphysik bevorzugt man esEtEktromagne-
tismus als einé/(1)-Yang-Mills-Theoriezu beschreiben. Wenn wir uns der Einfachheit hal-
ber auf eine Raumdimension beschranken, dann erhaltealsvifeldgleichungen das fol-
gende System zweiter Ordnung fur zwei unbekannte Furdstiotz, ¢) undv(z, t)

vttfum:O, Vtx — Uxx =0. (8)

Fur eine Cauchy-Kovalevskaya-Form zweiter Ordnung m@Btmoglich sein, die eine Glei-
chung nachus und die andere Gleichung nach aufzuldsen. In der angegebenen Form
kann offensichtlich nur nachy; aufgeldst werden, da;; nirgends explizit auftritt. Es ist sehr
instruktiv, zu versuchen, durch eine Koordinatentramefdionz = ax + bt, t = cx + dt ei-
ne Cauchy-Kovalevskaya-Form zu erreichen. Man stelltaitfest, daf? dies nicht moglich
ist, da beim Auflosen immer entweder der Koeffizient ¥groder der vorwg; verschwindet.
Man konnte angesichts der bisherigen Beispiele befamhdal? auch hier versteck-
te Integrabilitatsbedingungen zu eirgberbestimmtheit filhren. Tatsachlich wird si€h (8)
aber spater als ein unterbestimmtes System entpuppehbb#/ genau so viele Gleichun-
gen wie unbekannte Funktionen enthalt! Aus physikalis&ieht ist dieses Ergebnis nicht
Uberraschend, sondern sogar notwendig, da die Yang-Mlé&chungen den Prototyp einer
Eichtheorie darstellen, d.h. einer Theorie, die invarianter einer Symmetrie ist. In unserem
Fall hei3t dies konkret: weninz, t), 9(z, t) eine Losung vor[{8) sind, dann definieren fiir je-
de beliebige Funktior(z, ¢) die Funktioneri(z,t)+ A¢(z, t) undo(x, t) + Ax (z, t) wieder
eine Losung. Diese Beobachtung bedeutet aber, dal? wikem@onente des Losungsvek-
tors (Z) frei wahlen kdnnen; d.h. wir finden in der Tat genau das &kem, dal® wir intuitiv
mit einem unterbestimmten System verbinden. <

5 Die GrolRe des losungsraums

Wie wir schon in der Linearen Algebra gesehen haben, saggrifidewie ,unter-“ oder
»uberbestimmt® offensichtlich etwas uUber die Grof3e désungsraums des Systems aus.

4 Aufgrund des elliptischen Charakters der Divergenzglaigfen fuhrt diese Sichtweise nicht zu einem
wobhlgestellten Problem, ist aber fur formakeerlegungen trotzdem oft niitzlich.
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Die Frage ist nur, wie man diesgrofl3e” definieren oder gar quantifizieren soll. Eine
Maoglichkeit besteht zum Beispiel darin, zu untersucheieyvigle frei wahlbare Anfangs-
bedingungen man stellen muf3, um eine eindeutige Losungezifizieren; d.h. wir fassen
die Anfangsdaten als eine Parametrisierung des Loswmgsrauf und schauen nun, wie
viele Parameter wir ben'c)tig&m

Bei gewdhnlichen Differentialgleichungen ist dies imr2ip sehr einfach, wie wir beim
Pendel (Beispidll1) bereits gesehen haben. Dort stellensich der expliziten Konstruktion
aller versteckten Integrabiitsbedingungeheraus, daf’ wir nur zwei der sechs moglichen
Anfangsbedingungen — z.B(0) und z(0) — frei wahlen kdnnen, da dann durch die Glei-
chungen in unserem System auch alle anderen Anfangsbediagleindeutig bestimmt
sind. Ein Ingenieur oder Physiker wiirde daher von einenteBysnit einem FreiheitsgrBd
sprechen, was auch unserer Intuition entsprecht, demmlicatkonnen wir das Pendel ein-
fach durch den Auslenkungswinkg&beschreiben.

Betrachten wir nun eine offensichtlich unterbestimmtei¢bleng wie:z = azx + bu
fur zwei unbekannte Funktioner(t) und «(t). Gleichungen dieser Form werden z.B. im
Rahmen der linearen Steuerungs- und Regelungstechniledtudm zu einer eindeutigen
Losung zu kommen, missen wir hier afnfangsbedingung® eine der beiden unbekannten
Funktionen explizit vorgeben. Z.B. fuhrt die Vorgab@®) = f undu(t) = g(¢) mit einer
Konstantenf und einer bekannten Funktiar{t) zu einer eindeutigen Ldsung. Der unter-
bestimmte Charakter der Gleichung driickt sich durch daiéréten einer frei wahlbaren
Funktionanstelle von frei wahlbareionstanteraus.

Wir kdnnen also bei gewohnlichen Differentialgleichengolgende provisorisch®e-
finitionen" geben: unterbestimmte Systeme sind dadurchagkerisiert, daf frei wahlbare
Funktionen unter den Anfangsbedingungen auftreten, evithbei einem Uberbestimmten
System weniger Parameter vorgeben werden kdnnen als dexhAabhangiger Variablen
entspricht. Wie Beispidll1 deutlich zeigte, kdnnen wir ratlie richtige Anzahl der zulassi-
gen Anfangsbedingungen erst dann bestimmen, wenn wir edgackten Integrabilitatsbe-
dingungen explizit konstruiert haben. Deren Konstrukigimicht schwer, wenn wir anneh-
men, daR uns das System stets in der semi-expliziten Hdrvo(li¢gt, da dann Integra-
bilitatsbedingungen nur durch Differenzieren der alg&when Gleichungeil{ILb) erhalten
werden kdnnen (die so gewonnenen Integrabilitatsbediggn konnen aber wieder zu wei-
teren Bedingungen filhren, wenn sie algebraisch sind!).

Bei partiellen Differentialgleichungen ist die Lage eiesgkomplizierter. Zunachst er-
warten wir hier, daf3 die Anfangsbedingungen praktisch imfree wahlbare Funktionen
enthalten; wir werden also etwas genauer hinsehen mussaemterbestimmte Systeme er-
kennen zu kdnnen. Dann haben wir bisher die Frage, in weldhenktionenraum wir nach
Losungen suchen wollen, ignoriert; in der modernen fumdlanalytisch gepragten Theo-
rie partieller Differentialgleichungen stellt dies abémen zentralen Punkt dlrzu guter
Letzt wird nun auch noch die explizite Konstruktion vergtec Integrabilitatsbedingungen

5 Da es uns hier rein um eine formale GroRenbestimmung gethesiwieder vollig unerheblich, ob fiir
das gegebene System ein Anfangswertproblem korrekt feéstelder nicht.

6 Da man es in den Natur- und Ingenieurswissenschaften meistit Differentialgleichungen zweiter
Ordnung zu tun hat, entspricktn Freiheitsgradzwei Anfangsbedingungen (Ort und Geschwindigkeit bei
mechanischen Systemen).

7 Selbst wenn man ausschlieRlich Systeme in Cauchy-KovagasForm betrachtet, ist man hier nicht
vor Uberraschungen gefeit. So zeigte Leiyl[21] die Existenesimormalen linearen Systems mit glatten
Koeffizienten, das keine glatten Losungen zulalt. SigBeChapt. VI] fur eine ausfihrliche Diskussion und
Erklarung dieses Phanomens.
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deutlich komplizierter, da ein weiterer Mechanismus finei Erzeugung auftritt, namlich
(verallgemeinertellberkreuzableitungen.

Beginnen wir mit dem zweiten Punkt. Hier machen wir es unsggnfach, in dem
wir uns auf formale Potenzreihenldsungen zuriickzieBémArgument hierfir ist, dafd wir
uns Uber funktionalanalytische Aspekte erst dann Gedeniachen sollten, wenn geklart
ist, ob wenigstens formale Losungen existieren. AuRerdénmh sich zeigen, dal sich die
Grof3e des formalen Losungsraums mit Hilfe algebrais@keehniken leicht quantifizieren
lait. Uber die Betrachtung von Anfangswertproblemen kann mandann auch wieder in
Richtung praktisch relevanter Funktionenraume voraebei

Die Frage nach der effektiven Vervollstandigung von Syste partieller Differenti-
algleichungen (also der expliziten Konstruktion allersteckten Integrabilitatsbedingun-
gen) kdnnen wir aus Platzgriinden in dieser Arbeit nichigoeleln. Ein konkreter Algorith-
mus fur lineare Systeme, der auf den geometrischen undiraigehen Ideen der nachsten
Abschnitte beruht, wurde iri_[10] vorgestellt; rein algebche Ansatze fur Systeme mit
polynomialen Nichtlinearitaten werden in_]13] behandéltigemein verweisen wir auf
[32, Chapt. 7] fur eine Diskussion dieses Themas mit zathies Literaturhinweisen. Wir
maochten an dieser Stelle nur erwahnen, dal3 das wesenflicilem bei der Vervollstandi-
gung nicht im Auffinden der versteckten Bedingungen lieghdern im Erkennen, dal alle
versteckten Bedingungen gefunden wurden (vergleichepiig unten).

Bleibt noch der folgende Punkt: angenommen, wir wissenitser@all ein gegebenes
System partieller Differentialgleichungen keine Intdglitatsbedingungen mehr versteckt,
wie finden wir geeignete Anfangsbedingungen fiir dieseseBy3 Hierbei ist zunachst zu
beachten, dal? wir bei allgemeinen Systemen die einfach&télomg, dafl} wir eine un-
abhangige Variable, z.B:,, als, Zeit* betrachten und alle abhangigen Variablen dann fur
zn = 0 vorgeben, aufgeben missen. Im allgemeinen wirden diefangsdaten namlich
keine Parametrisierung des Losungsraums darstelleie dicht frei wahlbar sind, sondern
immer noch Konsistenzbedingungen geniigen mussen. Weman dieser Stelle keine all-
gemeine Theorie fur das Aufstellen geeigneter Anfangsigecigen aufstellen, da hierzu
einige algebraische Theorie notig ware, sondern stdtetenur zwei Beispiele studieren.

Beispiel 6 Wir betrachten folgendes System patrtieller Differenteilthungen zweiter Ord-
nung fur eine unbekannte Funktiaifx, t):

Ut = Ut , Ugt = Ug . 9)

Zunachst wollen wir uns davon uberzeugen, dal’ unser@y&tkstandig ist. Offensichtlich
miissen wir dazu eindberkreuzableitung durchfithren, namlich die erste @leng nach:
und die zweite nach ableiten und dann die Differenz der Ergebnisse nehmen. Dhigri
aber Null erhalten, gibt es keine versteckte Integrattbigdingung. Eine andere Situation
hatte sich ergeben, wenn wir in beiden Gleichungen algee8biteu gewahlt hatten. Dann
ergabe sich die Integrabilitatsbedingung = u., d.h. eine zusatzliche Gleichung erster
Ordnung, die von jeder Losung automatisch erfullt wirtheEDifferentiation dieser Glei-
chung nache wiirde dann sogar noch zu einer zweiten Integrabilit@tistogingus,. = u
fuhren.

Naiv wiirde man zunachst vielleicht probieren, fur unSgstem die beiden Anfangs-
bedingungenu(t = 0) = f(z) undu(t = 0) = g(x) vorzugeben. Dies waren auch die
richtigen Anfangsbedingungen, wenn wir es nur mit der er§éeichung zu tun hatten.
Man sieht aber sofort, daf? die zweite Gleichung die Bedigglifx) = 0 erzwingt, so daR
wir fur u; hochstens eine Vorgabe der Fotp(t = 0,2 = 0) = g mit einer Konstantery
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machen durfen. In der Tat enthalten die Anfangsbedinguffigreallgemeine Systeme parti-
eller Differentialgleichungen in der Regel Funktionen siiter unterschiedlichen Zahl von
Variablen. In unserem Fall sind die beiden Bedingungen

u(t =0) = f(z), w(t=0,z=0)=g (20)

auch eine richtige Wahl, die zu eineflormal korrektenAnfangswertproblem fiihren, d.h.
zu einem Anfangswertproblem, bei dem jede (formale) Lgdwestimmt ist durch eine ein-
deutige Wahl der Funktioffi(z) bzw. der Konstantep und umgekehrt auch jede Wahl von
f(z) und g zu einer Ldsung fuhrt (sieh&1B82, Sect. 9.3] fur eine ébdfchere Diskussion
dieses Begriffs).

Dies kann man wie folgt begriinden. Das Systgim (9) ist aoggelach den beidesh eit-
termen” uy und uge. Flr eine formale Potenzreihenldsung mit Entwicklungsg (0, 0)
benodtigen wir die Werte aller Ableitungen vanan diesem Punkt. Durch Differenzieren
unserer beiden Gleichungen kann man alle Ableitungen beegcbis auf.(0, 0), u:(0, 0)
sowie alle reiner:-Ableitungen. Offensichtlich sind die Anfangsbedingund&d) genau so
gewahlt, dal? sie diese fehlenden Ableitungswerte liefsinbendtigen eine Funktion von
z, um die unendlich vielem-Ableitungen zu bestimmen und dann bleibt nur nagfo, 0)
Ubrig, das aber durch die zweite Bedingung bestimmt wird.

. . . .
. . . .
. . . .
[0,2]
[ ) [ ]
(1, 1]

Abb. 2 Konstruktion eines formal korrekten Anfangswertproblems

Zumindest in zwei-dimensionalen Beispielen kann man digigen Anfangsbedingun-
gen leicht graphisch bestimmen (siehe Abbildlthg 2). Dazntifiziert man eine Ablei-
tung 9" Tfu/02*0t* (bzw. den entsprechenden Taylor-Koeffizienten) mit dente@itinkt
[k, £] € NZ und tragt die zu den Leittermen gehorende Punkte ein @ien dicken Punk-
te). Alle Punkte in dem Grau schattierten Bereich gehdtemzu Ableitungen, die wir durch
Differenzieren der Leittermen erhalten kdnnen (man $prazich vonHauptableitungen
Die Ableitungen in dem dunkler schattierten Bereich kdndabei auf zwei verschiedene
Arten berechnet werden. Die Tatsache, dal} unser System keisteckten Integrabilitats-
bedingungen enthalt, garantiert, daR jede Art zu demsdétbgebnis fuhrt. Das Komplement
des grauen Bereichs enthalt alle Ableitungen, deren Wenteh die Anfangsbedingungen
spezifiziert werden missen (die sogenanrgarametrischen Ableitungemla ihre Werte
den formalen Losungsraum parametrisieren). Offensathderfallt dieses Komplement in
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einen einzelnen Punkp, 1], sowie der positiver-Achse mit Startpunk, 0]. Diese beiden
Punkte definieren unsere Anfangsbedingungen, die ja geiadmtsprechenden Ableitun-
genwu; und u enthalten. D0, 1] ein isolierter Punkt ist, mussen wir direkt die einzelne
Ableitung u.(0, 0) vorgeben.[0, 0] ist dagegen der Startpunkt eines Strahlg-iRichtung
und dementsprechend muf? die Funktigm, 0) vorgeben werden, um die unendlich vielen
Punkte auf dem Strahl zu spezifizieren.

Diese Vorgehensweise lal3t sich auch leicht auf hdhereeBsionen ausdehnen. Aus
algebraischer Sicht kann man Elemente des Giftéfsmit Monomen identifizieren, in-
dem man dem GitterpunKk,, ..., k,] das Monomac’lCl ... zk" zuordnet. Der graue Be-
reich in Abbildung® entspricht dann dem vehund zt erzeugten monomialen Ideal
Der entscheidende Schritt unserer Konstruktion bestehemer disjunkten Zerlegung des
Komplementsles Ideal in ,Kegel“ von im allgemeinen unterschiedlicher Dimension. Je
der Kegel definiert dann eine Anfangsbedingung: die Abhgjtwird durch die Kegelspitze
festgelegt und digfreien Richtungen” im Kegel geben an, als Funktion welchariablen
wir diese Ableitung vorgeben missen.

Man beachte, daf3 solche Zerlegungen in der Regel nichtwgigd#nd und man daher
fur dasselbe System partieller Differentialgleichungemschiedene formal korrekte An-
fangswertprobleme angeben kann. In manchen Fallen (2iBeibem System in Cauchy-
Kovalevskaya-Form) gibt es eine natirlich ausgezeiehdetlegung, da andere Zerlegun-
gen nur Uber die kiinstliche Einfuhrung von Redundanzamognen werden kdnnen. Bei
starker Uberbestimmten Systemen kann es aber mehréck glee Zerlegungen geben.

Wenn wir mit? = Rjzy,...,zx] den Ring der Polynome in den Variablen, ...,z
bezeichnen, dann induzieren die den Punkten im Komplenmspechenden Monomen
eine Basis des Faktorring®/Z als reellen Vektorraums. Eine Zerlegung des Komplements
in disjunkte Kegel wie oben diskutiert wird in der Algetfstanley-Zerlegungenannt und
stellt eine wichtige kombinatorische Operation dar (sielie [34] und Referenzen darin).
Im Zusammenhang mit der Konstruktion formal korrekter Agswertprobleme tauchten
solche Zerlegungen aber schon viel friher in der Janati®kJ heorie allgemeiner Systeme
von Differentialgleichungen aul[14.26] (sietie]22] fline moderne algorithmische Dar-
stellung dieser Zerlegungen im Rahmen der Janet-Riguieoiie). Durch eine Kombinati-
on von Grobner-Basen (einem der wichtigsten algorithi@scdWerkzeugen in der Algebra)
mit der Janet-Riquier-Theorie wird man zu involutiven Bagefuhrt [6.31L] und erhalt dann
auch automatisch zumindest fur lineare Systeme partielféerentialgleichungen effektive
Vervollstandigungsalgorithmen, die wir aber hier nictgkditieren konnen.

Die Verallgemeinerung auf Systeme mit mehreren abhangigeiablen stellt kein Pro-
blem dar. Anstelle eines IdealsC P analysiert man jetzt einen Untermoduldes freien
Moduls P™, wobeim weiterhin die Anzahl abhangiger Variablen angibt. Wiebletrach-
tet man nur die Leitterme (hierzu braucht man natirlicte éiankrete Vorschrift zu deren
Bestimmung, also eine Rangordnung fir Ableitungen) unddeée auf alle Terme, die zu
derselben abhangigen Variablen gehoren, obige Vorgeteise an.

Beispiel 7 Ein Grund dafir, dal3 die Vervollstandigung von Systerneatigller Differential-
gleichungen so viel komplizierter ist als die gewohnlicBgsteme, liegt darin, dal die Inte-
grabilitatsbedingungen im partiellen Fall von hdheredi@ing als das Ausgangssystem sein
konnen (ein bis heute ungelostes theoretisches Prolsiees,i a priori eine obere Schranke
fur die maximale Ordnung der Integrabilitatsbedingungénes Systems anzugeben). Das
folgende Beispiel eines linearen Systems zweiter Ordniingihe unbekannte Funktion
u(z,y, z) geht wohl auf Janet zuriick:

Uzz + Yuzz =0, uyy =0. (11)
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Wenn wir hier die erste Gleichung zweimal nachbleiten und zweifache Ableitungen der
zweite Gleichung nack bzw. nachz davon abziehen, so erhalten wir die Integrabilitats-
bedingungu..y, = 0, also eine Gleichung dritter Ordnung. Weitétberkreuzableitungen
fuhren sogar noch zu einer zusatzlichen Integrabélitétingung vierter Ordnung, namlich
der Gleichungizzze = 0.

In diesem Fall erweist sich diéberbestimmtheit des Systems als so stark, dal® es nur
einen endlich-dimensionalen Losungsraum gibt. Wir eitifiamlich nur die Werte der fol-
gendeni2 Ableitungen an dem Punko, 0, 0) vorgebenu, uz, uy, uz, uzz, Uzy, Uzz, Uyz,
Uzzz, Uzez, Uzyz, Uzzzz. DiES SiNd wieder die einzigen Ableitungen, die man nichitdu
Differenzieren derLeitterme” wyy, u.z, uzey UNduzqe erhalten kann (das zugehorige mo-
nomiale Ideal ist also null-dimensional). Bei diesem Sysi&t es daher nicht moglich, daf
eine frei wahlbare Funktion zu den Anfangsdaten geharddr Tat 1a3t sich bei diesem
Beispiel nach dem Hinzufiigen der Integrabilitatsbedimgen leicht die allgemeine Losung
berechnen:

u(z,y, z) :alxgz — agxyZQ + CL3:E3 + angZ + aqxyz — 3a1y22 + (12)
a5x2 +aery + arxrz + agyz + agx + a1y + a1z + a2 .

6 Geometrische Modellierung von Differentialgleichungen

Die Beispiele der letzten Abschnitte zeigten, daf3 es féleviFragen wichtig ist, alle ver-
steckten Integrabilitatsbedingungen zu einem gegeb8gstem von Differentialgleichun-
gen explizit zu konstruieren. Wie wir gesehen haben, stediter Veervollstandigungsprozel}
jedoch insbesondere fipartielle Differentialgleichungen eine nicht triviale Aufgabe dar.

Eine systematische und mathematisch befriedigende lgodi@ses Problems erfordert
eine Kombination geometrischer und algebraischer Teelmnilkn diesem Abschnitt wen-
den wir uns zunachst der geometrischen Seite zu. Schoreb&eahandlung polynomialer
Gleichungen hat sich eine geometrische Sichtweise aksraéufduchtbar erwiesen; die Al-
gebraische Geometrie gehort heute zu den grof3ten Tedtgelder Mathematik. In einer ge-
wissen Analogie zur dortigen Vorgehensweise besteht @nsess Ziel darin, jedem System
von Differentialgleichungen ein geometrisches Objektredtlache in einem geeigneten
Raum — zuzuordnen. Eine solche geometrische ModellierongDifferentialgleichungen
besitzt viele Vorteile; vor allem ist sie wesentlich ansdiwher als eine rein rechnerische
Behandlung. AuRerdem sollten bei den meisten Problemeiawsndungen die Ergeb-
nisse unabhangig von den verwendeten Koordinaten sess;idi bei einer intrinsischen
geometrischen Formulierung automatisch gewabhrleistet.

Bei der Suche nach einer solchen geometrischen Modeljestafden wir auf folgendes
Problem. Bei einer algebraischen Gleichung #iiMariablenz, ..., z, ist jede Ldsung
einfach eim-Tupel von Zahlen, d.h. ein Punkt in dem affinen Rakitnwenn wir iber dem
Korperk (z.B. den reellen ZahleR oder den komplexen Zahlem) arbeiten. Damit ist uns
nattrlich ein endlich-dimensionaler Raum, ebenidgrvorgegeben, in dem die Menge aller
Losungen eine Flache bildet. Eine Losung einer Difféedgleichung ist ein wesentlich
komplizierteres Objekt, namlich eine Funktion. Selbshwevir uns im folgenden stets auf
glatte, d.h. unendlich oft differenzierbare, Funktionesdhranken, so bilden diese immer
noch einen unendlich-dimensionalen Raum und einfach dégiMenge aller Losungen zu
betrachten fiihrt zu keiner niitzlichen geometrischen éll@iung.
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Um wieder zu einem endlich-dimensionalen Raum zu gelangem,tzen wir den be-
kanntenSatz von TaylorWennu : x — u(x) ein glatte Funktion vorR™ nachR™ isfl
(d.h., wenn in der Sprache von obeminabhangige ungh abhangige Variablen vorliegen),
dann laRt sich fur eine vorgegebene EntwicklungsordruadN jede Komponente,, von
u in einer Umgebung eines beliebigen, aber fest gewahltektBsix schreiben als

ua(x)= Y T (x - %) 4+ RY (x,%). (13)
0<|pl<q

Dabei ergeben sich die Taylor-Koeffizienten ;. € R bekanntlich aus den Ableitungen der
Funktionu, im Entwicklungspunki,

el
2 (%), (14)

und das Restglied besitzt in der Lagrange-Darstellung diemF

Ua,p =

q+1 — %)M
ROx5)= 3 88)(7:&(5(+9(x—§<))% (15)
lul=q+1 )

fur einen Wer® € [0, 1[.
Hierbei haben wir zur Vereinfachung durchgehend die @ieliMultiindexnotation der

Analysis benutzt. Fur jeden Multiindgx = [u1,. .., un] bezeichnetu| = u1 + -+ + pun
seine Lange und es git* = 2/ - .- zh", p! = pq!- - - pn! sowie

9lHly, 9lmly,
N

(16)

Da wir nur vorausgesetzt haben, daf? die Funktigatt ist, kbnnen wir keinerlei Aus-
sagen Uber die Konvergenz der zugehorigen Tagkiremachen. Diese Reihe interessiert
uns aber auch nicht, da wir die Entwicklurigd(13) stets nureiine endliche Ordnunggq
betrachten werden. Wir fithren namlich dedel] [u];q) der Funktionu ein als die Men-
ge aller glatten Funktionem : R" — R™, die im Punktx bis zur Ordnung; dieselben
Taylor-Koeffizienten wieu besitzen. Man berzeugt sich leicht davon, daf diese Menge
eine Aquivalenzklasse fiir eindquivalenzrelation auf der Menge aller glatten Funktionen
R" — R™ darstellt. Die Aussage € [u]gco) bedeutet also einfach, daf3 die beiden Funk-
tionenu undv im Punktx denselben Funktionswert annehmen bzw. in einer mehr geome-
trischen Ausdrucksweise daf ihre Graphen sich im P(sakii(x)) schneiden. Wenn sogar

giltv e [u]g), dann besitzen auch die ersten Ableitungen der beiden ibuekt inx diesel-
ben Werte und ihre Graphen beriihren sicksinu(x)) (d.h. die Tangentialebenen stimmen
ebenfalls Uberein). Allgemeiner sagt man, da3 die Graph¢®, u(x)) einen Kontakt der

Ordnungg haben, wenn gilv € [u];q).

8 Tatsachlich werden wir im folgenden immer nur lokale Eghaften in der Umgebung eines Punktes
% € R"™ untersuchen und daher reicht es, wenn unsere Funktioneindn @fenen Umgebungy dieses
Punktes definiert sind. Um aber die Notation nicht Uberga®Rfzublahen, werden wir darauf verzichten,
solche Umgebungen explizit anzugeben, und immer eine gldbehreibweise benutzen. Damit sind aber
keine globalen Aussagen verbunden. Insbesondere wenrledei den Funktionen um Ldsungen einer
Differentialgleichung handelt, werden diese haufig nialalefiniert sein.

9 Die BezeichnungJet* geht auf Ehresmanhl[3,4] zuriick, der als erster dekbliformal einfiihrte als
Hilfsmittel zum Studium von Zusammenhangen auf gefasevtannigfaltigkeiten (ein globaler Schnitt des
ersten Jetbuindel Uber einer gefaserten Mannigfaltigkeiquivalent zu einem Zusammenhang auf dieser
Mannigfaltigkeit). Implizit wurde der Jetformalismus alsehon lange vorher in der geometrischen Theorie
der Differentialgleichungen benutzt.
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Definition 8 DasJetliindel der Ordnung € N, geschriebery,(R", R™), ist die Menge
aller g-Jets von glatten FunktiondR™ — R™.

Vereinfacht ausgedriickt ist das JetbundgIR™, R"™) also nichts anderes als die Men-
ge aller Taylor-Polynome der OrdnuggAus dieser Beobachtung folgt auch sofort, daf3 wir
es mit einem endlich-dimensionalen Raum zu tun haben. EereKombinatorik ergibt,
daR eine Funktion volR™ nachR"™ genaUrn("+:_1) Ableitungen der Ordnung besitzt.
Wenn wir dieses Resultat vanbis g aufaddieren, erhalten wir mit einer bekannten Identitat
fur Binomialkoeffizienten

dim J,(R™, R"™) —n+m<n;rq> a7)

(um eineru-Jet[u]f}q) vollstandig zu beschreiben, missen wir auch den Entenddpunkt
% € R" angeben und erhalten daher[inl(17) einen zusatzlichen Suoken:).

Scheinbar ist unsere Definition des Jetbiindels abhamgiglen gewahlten Koordina-
ten, da wir in verschiedenen Koordinatensystemen aucleiviedene Taylor-Koeffizienten
erhalten. Fir uns sind aber nicht die absoluten Werte di€seffizienten entscheidend,
sondern nur die Frage, wann zwei Funktionen dieselben Kdeiten besitzen. Man Uber-
zeugt sich leicht davon, daR diese Eigenschaft und dantitdiedefinition eineg-Jets un-
abhangig von dem gewahlten Koordinatensystem ist. Swesitzt/, (R", R"") die Struktur
einer glatten Mannigfaltigkeit.

Ein lokales Koordinatensystem ist gegeben durch die Koatdnx des Entwicklungs-
punktsz sowie die Werte der Koeffizienten,,,, mit |i| < ¢g. Wir benutzen zur Reduzierung
der Indexflut folgende Notationen;,, bezeichnet alle Jetvariablen, .. einer festen Ord-

nungr (d.h. mit|u| = r); u") steht hingegen fir alle Jetvariablbis zur Ordnungr (d.h.
mit |u| < r). Lokale Koordinaten auf, (R",R"™) sind also(x, ul@) .

Die Jetbiindel unterschiedlicher Ordnung bilden einentiatie Hierarchie: fiury > r
existiert eine kanonische Projektiorf : J,(R™,R™) — J-(R™,R™) definiert durch
wﬁ([u]ﬁc‘”) = [u]{"). Anschaulich gesprochen, vergessen wir die Taylor-Kdefiten, deren
Ordnung groRRer als ist. Wenn wir wirklich alle Taylor-Koeffizienten vergessesrhalten
wir noch die Projektiorr? : J4(R™,R™) — R" definiert durcmq([u]gf)) =X.

Wir haben hier die einfachste Definition des Jetbiindel&geigen. Es gibt eine Viel-
zahl algebraischer und geometrischer Zugange zu diesehtigen Konzept, auf die wir
hier nicht eingehen kdnnen. Allgemeiner betrachtet ménd Abbildungent — ¢/ zwi-
schen zwei Mannigfaltigkeite®” undi/ (oder noch etwas allgemeiner von Schnitten einer
gefaserten Mannigfaltigkeit : £ — X’). Wir missen hier auf die Literaturl[7.123]27] 32]
und die dort aufgefuhrten Referenzen verweisen.

Als nachsten Schritt wollen wir nun eine geometrische Dédim von Differentialglei-
chungen und ihren Losungen angeben. Dazu bemerken wistzukf3 wir jeder glatten
Funktionu : R™ — R'™ ihre ¢-te Prolongationzuordnen kdnnen, namlich die Funktion
jqu: R™ — Jo(R™, R™) definiert durchjqu(x) = [ul{.

Definition 9 Eine Differentialgleichungder Ordnung; ist eine Flache (Untermannigfaltig-
keit) R4 C J4(R™,R™). Eine glatte Funktiom : R" — R ist eineLosungder Differen-
tialgleichungR 4, wenn das Bild der Prolongatigiu vollstandig inR liegt.

Man beachte, dal in diesem geometrischen Zugang nichttevisiner skalaren Glei-
chung und einem System unterschieden wird. Daher werdevowijetzt an immer einfach
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von einer Differentialgleichung reden, auch wenn es siclst®es um ein System han-
deln wird. Der Zusammenhang zwischen Definifibn 9 und derkdmemlichen Bild ist sehr
einfach. Unsere Notation legt ja schon nahe, daR wir gef@@RJetvariablen mit Ableitun-
gen identifizieren. Wenn wir also ein System von Differdgteichungen erster Ordnung
F(x,u,ux) = 0 vorliegen haben, dann interpretieren wir es als ein Systigegbraischer
Gleichungen inJ; (R",R™) und die zugehorigen Nullstellen bilden die FlacRe. Das
Einsetzen der Prolongatighu einer Funktionu : R™ — R™ in diese algebraischen Glei-
chungen ist offensichtlich aquivalent dazu, dafl} die Fonkund ihre Ableitungen in die
ursprunglichen Differentialgleichungen eingesetztdeer.

Abb. 3 Eine einfache Differentialgleichung mit einigen Losunge

Abbildung[3 zeigt die Flach®; fir eine einfache gewdhnliche Differentialgleichung
erster Ordnungz’ = —zu?. Die Kurven in dem-u-Ebene (zur besseren Sichtbarkeit an den
unteren Rand der Abbildung verschoben) sind die GrapherLésangen (wie man leicht
ausrechnet, sind diese durch die Schar) = 2¢/(2 + cz?) mit einem Parameter € R
gegeben); die entsprechenden Kurven7ayfstellen die Graphen der ersten Prolongationen
dieser Losungen dar. Eim®rmale global definierte gewdhnliche Differentialgleichung er
ster OrdnungR; induziertimmer einen Zusammenhang und man kann die L&sualg die
zugehorigen Integralmannigfaltigkeiten auffassen gilie Blatterung der Mannigfaltigkeit
R"™ x R™ definieren, wie man der Abbildung gut entnehmen kann.

Anmerkung 10Wir haben am Anfang dieses Abschnittes von einer gewisseaogjie zur
Algebraischen Geometrie gesprochen. Wir sollten dahen eounal den wesentlichen Un-
terschied zu der dortigen Vorgehensweise betonen. WenriwiSystem von Differen-
tialgleichungen durch eine Flache, C J,(R",R™) beschreiben, dann ist ein Punkt
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[u],((q) € Rq keineLosung des gegebenen Systems. Ein solcher Punkt entsjarieiner
ganzenAquivalenzklasse von Funktionen und selbst wenn wir eimseti Funktionen in
unser System einsetzen, dann kdnnen wir nur sagen, dafs sier Ordnung; das System
erfiillt. Im allgemeinen muR didquivalenzklasse iiberhaupt keine Losung des Systems ent
halterﬂ Dies ist der Preis, den wir dafiir zahlen miissen, daRR wiendtich-dimensionalen
Raumen arbeiten. Umgekehrt gilt natirlich fur jede Wwigu des Systems und fir jeden
Punktx € R™, an demu definiert ist, daf3 day-Jet[u]gc‘I) auf R, liegt.

Als ein einfaches Beispiel betrachten wir die gewohnli@i#erentialgleichungRs
definiert durchu” = 0. Ein 2-Jet [u]g) liegt genau dann irRs, wenn” (&) = 0, d.h.
wenn die zweite Ableitung der Funktiamim Punktz verschwindet. So ist etwa fir die
Funktionv(z) = 3 der2-Jet[u]E)2) in Ry enthalten, obwohl sie naturlich keine Losung der
Differentialgleichung ist. In der Tat gilt hier fur jederuRkt z # 0, dal3[v ](2) nicht in R

liegt. Der2-Jet[u]82) enthalt aber auch die Funktianz) = 0, die offensichtlich eine Losung
ist. Da es sich um eine gewohnliche Differentialgleichinagidelt, Uberlegt man sich leicht,
daf in jedene- Jet[w] € R2 genau eine Ldsung der Gleichung enthalten ist, namlieh di
eindeutige Losung zu den Anfangsbedingungéi) = w(#) undw’(2) = w'(2).

Wir erwahnten oben bereits die naturliche Hierarchieégiindel, (R™, R™) fur ver-
schiedene Ordnungene N. Sie erlaubt uns einen rein geometrischen Zugang zu Iriiegra
litatsbedingung ohne auf konkrete Rechenvorschrifteiickgreifen zu missen. Grundlage
sind zwei naturliche Operationen mit einer DifferentiaighungR, C Jy(R"™,R™) der
Ordnunggq: Prolongation und Projektion. Erstere erhdht die Ordnietgtere erniedrigt sie.

Eine intrinsische Definition ddProlongationist etwas verwickelt, daher begnugen wir
uns hier mit einem rechnerischen Zugang. Wenn eine Funkiiony) der Differentialglei-
chungusy = 0 genugt, dann erfillt sie naturlich auch die Gleichunggn, = 0 und
ugzyy = 0, die durch Differentiation nach den unabhangigen Vaeabl und y entstehen.
Wenn nunR, C Jy(R",IR™) durch Gleichunger(x,u'?) = 0 beschrieben wird, so
entsteht eine neue DifferentialgleichuRg 1 C J,41(R"™,R™) der Ordnung; + 1, wenn
wir zu diesen Gleichungen alle Gleichungen hinzufiigeavdr durch Ableiten nach einer
unabhangigen Variablen erhalten. Naturlich konnendidsen Vorgang beliebig oft wieder-
holen und so GleichungeR4, C Jg+-(R™, R™) immer hoherer Ordnung + r € N
produzieren. Im Sinne der Definition eines Jets als Taytyidm bedeutet dies, dafd wir
Approximationen immer hoherer Ordnung betraclftbn

Das Differenzieren einer Differentialgleichuig|x, u(‘J)) = 0 nach einer unabhangigen
Variablenz; wird durch die sogenannfermale Ableitung)eschriebem

(x, ul?y, (18)

(a+1) SIS oF
DiF(qu q ) ax Z Z Uy, u+1; au

10 wir werden spater sehen, daRR — unter gewissen Regudaritiahmen — bei einem vervollstandigten
System (also firr ein System ohne versteckte Integratsibgdingungen) jed&aquivalenzklasséu]@ ERy
mindestens eine Losung enthalt (bei partiellen Difféedgleichungen in der Regel sogar unendlich viele).

11 Der Grenzilbergang — oo filhrt zu dem Jetbiindel (R™, R™) unendlicher Ordnung und der un-
endlichen ProlongatiofR~. einer DifferentialgleichungR,. Ein Punkt auf letzterer kann wie in der Al-
gebraischen Geometrie als (formale) Losung betrachtedeme Wir verzichten hier auf diesen (nicht ganz
trivialen) Grenziibergang, der fir das praktische Rechmit Differentialgleichungen auch nicht relevant ist,
und verweisen stattdessen auf die Litergtuill15, 35].

12 ;4 4+ 1, bezeichnet den Multindex, der entsteht, wenn manitkem Eintrag voru, um Eins erhoht.
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die einfach die Kettenregel im Jetbundelformalismus &ddiln der Tat reprasentiert die
rechte Seite vor{18) genau den Ausdruck, den man erhatty wean inF fur u(? eine
Funktionu(x) und ihre Ableitungen einsetzt und dann gemaR der Kettehrexchz; dif-
ferenziert. Man beachte, daR die formale Ableitung immer einelineare Funktion der
Ableitungenu, ;) hochster Ordnung ist, da diese nur als Koeffizienten aeftrevenn in
der Summe Multiindizes mij| = ¢ behandelt werden.

Die Projektion a3t sich geometrisch elementar beschreiben, ist abéneeisch oft
nichttrivial auszufuhren. Fur eine Ordnueg< r < ¢ kdnnen wir die Differentialglei-
chunf R~ = 74(R,) C J-(R™, R™) betrachten, die wir erhalten, wenn wir die kano-
nische Projektionry : J4(R", R™) — J-(R",R™) auf die Teilmenger, C J4(R",R™)
einschranken. Rechnerisch entspricht dies einem Eltioimsprozel3: wir missen aus den
Gleichungen, dieR, beschreiben, alle Jetvariablen einer Ordnung grof3er algninie-
ren; die Ubrigbleibenden Gleichungen beschrefﬁéﬁ#). Praktisch laRt sich dies nur fur
polynomiale Gleichungen effektiv durchfiihren mit Hilferv Grobner-Basen. Zum Gliick
benotigt man haufig nur die Projektion einer Gleichung, mian zuvor durch eine Prolon-
gation erzeugt hat. In diesem Fall reicht sogar etwas LenAtgebra aus.

Beispiel 11 Auf den ersten Blick scheinen Prolongation und Projektioremander inver-
se Operationen zu sein; dem ist aber im allgemeinen nichindoeine Erklarung dieses
Effekts fuhrt auch automatisch zu dem geometrischen Rildmtegrabilitatsbedingungen.
Betrachten wir als einfaches Beispiel die DifferentiaigeingR, c J;(R3, R!), die durch
das lineare System

Uz + yug =0, uy =0 (29)

beschrieben wird. Um die erste Prolongati®p C J»(R3,R!) zu berechnen, miissen wir
jede Gleichung nach allen unabhangigen Variablen ableitel erhalten das System

Uz +yug =0, uy =0, (20)
Uzz + YUze =0, Uyz + YUzy + Uz = 0, Uzz + YUzz =0, (21)
Uugy =0, uyy =0, uyz =0. (22)

Man sieht leicht, daR es ausgehend von der mittleren Glegder zweiten Zeile eine
Linearkombination der Gleichungen zweiter Ordnung gibt,der alle Ableitungen zweiter
Ordnung sich wegheben und eine Gleichung erster Ordnuisgeébies war hier also eine
Integrabilitatsbedingung versteckt, namlich = 0). Wenn wir nunRy zurtickprojizieren
nachJ; (R3, R'), erhalten wir daher anstelle der Ausgangsgleich@nglie Untermannig-

faltigkeithl) C R1 beschrieben durch direi Gleichungen
Uy +yug =0, uy =0, ugz =0. (23)

Haufig vereinfacht das Hinzufigen der versteckten I@tiedjitatsbedingungen auch die ex-
plizite Integration des Systems: bRi; erkennt man noch nicht unbedingt auf den ersten
Blick den Lbsungsraumtzgl) ist aber offensichtlich aquivalent a4 = vy = . = 0 und
daher besteht der Losungsraum beider Gleichungen nuresisothstanten Funktionen.

13 Die NotationR\?~") ist so zu interpretieren: der untere Indexgibt an, daB es sich um eine Glei-
chung der Ordnung handelt; der obere Index besagt, da? diese Gleichung dimetPeojektion iibeg — r
Ordnungen gewonnen wurde.
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In obigem Beispiel entstand die Integrabilitatsbedirngdarch eine (verallgemeinerte)
Uberkreuzableitung. Aus geometrischer Sicht ist aber dekiete rechnerische Mechanis-
mus zur Erzeugung der neuen Gleichung nicht relevant. &ttt Integrabilitatsbedingun-
gen gibt es genau dann, wenn fur irgendeine Prolongatidneagr > 0 gilt, dal3 eine
weitere Prolongation mit nachfolgender Projektion zu emehten Untermannigfaltigkeit

fuhrt: Rfllﬁ,. C Rq+r. Diese Beobachtung motiviert folgende Begriffsbildung.

Definition 12 Die Differentialgleichungr, C J,(R"™,R™) heifdtformal integrabel wenn
fur alle ganzen Zahlen > 0 gilt R<(11+)7 =Rgtr-

Wir werden im nachsten Abschnitt sehen, daf die Bezeighpionmal integrabel’ da-
her ruihrt, daf3 fur eine solche Gleichung formale Poteherddsungen systematisch Ord-
nung fur Ordnung konstruiert werden kdnnen. Fur den Mumeollen wir nur festhalten,
daf} es bei einem formal integrablen System keine verstedhtegrabilitatsbedingungen
mehr gibt. Das Ziel einer Vervollstandigung ist es also enneine aquivalente, formal inte-
grable Gleichung zu produzieren. Dabei stellt sich das|Enojdal’ DefinitiofI2 unendlich
viele Bedingungen enthalt, und es daher unklar ist, wieeffeektiv feststellen sollen, dal3
eine gegebene Gleichung formal integrabel ist. Tatséehdit es so, daf’ praktisch alle Ver-
vollstandigungsmethodemehrals nur ein formal integrables System liefern; die verschie
denen Zugange unterscheiden sich dabei in der Regel ierdigdehr.” In der formalen
Theorie kommt man hier zu dem starkeren und eher algebeisBegriff einelinvolutiven
Gleichung, fur den wir aber auf die Literatlir [32] verweismiissen. Fir involutive Glei-
chungen existieren effektiv verifizierbare Kriterien. Derchfolgende Satz garantiert, dafR
eine Vervollstandigung (unter gewissen Regularitataamen) immer moglich ist.

Theorem 13 (Cartan-Kuranishi) Seir, C Jy(R™,R™) eine beliebige Differentialglei-

chung. Dann existieren zwei ganze Zahlen > 0, so daf entwedeﬁfzi, involutiv (und

damit insbesondere auch formal integrabel) ist O(ZR;()QT = ( (in diesem Fall istR, in-
konsistent, d.h. die Gleichung besitzt keidsiingen).

7 Formale Potenzreihenbsungen

Nur fir wenige Differentialgleichungen gelingt es, dieduihgen in geschlossener Form an-
zugeben. Fast immer ist aber die Berechnung formaler Paiiienlosungen (bis zu einer
vorgegebenen Ordnung) moglich. Wir wollen nun diese Kuiksion fur allgemeine Syste-
me von Differentialgleichungen diskutieren, um die Bedegteiniger der im letzten Ab-
schnitt diskutierten Fragen aufzuzeigen. Im Prinzip éxish viele verschiedene Moglich-
keiten solche Losungen zu bestimmen; uns geht es hier uen systematischeweg, der
fur moglichst viele Systeme die Reihen Ordnung fur Ordnkonstruiert.

Im Folgenden sei uns eine Differentialgleichury € J,;(R", R™) der Ordnungq
gegeben, die durch Gleichung®rix, u(‘J)) = 0 beschrieben wird. Wir wahlen einen belie-
bigen Entwicklungspunkt € R"™ mit Koordinatenx und machen den Ublichen Ansatz fur
eine formale Potenzreihenldsung dm

U(x(w) = Z aa,/.l,(x_uif()“ (24)
|ps=0 '

mit reellen Koeffizienten.,,. € R. Dabei benutzen wir weiterhin die Notationa).) bzw.
a(T), um alle Koeffizienten einer bzw. bis zu einer festen Ordrzungezeichnen.
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Da wir weder Anfangs- noch Randbedingungen vorgegebennhaliefen wir keine
eindeutige Losung erwarten. Wir konnen aber Relationgischen den Koeffizienteti, .
angeben. Dazu setzen wir unseren Ansatz in die Differghi@hung ein und werten die
entstehenden Gleichungen am Entwicklungspunétis. Man iberzeugt sich leicht davon,
daf wir dann folgende algebraische Gleichungen erhalten:

F(x,a9)=0. (25)

Sie bilden ein im allgemeinen nichtlineares System fiirkbeffizientena® bis zur Ord-
nungq (alle Koeffizienten hoherer Ordnung fallen durch die Ausweg inz heraus). Wir
nehmen im Folgenden stets an, daf} wir dieses System nactsgevKoeffizienten aufldsen
konnen, die wir al$Hauptkoeffizientebezeichnen, da sie gerade denen in Abschhitt 5 ein-
gefuihrten Hauptableitungen entsprechen. Die Gleichurf@8) erlauben uns dann, diese
Hauptkoeffizienten durch die restlichen Koeffizienten his @rdnungg, denparametri-
schen Koeffizientemuszudriicken.

Als nachstes betrachten wir die erste Prolongaign C J 1 (R"™,R™); sie wird be-
schrieben durch die Ausgangsgleichun@d, u(Q)) = 0 sowie den formalen Ableitungen
D;F(x,ul?tV)) = 0 fir 1 < i < n. Wieder setzen wir unseren Ansatz ein und werten am
Entwicklungspunkt: aus. Dann erhalten wir zunachst noch einmal die bereitariziten
Gleichungen[[@5) sowie als neue Gleichungen

D;F(x,a%"Y) = 0. (26)

Bei der Einfilhrung der formalen Ableitung={18) haben witdm, daR diese linear in den
Jetvariablem(qﬂ) hochster Ordnung ist. Wenn wir also annehmen, daf3 alletiBedsn

zwischen den Koeffizientea(? bereits durch[[d5) erfat sind, dann durfen g (26) als
ein lineares Gleichungssystem fir die Koeffizientgp, ) der Ordnungy + 1 auffassen.
Wieder kdnnen wir dieses System nach Hauptkoeffizientéidsan und diese dann durch
die verbleibenden parametrischen Koeffizienten auseriick

Nun iterieren wir dieses Schema: im nachsten Schritt wied ziveite Prolongation
Rg+2 € Jg+2(R™,R™) betrachtet und wir erhalten zusatzlich zu den bereits riddia
ten Gleichungen ein lineares Gleichungssystem,

D;D;F(%,a77?) =0, 27)

fur die Koeffizientena,, oy usw. Wir kdnnen so also Ordnung fur Ordnung die Koeffizi-
enten des AnsatzeE{24) bestimmen. Dabei ergeben sich adiffiztenten einer hoheren
Ordnung alg; durch das Losen eines linearen Gleichungssystem; eigéché Nichtlinea-
ritat unserer Differentialgleichung schlagt sich nu@l) nieder.

In einer konkreten Rechnung missen wir bei einer endli¢h@imungg + r abrechnen.
Da wir bei obiger Konstruktion einige Annahmen getroffeiéa, die erst noch zu rechtfer-
tigen sind, stellt sich nun die Frage, ob die so erhaltenerRotihe wenigstens bis zu dieser
Ordnung eine gultige Approximation einer Losung ist. Bigwort lautet: dies ist nur dann
sicher der Fall, wenn die Differentialgleichurity, formal integrabel ist! Die Konstruktion
von formalen Potenzreihenldsungen macht also erst damm ®enn ein formal integrables
System vorliegt, da nur dann die Korrektheit des Ergebmiargert werden kann.

Beispiel 14 Wir betrachten erneut die DifferentialgleichuRy gegeben durci{19). Einset-
zen unseres Reihenansatzes und Auswerten an dem Entvgsglumkt(z, g, 2) liefert fur
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die insgesamt vier Taylor-Koeffizienten nullter und ersdednung das homogene lineare
Gleichungssystem

ajo,0,1] + ¥a[1,0,0) = 4[0,1,00 = 0 (28)
das offensichtlich einen zweidimensionalen Losungsraesitzt. Wenn wir nun bereits an
dieser Stelle die Rechnung beenden, dann erhalten wir atseugtliche lineare Naherung
der Losungen den Ausdruck

u(z,y,2) = ajo,0,0] T a[1,0,0)(z — &) — Jaj1,0,01(z — £) (29)

mit den zwei parametrischen Koeffiziente o o) undary o,0)- Aus Beispie[TlL wissen wir
aber, daf die Gleichuri®; tatsachlich nur tiber konstante Losungen verfifigl, €8It also
nur flray; o) = 0 eine korrekte Approximation der Losung dar.

Die Ursache dieses Problems ist aus unserer DiskussiorispiBIEL] sofort ersichtlich:
es gibt eine versteckte Integrabilitatsbedingung e®teinung, die einerseits eine weitere
Gleichung fir die Taylor-Koeffizienten bis zur Ordnung ®irefert und andererseits erst
dann sichtbar wird, wenn man die erste Prolongation unsyrstems betrachtet. Wenn wir
nach dem oben erlauterten Schema weitergerechnet hattgan wir die fehlende Bedin-
gung im nachsten Schritt entdeckt. Es ware dann namiicht mehr moglich gewesen,
[29) als ein lineares System nur fiir die Koeffizienten zere@rdnung zu betrachten. Durch
GauR-Eliminationen kann man in diesem Fall[lnl (26) eine éBleng erzeugen kdnnen, bei
der links Null und rechts etwas von Null Verschiedenes (&, ; o)) steht.

Sobald man formale Potenzreihenldsungen gefunden kdt,ssith natirlich die Frage
nach der Konvergenz der Reihen. Hier erhalt man das folg&mtlamentale Ergebnis, das
bemerkenswerterweise keinerlei Strukturannahmen wigHyBerbolizitat oder Elliptizitat
fur die betrachtete Differentialgleichurig, benétigt.

Theorem 15 (Cartan-Kahler) SeiR, C J,(R",R™) eine analytische involutive Diffe-
rentialgleichung. Dann besitzt ein geeignet géltes formal korrektes Anfangswertproblem
fur die Differentialgleichungr, eine eindeutige analytischeésung.

Dieses Theorem stellt eine Verallgemeinerung des Caucwalvskaya-Theorems von
normalen Gleichungen auf beliebige involutive Gleichundar und wird durch eine Reduk-
tion auf dieses bewiesen. Fur den Beweis ist es wesentdah,man es wirklich mit einer
involutiven und nicht nur mit einer formal integrablen @leiing zu tun hat. Vereinfacht
ausgedriickt, reicht formale Integrabilitat nur aus, uemEkistenz von Losungen zu garan
tieren; Eindeutigkeitsaussagen erfordern Involution@eichung. In der Formulierung von
TheorenIb haben wir das Anfangswertproblem nicht expdimgjegeben. Dies ist relativ
einfach moglich (z.B. mit den in Abschnlil 5 skizzierten tileden). Wir verzichten hier
auf die Details und verweisen hierfur sowie fur eine gemawDiskussion von Beweis und
Bedeutung von Theorem115 alif]32, Sect. 9.4] und die dortgetzene Literatur.

8 Das Geometrische Symbol und das Hauptsymbol

Bisher haben wir rein geometrisch gearbeitet und dadurcheeht anschauliches Bild von
Integrabilitatsbedingungen und der Konstruktion voneRateihenldsungen gewonnen. In
der praktischen Umsetzung dieser Ergebnisse ergebentscliPeobleme. Zum einen sind
wir unserem eigentlichen Ziel, ein Mal} fur die Gro3e demfden Losungsraums anzuge-
ben, noch nicht wirklich naher gekommen. Zum anderen setzér Konstruktionsverfah-
ren fur Potenzreihenldsungen voraus, dal ein formajiat#es System vorliegt. Wie schon
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oben erwahnt, enthalt Definitifall2 aber unendlich viedeliBgungen und kann daher nicht
effektiv Uberprift werden. Hier kommen nun algebrais€aehniken ins Spiel.

Die Moglichkeit, algebraische bzw. sogar polynomialeutiuren einzufiihren, beruht
auf der natiirlichen Hierarchie der Jetbiindel versched@®rdnung, genauer gesagt auf
den Eigenschaften der Projekticmi1 s Jg(R™,R™) — Jy—1(R™,R™). Der Einfachheit
halber nehmen wir im Folgenden meistens an,daf 1 ist[

Wir geben uns einen beliebigen aber festen P;an:kt[u](jq*l) € Jg—1(R"™,R) vor und
betrachten darliber die Fasér= (wg_l)_l(ﬁ) C Jq(R™, R). Punkte inA durfen wir mit
Taylor-Polynomen vom Grad identifizieren. Da zwei Punktg;, po € A Uber demselben
Punkt p liegen, kdnnen sie sich nur in den Termen vom Ggaghterscheiden, denn alle
Terme niedrigeren Grades sind durch gasitsprechende Taylor-Polynom festgelegt. Damit
ist die Differenzp; — po ein homogened?olynom vom Grad;. Abstrakter ausgedriickt
haben wir gezeigt, dal3 die Fasérein affiner Raum Uber dem Vektorraumy ist; hierbei
bezeichnetP = R]zy,...,zx] den Polynomring in den Variableny, ..., z, und P, die
homogene Komponente vom Grad

Versteckt in der Jethierarchie liegt also eine naturlipplynomiale Struktur (was nicht
sonderlich Uberrascht, da die Jetbiindel Uber Tayldyridne definiert sind). Wenn wie
Ublich T*R™ das Kotangentialblindel Ub&™, TIR™ das Tangentialbiindel Ub&™ und
Sq dasg-fache symmetrische Produkt bedeutet, dann kdnnen wsedd@obachtung in int-
rinsischer und globaler Sprache wie folgt formulieren.

Satz 16 Das Jetliindel J,(R", R™) ist ein affines Bndeltiber J,_; (R™,R™) modelliert
auf das Vektorindel Sy (T*R"™) ® TR™.

In noch einmal einer anderen Sprache nimmt diese wichtig&israussage folgende
Form an. Wenn wir eine Koordinatentransformatips: ¢(x, u) undv = (x, u) zu neuen
unabhangigen und abhangigen Variablen vornehmen,¥aiéh das Transformationsver-
halten der Ableitungen leicht mittels der Kettenregel inesten. Man erhalt dabei fur die
Ableitungenv ) der Ordnung; ein bezlglich der Ableitungen niedrigerer Ordnung affi-
nes Transformationsgesetz, = A(x, u)u(,) +b(x,u?"1), wobeiA, b fir komplizierte
Ausdricke ihrer Argumente stehen.

Geometrisch bedeutet SRiZ 16, dal wir den Tangentialfadman die Fasern der Projek-
tion ngl mit Elementen eines symmetrischen Produkts identifizigéemen; man spricht
auch von defundamentalen Identifikatiotn lokalen Koordinaten kann wiederum ein sym-
metrisches Produkt mit einem Polynomring identifizierteer. Diese Beobachtung erlaubt
uns, zwischen geometrischen Objekten (Tangentialvek}anad algebraischen Objekten
(homogenen Polynomen) hin und her zu wechseln. Wir bleiben zunachst noch auf der
geometrischen Seite.

SeiRy C Jg(R"™, R™) eine Differentialgleichung. Wenn wir in einem Punkie R,
den Tangentialraurii, R, betrachten, dann zeichnet die Projektitg]_1 :JgR™,R™) —
Je—1(R™,R™) die dazu vertikalen Vektoren aus: dies sind diejenigenafekt, die zusatz-
lich zu der Faser Uberp = ﬂ'g_l(p) tangential sind. Man Uberzeugt sich leicht davon, dai3
die vertikalen Vektoren einen Untervektorrayi,), C T,R4 bilden.

Definition 17 Dasgeometrische Symbal, der Differentialgleichungr, C J;(R™, R™)
ist der zu der Projektion_, vertikale Anteil des Tangentialraurisr,.

14 Dies stellt nicht einmal eine Einschrankung dar, da sictietsieines auf Drach zuriickgehenden Tricks
jede Differentialgleichung mitn abhangigen Variablen in eine aquivalente Gleichung miteiner unbe-
kannten Funktion umschreiben Ial3f[32, App. A.3]. Alleigh erhoht sich dabei die Ordnung um eins.
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In lokalen Koordinaten erhalten wir folgendes Bild des getiachen Symbols. Ein
Tangentialvektow € T, J,(R",R™) an einem Punkp € J,(R"™, R™) ist von der Form

v = Zxﬁml + Z Z Uq ;Laua P (30)

a=1|pu|=0

mit Koeffizientenz;, ia, € R. Der Tangentialvektov steht genau dann vertikal zur Pro-
jektion wg_l, wenn ausschlief3lich Koeffizienten,,,, mit || = ¢ von Null verschieden
sind. Die Differentialgleichung?, sei nun beschrieben durch das System, u(Q)) = 0.

An einem Punkp € R, ist der Vektorv genau dann tangential Z®y, wenn seine Koeffizi-
enten das lineare GleichungssystéR{(v) = 0 oder ausgeschrieben

n

OF
2 52, ) SIS IS auw Pitau =0 (31)
=1 a=1]p|=0
erfullen. Da nach obiger Definition das geometrische Synihg), im Punktp der ver-
tikale Anteil des Tangentialraunig, R, ist, besteht es also aus allen Tangentialvektoren

v=>3Y"" Z\u\:q Ga,puOu, ., deren Koeffizienten di€ymbolgleichungen

>y

a=1|p|=q

8ua H pP)la,y =0 (32)

Idsen. Dieses homogene lineare Gleichungssystem besiziZeile fur jede Differential-
gleichung in unserem System und eine Spalte fir jede Algit.,,, der Ordnung;. Die
zugehorige Matrix nennen wBymbolmatrixd, (p). Im Prinzip missen wir davon ausge-
hen, daB die Eigenschaften v@nl(32) wesentlich von demlgevéPunktp abhangen. Wir
werden dies im Folgenden jedoch vernachlassigen und dedistens auf die explizite An-
gabe vorp verzichten.

Man kann diese Konstruktion in Worten auch so beschreibenazhst wird die im all-
gemeinen nichtlineare Differentialgleichumg, um einen Punkp € R, linearisiert, dann
wird von dem erhaltenen linearen System der sogenanntettdduplso der Teil mit den
Ableitungen hodchster Ordnung, genommen und als ein lese8ystem algebraischer Glei-
chungen betrachtet. Die Koeffizientenmatrix dieses Sysistrdann die Symbolmatrix.

Beispiel 18 Wir betrachten erneut die planarén(1)-Yang-Mills-Gleichungen[{8). Wenn
wir die sechs Ableitungen zweiter Ordnung sortieremals vit, uzt, Vot, Uzz, Voz, dann
erhalten wir als Symbolmatrix

01-100 0
M2_<00 0 1—10)' (33)

Also ist das geometrische Symhbf, der reelle Vektorraum, der von den vier Tangential-
vektorendy,,, Ov,; + Ouysyr Over + Ounny Ov,, €rZEeugt wird.

Da wir hier es bereits mit einem linearen System zu tun habekeine Linearisierung
notig, und da das System keine Terme niedrigerer Ordnutigakinstimmt es mit seinem
Hauptteil Uberein. Wir haben hier also den seltenen Sieltigorliegen, dafd die Symbol-
matrix mit der Koeffizientenmatrix des Ausgangssysteneréinstimmt.
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Anmerkung 19Wenn wir die Differentialgleichun@, prolongieren, dann besitzt auch jede
der erhaltenen Gleichungé®y, 4, ein SymbolV,,.; offensichtlich wachsen die Dimensio-
nen der zugehorigen Symbolmatrizéfy - dabei sehr schnell an. Fiar> 0 sind uns die-
se Matrizen bereits bei der Konstruktion von Potenzreitmnigen begegnet. Dort haben
wir z.B. (28) als ein inhomogenes lineares Gleichungssyste die Taylor-Koeffizienten

a 1) der Ordnung; + 1 interpretiert. Man sieht leicht, dal3 die Koeffizientenmatiieses
Systems gerade die Symbolmatrix,; ist (bei geeigneter Wahl des Punkjgse Rg41,

an dem wir das Symbal/,; , bestimmen). Allgemein ergeben sich die Taylor-Koeffizéent
a g4y der Ordnung; + r stets als Losung eines inhomogenen linearen Gleichusigsag,
dessen Koeffizientenmatrix gerade die Symbolmatfix, .. ist.

Diese Beobachtung bedeutet aber, daf? die (Vektorraumeémsiondim Ny, des pro-
longierten SymbolsV,, gerade die Anzahl der frei wahlbaren Taylor-Koeffizientksr
Ordnungg + r angibt, und motiviert damit folgende Definition, in der winen bekannten
Begriff aus der Kommutativen Algebra auf Differentialgleungen tibertragen.

Definition 20 SeiR,; C J4(R™,R™) eine formal integrable Differentialgleichung. Dann
heil3tH : N — N definiert durchd (¢ + r) = dim Ny, die Hilbert-Funktionvon R .

Wir betrachten damit nur die Ordnungen @bDa uns spater vorwiegend das asym-
ptotische Verhalten der Hilbert-Funktion fir— oo interessieren wird, reicht dies fur un-
sere Zwecke aus. Ein groReres Problem stellt die Frage dexcBerechnung der Hilbert-
Funktion dar, da wir natiirlich nicht fur alle > 0 das SymbolV;. bestimmen kdnnen.
Hier bendtigen wir nun Methoden aus der Algebra.

Die Grundidee besteht darin, dem Symhgl der Differentialgleichungz, einen Unter-
modul/ des freien ModulsP™ tber dem Polynomrin@® = R|[x1, ..., xn] zuzuordneEﬂ
das gleichzeitig auch alle relevanten Informationen igberprolongierten Symbol&/, .
enthalt (im Fallm = 1 erhalten wir natirlich einfach ein Ide@alC P). Der Ausgangspunkt
sind die Symbolgleichungef{32). Wenn wie Uibligh, . .. , e, } die Standardbasis déxs™
bezeichnet, dann assoziieren wir zu #em Gleichung in[[32) den Polynomvektor

m

f= 3 (2 (o )en (34)

=1 |ul=q

(d.h. wir ersetzen die Variablé,,, durchx*e.). Man kann zeigen, daf3 dies genau der
oben angesprochenen fundamentalen Identifikation eatépdiede Komponente vdy ist

ein homogenes Polynom vom Grgdund wir nennen den von diesen Polynomvektoren
erzeugten Untermodat = (fy,...,f,) denSymbolmoduvon R,. Man beachte, daR die
Definition von f;, in lokalen Koordinaten erfolgt und da wir daher eigentlidth die
Abhangigkeit unserer Ergebnisse von den gewahlten Kioateh untersuchen muften. Wir
werden auf diesen Punkt aber nur kurz am Ende dieses Abtchinigehen.

Wie oben erklart, wird die prolongierte DifferentialgtbungR 41 definiert durch die
GleichungenF = 0 und D;F = 0; fir das prolongierte SymboV,,; sind dabei nur
letztere relevant. Man tiberzeugt sich leicht davon, dafzdiD; F;, = 0 gehdrende Sym-
bolgleichung zu dem Polynomvektgsf,. fuhrt. Entsprechendes gilt fur hdhere Prolonga-
tionen: alle Informationen Ubek,, sind bereits in der homogenen Komponedttg
enthalten. Damit kdnnen wir anstelle der unendlichen &otgn VektorraumerV, ), >0

15 Wenn wir in unserer Differentialgleichung die unabhargig/ariablen mitz, y, z, . .. anstelle der indi-
zierten Formey, . .., bezeichnen, dann schreiben wir fiir die Variablen #auchxz, xy, Xz, - .-
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den endlich erzeugten polynomialen ModulC P™ studieretd Dieser Modul enthalt
viele Informationen Uber die Differentialgleichuri®,. Insbesondere stimmt seine Hilbert-
Funktion (genauer: die des Faktormod®¥€ /i/) mit der vonR, Uberein. Die Berechnung
der Hilbert-Funktion eines polynomialen Moduls stellt kiassisches Problem der Kommu-
tativen Algebra dar und kann z.B. mit Hilfe von Grobner-Bagelost werden [8]. Als eine
weitere Anwendung sollte noch erwahnt werden, dal3 die @gmywoni/ relevant sind fur
die explizite Konstruktion von Integrabilitatsbedingem mittels verallgemeinertésber-
kreuzableitungen (siehE]32, Remark 7.1.12]). Die Syaybieorie polynomialer Moduin
erlaubt dann auch die Formulierung eines effektiven Kitites fur formale Integrabilitat.
Wenn man die Polynomvektordn als Zeilen einer Matrix betrachtet, dann erhalt man
dasHauptsymboll, [x] der Differentialgleichungr,. Bei einem System aysDifferential-
gleichungen isty[x] eine(p x m)-Matrix: es gibt eine Zeile fur jede Gleichung und eine
Spalte fur jede unbekannte Funktion. Wenn wir das Hauptsymbdl; [x] mit der Sym-
bolmatrix M, vergleichen, dann entsteht ersteres aus letzterer durelAei, Kontraktion®:
die Spalte, die irfy[x] zu dem Indexx gehort, ist eine Linearkombination all der Spalten,
die in My zu Variablenu.,,, gehoren, mity# als Koeffizienten. Beide Symbole enthalten
also dieselbe Information — nur unterschiedlich kodiert.

Beispiel 21 Wir setzen unsere in Beisp[Ell18 begonnene Betrachtungydeb@s der Yang-
Mills-Gleichungen[[B) fort. Das Hauptsymbol ist hier diex 2)-Matrix

Ta[xt, xz| = ( _X;?QC X?f)t(z) ~ (35)

Man sieht hier sehr gut, wie die erste Spalte hier kodiertchesAbleitungen zweiter Ord-
nung vonu auftreten, und entsprechend die zweite Spalte fur

Entscheidend fur die spatere Klassifikation der Yangsvileichungen als unterbe-
stimmt ist die Beobachtung, daRR die Zeilen dieser Matrirdinabhangig sind und damit
das Einsetzen beliebiger Werte iy und x . nie zu einer injektiven reellen Matrix fihren
kann. In der Tat isk., mal die erste Zeile geradg mal die zweite Zeile. Dahinter versteckt
sich naturlich der Erzeugey.e; — xte2 des Syzygienmoduls der Zeilen van|x:, x|
bzw. die Tatsache, daf? in den Yang-Mills-Gleichungen pa@hmrine Integrabilitatsbedin-
gung versteckt sein kdnnte, die wir erhalten, wenn wir dsteeGleichung nach, die zweite
nacht ableiten und dann die Differenz nehnfgn.

Anmerkung 22Aus geometrischer Sicht sollte man didariablen x als die Komponen-

ten einer Einsformy = "' ; x;dz; auffassen und kann dann auch das Hauptsymbol als
ein intrinsisches Objekt definieren. Uns geht es aber hiemdazu algebraischen Objekten
(insbesondere zu Polynomen) tiberzugehen, was die Wads konkreten Koordinatensy-
stems voraussetzt. Die geometrische Interpretationyamird dann wichtig, wenn man
den Effekt von Koordinatentransformation&n= ¢(x) studieren mochte. Schreibt man
X = >~ X:dZ; in den neuen Koordinaten, dann gilt bekanntlich

n ~ 8¢
Xi = X 83:]- : (36)
j=1 ’

16 Mathematisch steckt dahinter die Tatsache, daR man diergierten SymboleV,,- als homogene
Komponenten einekomoduls ' tiber der polynomialeiKoalgebra betrachten kann. Der Symbolmotiul
kann dann mit dem Annulatok© identifiziert werden. Diese Sichtweise wurde [nl[20] eiritjef, mehr
Details sind in[[3D] und132, Chapt. 7] zu finden.

17 Da diese Rechnung trivialerweise Null liefert, sind die ¥aMills-Gleichungen formal integrabel. Wenn
wir aber Terme niedrigerer Ordnung hinzufigen, dann &halvir ein System, das immer noch dasselbe
Hauptsymbol besitzt, aber im allgemeinen nicht mehr forimtalgrabel ist.
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Man rechnet leicht nach, dal3 das Einsetzen dieser Trarsfiomsgleichungen in das Haupt-
symbol dieselbe Matrix liefert wie eine direkte Berechndeg Hauptsymbols aus der trans-
formierten Differentialgleichung.

Unsere bisherige Diskussion der Symbole scheint von deralgesn Koordinaterx
bzw. u abzuhangen. Man kann aber zeigen, dal3 man nachgenerischerKoordinaten-
transformation immer dasselbe Ergebnis erhalt; nur izisfien,, schlechten* Koordinaten
bekommt man falsche Resultate (man spricht von dem ProbédBegularitit des Ko-
ordinatensystems, einer Verallgemeinerung des klassisCharakteristikenbegriffs). Ver-
fahren fur eine effektive Konstruktigrguter* Koordinaten werden iin]9,110] diskutiert. Eine
intrinsische Behandlung der Symbole ist mittels homolduts Algebra moglich: auf der
Ebene des geometrischen Symbols fuihrt diesSpancer-Kohomologi@3], auf der Ebene
des Hauptsymbols zur dualé€oszul-HomologieFur Details verweisen wir auf[30] und
[32, Chapt. 6] sowie die dort angegebenen Referenzen.

9 Unter- und Uberbestimmte Differentialgleichungen

Nun setzen wir endlich die eingefiihrte Theorie ein, um &nemale Definition der Begriffe
unter-, wohl- bzw. Uberbestimmt formulieren. Dazu besntwir das Hauptsymbdiy[x]
und betrachten es als eine dusgle R’ parametrisierte reelle Matrix. Unsere Klassifikation
beruht darauf, wie deren Eigenschaften woabhangen. Wichtig ist hierbei, daf’ unsere De-
finition voraussetzt, daf3 eine formal integrable Diffei@gteichung vorliegt. Andernfalls
kann es passieren, daf3 nur durch Hinzuftigen einer vetstekkegrabilitatsbedingung eine
scheinbar unterbestimmte Gleichung plotzlich Ubeibest wird.

Definition 23 Die formal integrable Differentialgleichung@, C Jy(R"™,R"™), heifdtun-
terbestimmtwenn es keinen Vektox € R"™ gibt, so dal¥f;,[x] eine injektive Abbildung
definiert. R, ist wohlbestimmtwenn es einen Vektox € R"™ gibt, fur denTy[x] eine
bijektive Abbildung definiert. In allen anderen Fallen#& Uberbestimmt

Definition[Z3 ist zunachst Uberhaupt nicht intuitiv, aleér werden im Rest dieses Ab-
schnitts zeigen, dal sie in der Tat zu den erwarteten Erggamitihrt. Sie enthalt auRerdem
ein gewisses Mal3 an Konvention: wie das nachste Beispgtl geben wir Unterbestimmt-
heit Prioritat gegeniibddberbestimmtheit, was man auch anders machen kénnte. &¥r w
len dadurch erreichen, dal3 jede Gleichung, bei der es fblhare Losungskomponenten
gibt, als unterbestimmt klassifiziert wird.

Beispiel 24 Wir betrachten die partielle Differentialgleichurigy ¢ J;(R?, R®) gegeben
durch das System
Uz +v: =0, wy=0, w=0. (37)

Offensichtlich zerfallt dieses System in zwei unabhgedreilsysteme, namlich zum einen
die Gleichungu, — v+ = 0 und zum anderen in das Systems = w: = 0. Ersteres ist
offensichtlich unterbestimmt, da entwedeoderv beliebig gewahlt werden kann, wahrend
letzteres sicherlich als Uberbestimmt betrachtet werdaf. Es stellt sich nun die Frage,
wie das Gesamtsystem klassifiziert werden sollte. Dardatfeg keine eindeutige intuitive
Antwort; Definition[Z3 zahlt die Gleichung zu den unterbestimmten Systemen.

In der Tat ist das Hauptsymbol vdn{37) diex 3)-Matrix

Xz xt 0
Tilxz,xt]=| 0 0 xa (38)
0 0 Xt
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und es ist leicht zu sehen, dal fiar# 0 der Rang des Hauptsymbols imneist. Damit
kann es nie eine injektive Abbildung definieren und die Glaity ist unterbestimmt.

Betrachten wir noch die beiden oben angesprochenen Teilegs Da sie entkoppelt
sind, kbnnen wir sie als Untermannigfaltigkeiten vénR?, R?) bzw. von J; (R?, R').
Als Hauptsymbole erhalten wir dann

(xe xt)  bzw. (Xl) (39)

Xt

Schon aus Dimensionsgriinden ist klar, daf} die erste Mai@bohangig von der Wahl von
xz undx; nie eine injektive Abbildung definieren kann. Also ist dasteiTeilsystem unter-
bestimmt. Genauso leicht sieht man, daR die zweite Matriex fiar jede Wahly # 0 eine
injektive Abbildung, aber nie eine bijektive Abbildung deért.

Die Behandlung der beiden Teilsysteme in diesem Beispigt,z#al3 wir in den klassi-
schen Fallen die bekannten Ergebnisse reproduzierem @rrSystem weniger Gleichun-
gen als unbekannte Funktionen enthalt, dann ist das Hauaptd eine Matrix mit weniger
Zeilen als Spalten und kann damit nie eine injektive Abbilgldefinieren. Bei mehr Glei-
chungen als unbekannten Funktionen besitzt das Hauptdynatw Zeilen als Spalten. Falls
die Spalten linear abhangig sind, ist das System trotzdgerhestimmt. Andernfalls erhal-
ten wir fur allex # 0 eine injektive, aber fiir keiry eine bijektive Abbildung, so daR das
System uberbestimmt ist.

Ein quadratisches System, also ein System mit genau smv@&k&ichungen wie unbe-
kannten Funktionen kann nie Giberbestimmt sein. Denn lmekeim folgt fur eine quadrati-
sche Matrix aus der Injektivitat sofort die BijektivitdDer wohlbestimmte Fall wird durch
den nachfolgenden Satz, der schon in Abschhitt 4 angesgmogbrde, noch einmal genau-
er charakterisiert. Hier sehen wir auch implizit den klasken Begriff eine€Charakteristik
auftauchen. In Rahmen der formalen Theorie hgif 0 charakteristisch, wenn das Haupt-
symbolT'[x] keine injektive Abbildung liefert. Der angegebene Beweigizauf, dal’ diese
Definition die klassische Idee einer Charakteristik algeRichtung, bei der wir nicht nach
allen zugehorigen ersten Ableitungen aufldsen kdnnésevspiegelt.

Satz 25 Eine Differentialgleichung?, erster Ordnung ist genau dann wohlbestimmt, wenn
sie durch eine Koordinatentransformation auf die Caucloyddevskaya-Fornf13) gebracht
werden kann.

BeweisWenn ein System in der Cauchy-Kovalevskaya-Fdiin (3) wvgtrliend damit eine
ausgezeichnete unabhangige Varialtlesitzt, dann wahlen wir den Vektgrso, daly: = 1

und alle anderen Komponenten verschwinden. Aus der Callohglevskaya-Form folgt
sofort, dal fur diese Wahl vog das Hauptsymbol gerade die Einheitsmatrix ist und damit
trivialerweise eine bijektive Abbildung definiert.

Fur die umgekehrte Richtung miissen wir auf die in AnmeglZli angesprochene Inter-
pretation vony als den Komponenten einer Einsform zuriickkommen. Nachibiefi eines
wohlbestimmten Systems muf3 ein Vekjpexistieren, so daf3 das Hauptsymbol bijektiv ist.
Wir fihren nun eine Koordinatentransformation durch, a8 g Gibergeht in einen Vektor,
bei dem eine Komponente den Werhat und alle anderen Komponenten verschwinden.
Wenn wir die (neue) Variable, die der ausgezeichneten Kompie entspricht, nennen,
dann kann unser System in den neuen Koordinaten durch algebe Umformungen auf
Cauchy-Kovalevskaya-Form gebracht werden. O
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Wir wollen nun Definition[2ZB wieder etwas anschaulicher neachDabei ist unsere
Grundidee, den Losungsraum mit frei wahlbaren Funktianeparametrisieren. Gerade bei
partiellen Differentialgleichungen wird es ja nur seltedgiich sein, alle Losungen durch
endlich viele Konstanten auszudriicken. Im Prinzip kérman nun ein formal korrekt ge-
stelltes Anfangswertproblem formulieren und sehen, wédevirei wahlbare Anfangsbedin-
gungen darin auftreten. So wiirden wir in Beisplel 6 sageR,sich der Losungsraum durch
Angabe einer Funktion einer Variablen und einer Konstap@mmetrisieren lallt. Damit
ist der Losungsraum der Differentialgleichuiid) (9) gno&lle bei einer Gleichung ohne freie
Funktionen, aber kleiner als bei einer Gleichung, bei dezi#unktionen einer Variablen
oder gar Funktionen zweier oder mehr Variablen auftreten.

Jetzt machen wir es uns etwas einfacher und nehmen an, tlaflesedlgemeine Losung
(eigentlich auch ein notorisch schwierig zu prazisiesrlegriff — siehell32, Sect. 8.1] fir
eine Diskussion) der Differentialgleichuri®, schreiben laf3t in der Form

u(x):W(...,f/\(qbl(x),...,gbk(x)),...). (40)

Hierbei stehtf, fur die frei wahlbare Funktionen, wahredd und die Argumentep; fest
gewahlte Ausdriicke sind, die im Falle dgy auch noch linear sein missen. Die gezeig-
te Funktion f,, hangt vonk Argumenten ab. Als anschaulicheres Maf} fur die GroRe des
Losungsraums kann man jetzt zahlen, wie viele freie Hanknh mit wie vielen Argumen-
ten in [40) auftreten. Die maximale Anzahl von Argumenteirdea freien Funktionen heif3t
dasCartan-Geschlechf der Differentialgleichung; die Anzahl der freien Funki@&mmitd
Argumenten ist deAllgemeinheitsgrad. Offensichtlich ist der Losungsraum umso grof3er,
je grofierd unde sind, da diese die dominanten Terme angeben.

Das erste Problem mit diesem Zugang liegt in der Existenerdifisungsdarstellung
der Form [4D), die nur fiir Systeme erster Ordnung garantierden kann. Fur allgemei-
nere Systeme muf} man noch Ableitungen oder Integrale déttiBoan f, zulassen, was
die Analyse weiter verkompliziert, und selbst dann existiécht immer eine solche Dar-
stellung, wie ein berihmtes Beispiel von Hilbdrfl[11] zeiDas zweite Problem ist die
Nichteindeutigkeit solcher Darstellungen (die ja auahffitmal korrekt gestellte Anfangs-
wertprobleme gilt), wenn sie existieren. Wir wollen hieeabliese Fragen ignorieren — eine
genauere Diskussion ist in_[28] odér 32, Chapter 8] zu findamd bemerken nur, daf
man zeigen kann, dal® die Zahkénnd e trotzdem wohldefiniert sind (wahrend dies fur die
Anzahl der Funktionerf, mit weniger alsi Argumenten nicht mehr gilt). Aus unserer bis-
herigen Diskussion kann man nun leicht folgende Charakézgting von unter-, wohl- und
Uberbestimmten Systemen ableiten.

Satz 26 SeiRy C J4(R",R™) eine Differentialgleichung der Ordnungin n unabténgi-
gen undm abhangigen Variablen mit Cartan-Geschlechtind Allgemeinheitsgrad. Die
GleichungR, ist genau dann unterbestimmt, wahe- n. Sie ist genau dann wohlbestimmt,
wennd = n — 1 unde = mq. Wenn die Gleichungberbestimmt ist, gilt entwedér< n — 1
odere < mgq.

Die oben erwahnten Probleme dieses anschaulichen Zudasggsn sich vermeiden,
in dem man auf die in Abschnifl 8 definierte Hilbert-Funktimmriickgreift. Zugleich laRkt
sich damit noch ein weiteres Problem losen, namlich diekéfe Berechnung des Cartan-
Geschlechts! und des Allgemeinheitsgrads Wie schon in Anmerkunf19 erwahnt, lie-
fert die Dimension des prolongierten Symbalfs, . gerade die Anzahl der parametrischen
Taylor-Koeffizienten der Ordnung+ r in der formalen Potenzreihenldsung der Differen-
tialgleichungR,. Mit anderen Worten: die Hilbert-FunktioF mif3t auch die GroRe des
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formalen Losungsraums — allerdings auf eine etwas atisteaRrt und Weise als das einfa-
che Zahlen frei wahlbarer Funktionen.

Die Anzahl der Taylor-Koeffizienten der Ordnuggeiner Funktion vork Argumenten
ist durch einen Binomialkoeffizienten gegeben. Man kann Ieight ausrechnen, wie vie-
le freie Taylor-Koeffizienten in[{40) in jeder Ordnung aefen, und das Ergebnis mit der
Hilbert-FunktionH der Differentialgleichung vergleichen. Ein bekannterzS#r Kommu-
tativen Algebra besagt nun, daf? fur grof3e Wertewvdre Hilbert-FunktionH (¢ + r) durch
ein Polynomh(q + r) mit rationalen Koeffizienten beschrieben werden kann. Adieses
Hilbert-Polynomkann fur polynomiale Moduln leicht explizit berechnet wen und obiger
Vergleich liefert nach einiger Rechnerei folgendes Ergglifas noch einmal bestatigt, dal3
die Zahlend unde in der Tat intrinsisch definiert siffd.

Satz 27 Die DifferentialgleichungR; habe das Hilbert-Polynor. Wenn sich: schreiben
laBt alsh(g+r) = %r" + .-+, wobei die Punktelir Terme niedrigeren Grades stehen, dann
gilt fur das Cartan-Geschleclt= ¢ und den Allgemeinheitsgrad= c.

Wenn wir wieder den FaktormoduM = P™ /U/ des Symbolmoduls/ aus dem letzten
Abschnitt betrachten, dann kdnnen wir dieses TheoremiirSgeache der Kommutativen
Algebra wie folgt ausdriicken: das Cartan-Geschlechtesigdedim M + 1 und der Allge-
meinheitsgrad ist die Multiplizitat von1.

Beispiel 28 Wir wenden dies&Jberlegungen auf einige der Differentialgleichungen ae, d
wir bereits in Abschnitfl4 betrachtet haben. Das HauptsymiboMaxwell-Gleichungen ist
die folgende(8 x 6)-Matrix:

0 —xy 0 xz xt O
0 xz Xt 0 0 —x=z
xt 0 0 —xz 0 xy
Ti[x] = _X;l. 8 0 )?t )?Z vl (41)
0 xt X« 0 —xy O
Xz 0 xy 0 xz O
0 Xz 0 Xy 0 X«

Dabei haben wir die Spalten wie folgt geordnet: zuerst komdie z-Komponenten vorE
und B, dann diey-Komponenten und zum Schlul’ dieKkomponenten. Ein biRchen Rech-
nerei liefert das zugehorige Hilbert-Polynom:

h(1+7) = 2r? +12r + 16. (42)

Damit erhalten wir nach Safz27 fiir das Cartan-Geschlécht3 und fur den Allgemein-
heitsgrade = 4. Wenn wir dies mit der Anzaht = 4 der unabhangigen bzwa. = 6
der abhangigen Variablen vergleichen, dann sehen wizdaR das Cartan-Geschlecht den
Lrichtigen* Wertd = n — 1 besitzt, aber der Allgemeinheitsgradst zu klein fur ein wohl-
bestimmtes System. Wir haben es also in der Tat mit einemb&bmmten System zu tun.
Bei den Maxwell-Gleichungen kann man leicht ausrechnef, sieh die allgemeine
Losung durchd Funktionen von3 Variablen sowie durcl2 Funktionen von2 Variablen

18 Wenn man wirklich alle Probleme mit Lésungsdarstellungen Form [2D) vermeiden will, dann wird
man SatfA7 fur di®efinition des Cartan-Geschlechts bzw. des Allgemeinheitsgradstzesnund die Ab-
leitung von SatEA7 fur die einfachen Falle, in denen distErz einer solchen Darstellung garantiert werden
kann, als Motivation dieser Definition ansehen.
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parametrisieren lafit. Diese Zahlen besitzen eine nettérinterpretation Uber ein formal
korrekt gestelltes Anfangswertproblem. Wenn wir die Diezgleichunger {¥b) jeweils
nach der-Ableitung aufldsen, dann kdnnen wir dieund diey-Komponente beider Felder
fur t = 0, die z-Komponenten aber nur filr= z = 0 vorschreiben, d.h. nicht im ganzen
Raum. Damit bestehen die Cauchy-Daten aber genau &umktionen von3 Variablen
sowie au® Funktionen vor Variablen.

Bei den inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichundén (Balegn wir mitn = m = 4
die Werted = e = 3, so dal? es sich um ein Uberbestimmtes System handelt, damdrei
der vier unbekannten Funktionen fiie= 0 vorgeben konnefi] Wieder finden wir also das
erwartete Cartan-Geschlecht= n — 1 = 3, aber einen zu niedrigen Allgemeinheitsgrad.
In der Tat ergeben die meisten Uberbestimmten Systemeeairaixis ahnliche Resultate,
da ein System schon ziemlich stark Giberbestimmt sein nmaf¥weinem kleineren Cartan-
Geschlecht zu fithreEl

Bei den Yang-Mills-Gleichungerfk8) in der Ebene gilt= m = 2 und und das zu-
gehorige Hilbert-Polynom liefed = 2 und e = 1. Damit handelt es sich also um ein
unterbestimmtes System. Hier kann man auch leicht den iibggheitsgrad auf der Basis
unserer Diskussion in Beispldl 5 erklaren. Dort haben waahen, daf? die Unterbestimmit-
heit von derU(1)-Eichsymmetrie herriihrt, die durch eine Funktid(e, ) parametrisiert
wird, unde gibt genau die Anzahl diesgEichparameter* wieder. Dieser Zusammenhang
zwischen Allgemeinheitsgrad und Eichsymmetrien wird @] @usfuhrlicher diskutiert (sie-
he auch[[3R, Sect. 8.3]). Dort wird auch gezeigt, wie man digEnisse fur die Yang-Mills-
bzw. fur die Maxwell-Gleichungen formal verkniipfen kaula letztere eine eichinvariante
Form der ersteren darstellen.

10 Zusammenfassung

Wir haben anhand einfacher Beispiele aufgezeigt, dal lggméinen Systeme von Dif-
ferentialgleichungen eine Reihe von Phanomenen aufitrdie in vielen klassischen Lehr-
buchern ignoriert werden, da diese sich rein auf wohlbeste Systeme beschranken (ohne
aber diese Einschrankung zu thematisieren). Es zeigte daf3 eine mathematisch befrie-
digende Definition der Begriffe unter- bzw. liberbestimnechhso einfach moglich ist. Ein
erstes Problem liegt darin, dal? allgemeine Systeme in dgglRanachst nicht unbedingt in
formal integrabler (oder gar involutiver) Form vorliegen,daf? zunachst eine Vervollstandi-
gung durchgefuhrt werden muf3, um alle versteckten Inbéigggsbedingungen zu finden.
Fur partielle Differentialgleichungen ist es jedoch nitivial zu beweisen, dal’ immer eine
endliche Vervollstandigung moglich ist. Wir haben hiéneeKombination aus geometri-
scher und algebraischer Theorie angerissen, die es eamigtffektive Algorithmen zu
entwickeln und deren Terminierung zu zeigen.

19 Aus formaler Sicht miissen wir die Navier-Stokes-Gleigrem eigentlich als System zweiter Ordnung
behandeln, so dafR fur ein wohlbestimmtes System segar 8 gelten mif3te. Aber selbst wenn wir den
Diffusionsterm in[[(b) weglassen — also zu den Euler-Glaigfam tibergehen —, um ein System erster Ordnung
zu erhalten, bleibt es bei détberbestimmtheit. AuBerdem kénnen wir fiir die Navienkes-Gleichungen
aufgrund ihres parabolischen Charakters nur ein formaigangswertproblem mit deZeit* z betrachten.

20 Wenn dies der Fall ist, dann hat man es meistens mit dem amwtgegetzten Extrem zu tun, namlich
einemmaximal tberbestimmteBystem mitd = 0. Man spricht hier auch vo8ystemen vom endlichen Typ
da ihr formaler Losungsraum endlich-dimensional istcBelSysteme treten vor allem bei inversen Proble-
men oder aber in differentialgeometrischen Anwendungéndausie als ein (Ehresmann-)Zusammenhang
auf einer gefaserten Mannigfaltigkeit interpretiert werdkonnen.



32

Fur verschiedene Satze muf3ten wir den starkeren Begndt involutiven Systems her-
anziehen, den wir aber hier nicht definieren konnten. Wirewohier nur erwahnen, daf3
es hierbei um weitere algebraische Eigenschaften des Sgyrmatols (insbesondere des-
sen Koszul-Homologie) geht. Wenn eine Differentialgleich R, formal integrabel, aber
noch nicht involutiv ist, dann kann man zeigen, daf3 nachiemdielen Prolongationen ei-
ne aquivalente involutive Gleichurig,, vorliegt. Etwas tiberraschend stellt sich heraus,
daf} es mittels des sogenannten Cartan-Tests leichtedfablution anstelle von formaler
Integrabilitat effektiv nachzuweisen. Von der praktisohSeite her ist Involution wichtig
fur den Beweis von Eindeutigkeitsaussagen oder die Feéenunlg formal korrekt gestellter
Anfangswertprobleme.

Begriffe wie unter- oder Uberbestimmt beziehen sich itiri@her Weise auf die GroRRe
des Ldsungsraums. Ein zweites Problem ist nun, daf? baBiffialgleichungen dieser aber
von dem betrachteten Funktionenraum und dem benutzteanggbegriff (sind auch ir-
gendwelche Formen schwacher Losungen zulassig?) gbhtdier haben wir es uns leicht
gemacht und uns auf den formalen Losungsraum zuriickgezatpssen GroRRe sich dann
auf der Basis unserer geometrisch-algebraischen TechmikeéStandardverfahren wie Hilbert-
Funktionen erfassen la3t. Dadurch konnte unsere sehmisette und unanschauliche Defi-
nition unter- bzw. iberbestimmter Systeme wieder mititiven Vorstellungen irJberein-
stimmung gebracht werden.

Wir haben hier die Frage nach einer strengen Definition ubtav. iberbestimmter Sy-
steme als Motivation benutzt, um Konzepte der formalen Tibexu erlautern. Man kann
sich Uber den praktischen Wert einer solchen Definitiohesiich streiten; dal3 es sich hier-
bei nicht nur um,Spielchen* handelt, zeigt die Tatsache, dal’ Einstein sile yahre mit
solchen Fragen beschaftigt hat. So lie’ er sich um 1930ieseBriefwechsell]2] mit
Cartan dessen Theorie involutiver Systeme erlauterngaimallerdings zu benutzen) und
entwickelte dann Mitte der finfziger Jahre in einem Anhanig [5] sein eigenes Malf3 fur die
Grof3e des formalen Losungsraums, die sogenannte SfiadeeDifferentialgleichung. Die-
se besitzt zwar nicht dieselbe Aussagekraft wie der Cartengugang, beriicksichtigt dafir
aber den Effekt von Eichsymmetrien (siehel[28] fur einerg\éch der beiden Ansatze).

Zum Abschluf® wollen wir noch betonen, daf die hier vorgistegeometrischen und
algebraischen Methoden zur Analyse von Differentialdgleimen nicht in Konkurrenz zu
den verbreiteten funktionalanalytischen Techniken stebendern diese komplementieren.
So erleichtert eine Vervollstandigung eigentlich immareenachfolgende funktionalana-
lytische Untersuchung. Z.B. konnte in_[17] gezeigt werdgal3 viele Probleme mit dem
Begriff der Elliptizitat fur nicht-normale Systeme e@wh daher riihren, dal? versteckte In-
tegrabilitatsbedingungen ignoriert werden (vgl. Anmegf2). In der Literatur werden hier
vielfach umstandliche Neudefinitionen von Elliptizitatf der Basis nicht-intrinsischer Ge-
wichte fur Gleichungen und unbekannte Funktionen bentissachlich simulieren diese
nur (teilweise) das Ergebnis einer Vervollstandigungs aher nicht immer ausreichend ist,
um den elliptischen Charakter einer Gleichung zu erkennen.
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