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Generalvoraussetzungen:

1. F(n,k) sei ein hypergeometrischer Term, d.h.
Eottd € Q(n, k), S5 € Q(n, k).

2. F(n, k) besitze einen endlichen Tréger, d.h.
die Menge Tr(n) = {k | F((n,k) # 0} sei endlich fiir alle n € N.

3. Sei S(n) = > F(n,k).

k=—o0

Ziele:
1. Bestimmung einer geschlossenen Form fiir S(n)

2. Bestimmung einer Rekursionsgleichung fiir S(n)

Beispiele:
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Definition 1 Sei F' ein hypergeometrischer Term inn und k und S eine Struk-
turmenge (S C Z2, nichtleer und endlich). Ferner sei a;; € Qn| fiir alle
(1,7) € S und a;; # 0 fiir mindestens ein (i, j) € S. Es gelte

Z a;j(n)F(n+1i,k+j)=0. (1)

(i.4)€S
Dann ist (1) eine k-freie Rekursionsgleichung (oder kurz k-freie Rekur-
sion) fiir F'.

Sei S(n) = >, F(n,k). Gilt a; € Q[n] fir alle i € {0,...,m} und a; 0 fir
k=—o00
mindestens ein i aus {0,...,m}, so ist

ial S(n+1)=0. (2)

=0

eine homogene, lineare Rekursionsgleichung fiir S(n) mit polynomialen
Koeffizienten (kurz holonome Rekursion).

Mit Hilfe des Fasenmyer-Algorithmus kann man k-freie Rekursionsgleichungen
fiir F' bestimmen.



Algorithmus 2 (Fasenmyer-Algorithmus)

1. Eingabe: ein hypergeometrischer Term F'(n, k)
eine Strukturmenge S.

2. Mache den Ansatz

> aij(n)F(n+ik+j) =0, (3)
(3,5)€S

wobei a;; rationale Funktionen in n sind.

3. Teile (3) durch F(n, k) und vereinfache die auftretenden Quotienten
F(n+i,k+j)/F(n,k). Man erhilt

Z aij(n)Rij(n, k‘) = 0, (4)

(i.9)€s
wobei R;; rationale Funktionen in n und k sind.

4. Multipliziere mit einem gemeinsamen Nenner, um die Gleichung

> aij(n)pij(n, k) =0 (5)

(.5)€S
zu bekommen, bei der p;; Polynome in n und k sind.

5. Betrachte die linke Seite der Polynomgleichung als Polynom in k (P2 (k) =
> (.5)es @ij(n)pij(n, k) nennt man das assoziierte Polynom) und verglei-
che die Koeflizienten mit 0, um ein homogenes lineares Gleichungssystem
fiir die a;;’s iiber dem Korper der rationalen Funktionen in n zu erhalten.

6. Wenn nur die triviale Losung a;; = 0 fiir alle (i,j) € S existiert, dann
gibt es keine k-freie Rekursionsgleichung fiir F' bzgl. S.
Ausgabe: ,Es existiert keine k-freie Rekursion fiir F' bzgl. S.“
Andernfalls setze die erhaltene Losung in (3) ein und multipliziere mit
einem gemeinsamen Nenner.
Ausgabe: die durch den letzten Schritt entstandene, i. allg. nicht ein-
deutige k-freie Rekursion fiir F' bzgl. der Strukturmenge S.

Beweis Da F' ein hypergeometrischer Term ist, erhélt man durch Induktion,
dass alle F'(n+1i,k+j)/F(n, k) rationale Funktionen in n und & sind. Also folgt
die Gleichung (4), die zu (3) &quivalent ist. Multiplizieren wir (4) mit einem ge-
meinsamen Nenner, so erhélt man die zu (4) dquivalente Polynomgleichung (5).
Die linke Seite der Gleichung (5) ist genau dann 0, wenn sie das Nullpolynom
in k ist, was den Koeflizientenvergleich in Schritt 5 rechtfertigt. Demzufolge be-
sitzt das daraus resultierende homogene und lineare Gleichungssystem fiir die
a;;'s iiber dem Korper der rationalen Funktionen in n genau dann eine nicht-
triviale Losung, wenn es eine k-freie Rekursionsgleichung fiir F* bzgl. S gibt. O

Sitzung 1 (Der Fasenmyer-Algorithmus)



Satz 3 Sei
3 () F(n+ik+5) =0
(i,5)€S

eine k-freie Rekursionsgleichung fir F'. Dann ist (unter den Generalvorausset-
zungen)
Z( Z aij(n))S’(n +i)=0
i jes()

eine holonome Rekursionsgleichung fir S(n) mit S(i) = {j | (i,j) € S}.

Beweis
S a(mFm+ik+s) = 0 ‘ >
(i,9)es k=—o00
S (X asmFotikt)) = 30
k=—oc0 (i,5)€S k=—o0
Z aij(n)< Z F(n—i—i,k—i—j)) = 0
(4,5)€S k=—o00
Z a;j(n)S(n+1i) = 0
(i,5)€S
Z( Z aij(n)>5(n—|-i) =0
i jeS()

Sitzung 2 (Summation iiber k-freie Rekursionsgleichungen)
Frage: Existiert zu jedem hypergeometrischen Term eine k-freie Rekursions-

gleichung?

Man kann zeigen, dass zu dem hypergeometrischen Term F(n, k) = ﬁﬂ# keine

k-freie Rekursion existieren kann. Aus diesem Grund kommen wir nun zu dem
Begriff des zuldssigen Terms.

Definition 4 Sei pp, qq € Ng. Es gelte
o PcQlnk
e a, € Z,b, € Z und ¢, € Q fir alle p € [1..pp]

o uy € Z,vg € Z und wy € Q fir alle q € [1..qq]

e 2,y Q.
Dann ist 72, T - )
— apn + +c
F(n, k) := P(n, k) =2t~ P~ Pk
qul I(ugn + vk + wy)

ein zuldssiger hypergeometrischer Term.



Sitzung 3 (Zulissige hypergeometrische Terme)

Satz 5 Sei F' ein zuldssiger hypergeometrischer Term in n und k. Dann exi-
stiert eine k-freie Rekursionsgleichung fir F und somit auch eine holonome

Rekursion fiir S(n).

Beweis Wir skizzieren die Beweisidee und betrachten dazu rechteckige Struk-
turmengen Sty = {(i,7) | 0 < i < I,0 < j < J}. Untersuchen wir das beim
Fasenmyer-Algorithmus auftretende lineare Gleichungssystem, so stellt man fol-
gendes fest:

Anzahl der Gleichungen: degk(Png )41

Anzahl der Variablen: |Sy;|

Bei gewisser Wahl von I kann man nun J hinreichend gross wéhlen, so dass

degy,(Pp'7) +1 < | S|

gilt und damit mehr Variablen als Gleichungen auftreten. Folglich besitzt das
lineare Gleichungssystem eine nicht-triviale Losung. Aus dieser Tatsache folgt
(mit Satz 3) schliesslich die Behauptung. O

Korollar 6 Wendet man den Fasenmyer-Algorithmus auf zuldssige Terme an,
so terminiert dieser Algorithmus.

In der Praxis ist der Fasenmyer-Algorithmus allerdings ineffizient, da die auf-
tretenden linearen Gleichungssysteme in der Regel sehr gross sind und CAS
dann schnell an ihre Grenzen stossen. Aus diesem Grund ist der Zeilberger-
Algorithmus [Koe98] dem Fasenmyer-Algorithmus vorzuziehen, da dieser sehr
effizient ist. M6chte man aber Rekursionsgleichungen fiir mehrfache Summen
bestimmen, so kann man nur sehr wenige Summen iterativ mit dem Zeilberger-
Algorithmus ermitteln. Mit dem Fasenmyer-Algorithmus hingegen kommt man
(theoretisch) immer zum Erfolg. An dieser Stellen méchten wir nun einige Iden-
titdten, bei denen mehrfache Summen auftreten, mit dem Fasenmyer-Algorith-
mus beweisen.

Beispiele:
LY ; (1) () 'y =~z = (w+y + 2)"
2 EE 00 =2 O
3 2T 00 () = (5
Sitzung 4 (Mehrfache Summation)

Zwei Strategien, die den Fasenmyer-Algorithmus effizienter und somit auch im
multivariaten Fall durchfiihrbar machen, werden im Folgenden kurz beschrie-
ben. Fiir eine exakte Einfithrung siehe [Weg97] oder [SprO4].



Definition 7 Sei F' ein zuldssiger Term in n und k und S eine Strukturmenge
fiir F. Dann ist S eine P-maximale Strukturmenge, wenn es keine Struk-
turmenge S' mit S C S’ gibt, fir die deg;, PL" = degy, P&, gilt.

Geht man nun von (einer moglichst kleinen) rechteckigen Strukturmenge aus,
so bestimmt man die kleinste P-maximale Strukturmenge, die die rechteckige
Strukturmenge umfasst. Die Anzahl der Gleichungen des linearen Gleichungssy-
stems verédndert sich dadurch nicht, aber man erhoht die Anzahl der Variablen.
Somit steigt auch die Wahrscheinlichkeit eine k-freie Rekursionsgleichung zu
finden.

Sitzung 5 (P-maximale Strukturmengen)

Fine weitere Effizienzsteigerung bringt eine Verallgemeinerung des Fasenmyer-
Algorithmus. Dabei miissen die Rekursionsgleichungen nicht mehr notwendig
k-frei sein, sondern die Koeffizienten kénnen noch von k abhéngen. Wenn man
diese Rekursion in eine sogenannte (nicht-triviale) Zertifikatsrekursion umwan-
deln kann, so erhélt man wiederum eine holonome Rekursion fiir die Summe

S(n).

Definition 8 Sei F' ein hypergeometrischer Term in n und k und Ay bezeichne
den Vorwdrtsoperator (Ax(f(k)) = f(k+1) — f(k)). Dann nennen wir

Y aim)F(n+ik+5)+ M| Y bi(nk)F(n+ik+j)] =0
(’i,j)ESo (i,j)eSl

eine Zertifikats-Rekursion oder Zertifikat von F. Der Hauptteil der Zer-
tifikats-Rekursion ist gegeben durch 3 ; »cq aij(n)F(n + i,k + j). Auferdem
bezeichnen wir das Zertifikat als trivial, wenn der Hauptteil des Zertifikats 0
ist, andernfalls ist die Rekursion nicht-trivial.

Hat man eine nicht-triviale Zertifikatsrekursion fiir F'(n, k) gefunden, so erhélt
man durch Summation eine holonome Rekursion. Das liegt an zwei Dingen.
Zum einen ist der Haupteil des Zertifikats k-frei und zum andern verschwindet
der Ag-Term durch Teleskopieren.

Sitzung 6 (Zertifikatsrekursionen)

Man kann nun den Fasenmyer-Algorithmus so modifizieren, dass dieser nicht-
triviale Zertifikatsrekursionen bestimmt. Die linearen Gleichungssysteme, die
bei diesem Algorithmus gelost werden miissen sind erheblich kleiner als bei
dem herkémmlichen Fasenmyer-Algorithmus, so dass der Algorithmus nicht nur
wesentlich schneller ist, sondern zudem oftmals eine Rekursion fiir S(n) mit
kleinster Ordnung bestimmt, was man auch in der letzten Sitzung sehen konnte.
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