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3 Gosper-Algorithmus

3.1 Einfiihrung in die unbestimmte Summation

In diesem Abschnitt geht es um den Gosper-Algorithmus. Ein kurzer Blick auf die
Integralrechnung zeigt interessante Parallelen zu diesem Thema auf. Der Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung sagt aus, dafl zu jeder stetigen Funk-
tion f eine Stammfunktion F' existiert, d. h. dafl

F'(z) = f(z) bzw. F(x):/f(x)dx

gilt. Man sagt dann auch, dafl F' ein unbestimmtes Integral von f ist. Mit Kenntnis
von F' ist es einfach, durch die bekannte Gleichung

/ f(z)dz = F(b) — F(a)

jedes beliebige bestimmte Integral von f auszurechnen.
Gehen wir nun von dem eigentlichen Problem aus. Wir mochten auf eine effiziente
Art und Weise die Summe

n
S
k=m
berechnen. Wenn man nun obige Tatsachen auf das Problem der Summation
iibertriagt, kann man durch Kenntnis einer Antidifferenz s, fiir gegebenes ay,
also einer Folge s; fiir die

ar = Skg+1 — Sk (1)

gilt, die Summe in dhnlicher Weise wie bei Integralen berechnen. Der Ausdruck
s soll zudem ein hypergeometrischer Term sein, d.h. es soll
L e Qi) (2)
Sk

gelten. Das Finden von sp nennt man unbestimmte Summation. Hat man ein s
mit der Eigenschaft (1) gefunden, dann gilt

D k= (Sng1 = 5n) + (8= Su1) + -+ (Sma1 = 5m) = Sug1 — S
k=m

Der Algorithmus von Gosper berechnet bei Eingabe von a;, die hypergeometrische
Antidifferenz s, sofern diese existiert. Ist dem so, dann nennt man a; Gosper-
summaeerbar. Wenn sy ein hypergeometrischer Term ist, dann ist auch a; hyper-
geometrisch, denn es gilt nach (1) und (2)

Sk+2
k41 Sk+2 = Sk+1  Sk+1 spq _ Uk (3)
- - Sk+1 -
g Sk+1 — Sk s o — 1w

Sk
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wobei u; und v, Polynome aus dem Polynomring iiber den rationalen Zahlen
sind. Diese Polynome kénnen mit dem Algorithmus 2.1 gefunden werden.
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3.2 Kurzbeschreibung des Algorithmus

Die Idee des Algorithmus von Gosper wird im folgenden beschrieben.

1. Die Eingabe besteht aus dem hypergeometrischen Term a;. Dieser Term
148t sich auch folgendermaflen schreiben: a; = pibx, wobei pi ein Polynom
und b, ein Ausdruck bestehend aus Fakultdten ist. Der Quotient by /by
ist rational und wird mit Hilfe von zwei Polynomen ¢, und r; ausgedriickt:

bk+1/bk = Qk+1/rk+1-

2. Obig beschriebene Polynome py, ¢, und r; kann man immer so wéhlen, dafl
folgende Eigenschaft erfiillt ist

ged(qr, i) =1 YV j € N. (4)
Es gilt
AR41 _ Pr+1 Qk+1' (5)
ag Pk Tk+1

3. Nun wird eine Funktion fj definiert durch

Sk4+1 Pk+1 Tk
fr = —— oder s, =—fr_1a;. (6)
k41 Tk41 Pk

Anhand der Gleichung

fp = Sk+1Pk+1  Sky1 DPkv1 1 prna
k= - T Sk42
Sk+1

Ak+1 Tk+1 Sk+2 — Sk+1 Tk+1 —1rgn

sieht man, daf} f; rational ist.

4. Gosper konnte aufgrund von (4) nun zeigen, dafl die Funktion f; ein Poly-
nom ist. Nach Definition von fj gilt

Tk+1 Tk
fkak+1 - —fk—lak.
Pr+1 Pk

ag = Skg+1 — Sk =

Multipliziert man diese Gleichung mit py/a; und verwendet (5), ergibt sich
die lineare und inhomogene Rekurrenzgleichung

ak+1 Pk
Pr = = — Tk 1Sk — TrSk-1 = Qo1 fr — TrSr1 (7)
ar  Pk+1
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5. Mit Hilfe von der Rekurrenzgleichung fiir f; kann man dann eine obere
Schranke n fiir den Grad von f; ermitteln. Man setzt nun

n

Jr= Zcz‘k’i

1=0

und erhélt durch Einsetzen von fi in (7) und Koeffizientenvergleich ein li-
neares Gleichungssystem mit den Unbekannten ¢;. Durch Losen dieses Glei-
chungssystems bekommt man f und schliefllich mit (6) auch das gesuchte
sg. Wenn der Gosper-Algorithmus kein f; findet, dann existiert auch keine
hypergeometrische Antidifferenz s von ay,.
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3.3 Beweis des Gosper-Algorithmus

Der Beweis des Algorithmus von Gosper unterteilt sich in vier Abschnitte.
Zunéchst gilt folgendes Lemma:

Lemma 3.1 Die Funktionen py, qx und ry in (5) konnen so gewdhlt werden, dafs
ged(gr, i) =1V j € N,. (8)

Beweis Setze py := 1, g := up_1 und ry := vx_1. Wenn (8) erfiillt ist, so sind
wir fertig, andernfalls existiert ein j € Ny, so dafl

ged(qr, Tryj) = gr # 1. (9)

Sei J die endliche Menge aller j € Ny fiir die (9) gilt. Fiir jedes j € Ny eliminiert
man den gemeinsamen Teiler g, indem man neue Funktionen p), ¢, und r;, wie
folgt einfiihrt

/o ! qk I Tk
Pk = PkGkgk—1" " Gk—j+1, Q@ = — und 1 =—.
Ik Jr—j

Dann gilt

/ /
Pry19ev1  Pr+19k+10k *° ° Gk—j+2 Qk+1 Jk—j+1  Pk+1 Gk+1
/ / - - .
Py Tkt1 PreIkgk—1 - Gk—j+1 Gk+1 Tk+1 Pr Tkt

Wegen (9) ist

%7 Tk'f'j) — 1

ged(q,, .. ;) = ged
(k k+]) (gk gk

Man setzt nun py, = pj., g = ¢, und rp = 7}, und aktualisiert die Menge J, die nun
mindestens ein Element (ndmlich j) weniger enthélt. Ist die Menge J nichtleer
wiederholt man obige Schritte solange, bis schlieBlich J leer und somit (8) erfiillt
ist. 0

Fiir zwei Polynome ¢, und ry ist die Zahl

disp(qk, ) = max{j € Ny | ged(qx, 76+;) # 1}

die Dispersion von q; und ri. Das Maximum der leeren Menge soll —oo sein. Die
Dispersionsmenge von g und r ist gegeben durch

J:={j € No | ged(qr, r145) # 1}
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Wie findet man nun die Dispersionsmenge von zwei Polynomen ¢ und 77

Ein einfacher Algorithmus wére der folgende:

Man berechnet die Resultante von ¢, und 7, ; beziiglich £ und erhélt dann ein
Polynom in j. Dessen nichtnegative, ganzzahlige Nullstellen sind die Elemente
der Dispersionsmenge von ¢ und 7. Besitzt ¢, den Grad n und r; den Grad m,
so besitzt das Polynom in j den Grad mn. Das Finden der nichtnegativen,
ganzzahligen Nullstellen von diesem Polynom vom Grad mn kann allerdings bei
groflen n und m sehr lange dauern, so daf§ dieser Algorithmus nicht effizient ist.
Wir wollen deshalb einen anderen Algorithmus studieren, der auf Faktorisierung
von Polynomen beruht und wesentlich schneller ist, als der eben beschriebene
Algorithmus.

Algorithmus 3.2 Algorithmus zur Bestimmung der Dispersionsmenge von zwei
Polynomen qi und ry:

1. FEingabe: qy, 1 € Q[k].
2. Faktorisiere q. und 1y tiber Q.

3. Setze J = {}. Fiir jeden Faktor sy von qx und jeden Faktor t, von ry
bestimme D := primedispersionl[s,t,k] durch folgende Schritte

(a) Wenn sich der Grad m von s von dem Grad n von t), unterscheidet,
setze D := {} und gib D zuriick.

(b) Berechne folgende Koeffizienten:
a := Coefficient[s,k,n]
:= Coefficient[s,k,n-1]
¢ := Coefficient[t,k,n]
d := Coefficient[t,k,n-1]

(c) Wenn j := "= Leine nichinegative ganze Zahl ist, setze D := {} und
gib D zuriick.

(d) Wenn cs —atyy; = 0 ist, dann setze D := {j}, sonst D := {}. Gib D

zurick.
J:=JUD.
4. Ausgabe: J.

Beweis Wir zeigen zunéchst, dafl die Dispersion von zwei irreduziblen
Polynomen ¢ und r; durch primedispersion[q,r,k] gegeben ist.
Angenommen ¢ und r; haben die Dispersion j > 0 und sind irreduzibel. Dann
gilt

ng(Qk, 7’k+j) = gr # 1.
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Da aber ¢, und 7y irreduzibel sind, unterscheiden sich g, von g, sowie g, von
Tk+; nur durch eine Einheit. Dementsprechend hat g denselben Grad n wie 74,
und es gilt (a). Folglich haben die zwei Polynome

g = ak™ +bk" T L
und

e =ck™ +dk" 4+ ...
eine Dispersion j € Ny genau dann, wenn

qu =rpyy=clk+5)"+dk+75)""+...=ck"+ (enj+ E" 1+ ... (10)

(binomische Lehrsatz). Dazu miissen aber die Koeffizienten von £"~! auf beiden
Seiten {ibereinstimmen. Also
bc — ad

b
- cnj+d oder j= . (11)
a acn

Dieses j muf nichtnegativ und ganzzahlig sein. Ist dem so, dann kann man 7,
ausrechnen und (10) tiberpriifen.

Um die gesamte Dispersionsmenge zu bekommen, wendet man die Funktion
primedispersion auf alle irreduziblen Faktoren von ¢ und 7, an und sammelt
die Dispersionen in der Menge J. U

Als néchstes ist zu zeigen, daB fy definiert durch (6) ein Polynom ist.

Lemma 3.3 Die rationale Funktion fy definiert durch (6), (7) und (8) ist ein
Polynom.

Beweis Da die Funktion fj rational ist, gilt

G
fo= 5

mit Polynomen ¢; und dj. Annahme: f; ist kein Polynom. Dann hat dj,
positiven Grad und es gilt

ged(eg, dy) =1 = ged(cg_1,dg_1). (12)
Multipliziert man die Rekurrenzgleichung (7) mit dydy_1, erhélt man
didi—1pr = didi—1(Qr1 fro — Tk frm1) = kdi—1Qr41 — Cro1dgT. (13)

Sei nun j > 0 die Dispersion von dj, mit sich selbst, dann ist j die grofite ganze
Zahl, fir die

ged(dy, dygj) = gp £ 1 (14)
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gilt. Da j maximal und dj; ein Vielfaches von g, ist, ist
ged(dy-1, ditj) = 1 = ged(di-1, gk)- (15)
Wenn man den Index k in (14) um —(j + 1) verschiebt, bekommt man
ged(di—(j+1), dk—1) = gr—(j+1) £ 1 (16)

und durch Verschiebung von & um —j in (15) und unter Beriicksichtigung der
Tatsache, daf dj_(;j41) ein Vielfaches von g;_(;1) ist, gilt

ged(dy—(j11), di) = 1 = ged(gr—(j11), di.)- (17)

Dividiert man die Gleichung (13) durch g so erhilt man

9k gk gk

dpdg 1P o Crg—1GK+1 B Cr—1dgT (18)

Anhand dieser Gleichung kann man folgendes feststellen:

gx ist teilbar durch dj wegen (14) und somit ist die linke Seite von (18) ein
Polynom. Der rechte Term der rechten Seite ist demnach auch ein Polynom.
Betrachten wir nun den linken Term der rechten Seite. Wegen (15) sind dj_4
und g relativ prim. Gleiches gilt fiir ¢, und g, denn gy ist Teiler von di und es
gilt (12). Also folgt, daB x4 teilbar ist durch g, bzw. g teilbar ist durch gx_;.
Im néchsten Schritt dividieren wir (13) durch gj_(j41) und erhalten

Jk—(j+1) Gk—(j+1) 9k—(j+1)

dpdg 1P o Crg—1GK+1 _ Cr—1dgT (19)

Anhand dieser Gleichung kann man folgendes feststellen:

Gk—(j+1) ist teilbar durch dj_, wegen (16) und somit ist die linke Seite von (19)
ein Polynom. Der linke Term der rechten Seite ist demnach auch ein Polynom.
Betrachten wir nun den rechten Term der rechten Seite. Wegen (17) sind dj und
Gk—(j+1) relativ prim. Gleiches gilt fiir ¢;_; und gi_(j41), denn gp_(j41) ist Teiler
von dj,_; und es gilt (12). Also folgt, dafl r teilbar ist durch Gk—(j+1), PZW. Thpj
teilbar ist durch gp_;.

Die Polynome g und 744, sind also beide teilbar durch g;_;. Das ist aber ein
Widerspruch zu der Bedingung (8) und demnach ist f; ein Polynom. O

Der vierte und letzte Teil des Beweises von dem Algorithmus von Gosper dient
dazu eine obere Grenze n fiir den Grad des Polynoms f; zu bekommen. Diese
obere Grenze bendtigt man, um ein allgemeines Polynom vom Grad n in die
Gleichung (7) einzusetzen und durch Koeffizientenvergleich fj zu berechnen.

Lemma 3.4 FEine obere Grenze fiir den Grad von f; ist gegeben durch den fol-
genden Algorithmus.
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1. Wenn deg(qrs1 +1%) < deg(qrqr — &), dann
deg fr = deg pr, — deg(qrs1 — %)

2. Wenn n = deg(qrr+1 + 1) > deg(qr+1 — 1), dann sei a der Koeffizient von
k™ von dem Polynom qii1 + 11, und b der Koeffizient von k™1 von dem
Polynom qy.1 — 1.

(a) Wenn —2b/a keine nichtnegative ganze Zahl ist, dann
deg fr, =degpr —n+1

(b) Wenn —2b/a nichtnegativ und ganzzahlig ist, dann
deg fr < max{—2b/a,deg pr, — n + 1}.

Beweis Wir schreiben die Gleichung (7) um, so daf

Jet fimr

Jr — fe=1
> B (20)

Pk = (Qr1 — Tk) + (Qrt1 + 7%)

Fiir jedes Polynom das von dem Nullpolynom verschieden ist, gilt

deg(fx — fr—1) = deg(fe + fr—1) — 1, (21)

da sich die hochsten Koeffizienten in f, — fi_1 wegheben, wohingegen der
hochste Koeffizient in fi + fr_1 nicht verschwindet. Der Grad von dem
Nullpolynom sei —1. Wenn deg(qx+1 + ) < deg(qgr+1 — 7%) ist, dann besitzt der
zweite Summand in (20) kleineren Grad als der erste Summand. Das liefert (1.).
Sei m der Grad von f, und f, = ck™ 4 .... Wenn

deg(qrs1 + 7x) > deg(qry1 — 7x) ist, dann gilt wegen (20)

= (b+ a%)ck”*m_l + Terme niedrigeren Grades.

Der Koeffizient von £"*™~! ist nur dann ungleich 0, wenn m # —2b/a. Das ist
der Fall, wenn —2b/a ¢ Ny, was uns (2.a) bringt. Ist —2b/a € Ny, so kénnte
auch m = —2b/a gelten, was schliefllich zu (2.b) fiihrt. O

Mit diesem Lemma endet der Beweis von dem Gosper-Algorithmus.
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3.4 Zusammenfassung des Gosper-Algorithmus

Hier ist der Gosper-Algorithmus nochmal Schritt fiir Schritt zusammengefafit:

1.
2.

6.

Die Eingabe ist ein hypergeometrischer Term a; # 0.

Algorithmus (2.1) berechnet die Polynome uy, und vy, fiir die

Ag41 Uk

Qe Vk
gilt.
Man bildet die Polynome pg, ¢, und r; geméfl Lemma 3.1.

Mit Hilfe von Lemma 3.4 berechnet man die obere Grenze m des Grades
von fr. Wenn m < 0, dann existiert keine hypergeometrische Antidifferenz
Sk-

Setze das Polynom

in die Rekurrenzgleichung

Pk = Qo1 fre — Thfr-1

fiir fi ein. Durch Koeffizientenvergleich erhélt man ein lineares Gleichungs-
sytem fiir die Unbekannten ¢; (j = 0,1,...,m), dafl man dann 16st. Exi-
stiert keine Losung, so existiert auch keine hypergeometrische Antidifferenz
Sk-

Die Ausgabe ist schlieBlich s, = ;—z fr_1as.
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3.5 Anwendungsbeispiele fiir den Gosper-Algorithmus

Beispiel 3.1 (Polynome) Jedes Polynom a;, ist Gosper-summierbar, da jedes
Polynom ay, eine polynomiale Antidifferenz s; besitzt (Beweis durch Induktion).
Angenommen, wir kiirzen keine gemeinsamen Faktoren bei dem Term a1 /ay,
dann initialisiert man bei Anwendung des Gosper-Algorithmus die Polynome py,
qr und r, mit p, = 1, qx = ax und rp = ax_1. Die Dispersionsmenge enthélt somit
die Zahl 1, so dafl pr = a, und ¢x = rp = 1 (nach Lemma 3.1) gew#hlt werden
miissen, so daf (8) gilt. Folglich entsteht die einfache Rekurrenzgleichung

ar = fx — fr-1 (22)

fiir fr und es gilt nach (6) fr = sxi1. Nach (21) folgt, dafl deg s, = deg fr =
deg aj + 1. SchliefSlich mufl man nun noch die Koeffizienten von s, bestimmen,
indem man das zugehorige lineare Gleichungssystem mit deg ay + 1 Unbekannten
16st.

Fiir Polynome gibt es allerdings schnellere Algorithmen als der Gosper-Algortihmus,
um zu einer Antidifferenz zu gelangen.

Beispiel 3.2 (Rationale Funktionen) Nicht jede rationale Funktion ist Gosper-
summierbar. Nimmt man beispielsweise den Term a, = 1/k, so beweist der
Gosper-Algorithmus, dafl keine hypergeometrische Antidifferenz existiert. Das
sieht man so ein: pp = 1, ¢ = k — 1 und r, = k erfiillen die Bedingungen
von Lemma 3.1 und nach Lemma 3.4 ist die obere Grenze des Grades von fj
gegeben durch 0. Die Rekurrenzgleichung sieht dann folgendermafien aus (mit

fe=1¢)
1=ck—ck=0,

so dafl offensichtlich keine Losung existiert. Deswegen bilden die harmonischen
Zahlen

keinen hypergeometrischen Term.

Wenn aber ein rationales aj eine rationale Antidifferenz s, besitzt, dann ist ay
Gosper-summierbar und wir kénnen s, mit Hilfe von Gosper bestimmen. Nehmen
wir zum Beispiel

11
Eok+1  k(k+1)

ap =

Offensichtlich ist s, = —1/k. Der Algorithmus von Gosper lauft so ab:
pr=1,q =k —1und r, = k + 1 lautet die Initialisierung nach Lemma 3.1 und
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ist gleichzeitig auch die endgiiltige Wahl dieser Polynome, da (8) schon erfiillt
ist. Der Fall (2b) von Lemma 3.4 bringt uns auf die Gradgrenze 1 fiir fy. Sei nun
fr = a + bk, so erhalten wir

1 = k(a+bk) — (k+1)(a+ bk —1) =b—a.

Setzen wir b = 0 (den Grad von f; wihlen wir so gering wie méglich), bekommen
wir @ = —1. Also ist fy = —1 und nach (6)

Tk 1 1
sp = —fr1ap=—(k+1)———x = ——.
k= S = = )k(k+1) k
Beispiel 3.3 (Binomialkoeffizient) Wir stellen uns jetzt die Frage, ob der
Ausdruck a := (Z) Gosper-summierbar ist. Wenn dem so ist, dann kann man
die Summe

> (1)

fiir beliebiges m einfach ausrechnen. Ausserdem kénnte man dann die binomische
Identitat

> ()

erweitern, die ein Spezialfall (n = m) von der entstehenden Formel darstellen
wiirde. Gosper bringt zunéchst

ak+1_n—k
ag _k—i—l

und pr = 1, gy = n— k+ 1 und r, = k sind die Polynome, die (8) erfiillen.
Der Fall (1) von Lemma 3.4 gibt aber —1 als obere Grenze des Grades von fj
aus. Folglich existiert kein Polynom f;, dal die Rekurrenzgleichung erfiillt und
demnach ist a; nicht Gosper-summierbar.

Nun betrachten wir die alternierende Summe mit a; = (—1)’“(2) Wir kennen
bereits die Formel (Beispiel 3.4)

die zeigt, dafl a; tatséchlich Gosper-summierbar ist. Es gilt

Cl]H_l_kf—TL

Qe k?—l—l
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und pr = 1, gy = k —n — 1 und r, = k sind die Polynome, die (8) erfiillen.
Lemma 3.4 fithrt zu der oberen Gradgrenze 0 fiir fx. Also sei fy = ¢ und die
Rekurrenzgleichung lautet dann

1= (k—n)c—kec=—nc

mit der Losung ¢ = —1/n, so da f, = —1/n. Schlieflich erhalten wir durch (6)

r k k n
Sk = p_l;fkflak == ——(-1)* <k)

n



