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Motivation zur g-Analysis

Apf(x) = f(x+ h) — f(x)

Apf(x)  f(x+h)—f(x)
AhX - h

(x) = lim Dyf (x)

th(X) =

—0—0 0 0 0 0 0 0 0

v

g-Analysis

Aqf(x) = f(x) — f(ax)

Agf(x) _ F(x) —f(gx)
Agx (1 —aq)x

fl(x) = cIyim1 D,f(x)

Dy,f(x) =

B & an @ L ]
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Notation

Generalvoraussetzungen
@ q: reelle Zahl zwischen 0 und 1
@ K: Korper der Charakteristik O
° F=K(q)
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Notation

Generalvoraussetzungen

@ q: reelle Zahl zwischen 0 und 1
@ K: Korper der Charakteristik O
° F=K(q)

g-Operatoren

@ g-Shiftoperator g4

eqf (x) := F(qx)
@ g-Differential- bzw. Hahnoperator Dq

FO)—f(0)
D fx) = { o XFO
g ’ lim D,f(t), x=0
t—0

Dy f(x) nennt man g-Ableitung von f(x).
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Elementare Definitionen

g-Hypergeometrische Terme

Einen Term f(x) nennt man g-hypergeometrisch, wenn

gqf (x)  f(ax)

TR = r(x) € F(x)

gilt. Die Funktion r(x) nennt man g-Zertifikat von f(x).
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Elementare Definitionen

g-Hypergeometrische Terme

Einen Term f(x) nennt man g-hypergeometrisch, wenn

gqf (x)  f(ax)
f(x) — f(x)

gilt. Die Funktion r(x) nennt man g-Zertifikat von f(x).

= r(x) € F(x)

g-Hypergeometrische Potenzreihen

Eine Potenzreihe ZZOZO akx® nennt man q-hypergeometrisch,
wenn der Koeffizient ax g-hypergeometrisch ist, d.h. wenn

a
D

gilt.
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Einfache & spezielle g-Funktionen
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Einfache & spezielle g-Funktionen
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q
e g-Fakultdt: [n],! = {[n]q An=dge o fg neN
1, n=20
@ g-Pochhammersymbol:
(1-a)-(1-aq)-...-(1—-ag“1), keN
(a;9) =11, k=
L k€ —N

(1-ag~1)-(1—aqg2)-..-(1—agk)’
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g-Funktionen

Einfache & spezielle g-Funktionen

@ g-basische Zahl: [n], := %’ nez
[n=1]g-...-[l,, neN
@ g-Fakultat: [n]q! = {[n]q [n ]q [ ]q n
1, h=0
@ g-Pochhammersymbol:
(1—a)-(L—aq)-...-(1—ag"!), keN
(3:9) =41, k=0
1
(1—aqg 1)-(1—aq2)-....(1-aq¥)’ k € —N
@ g-Binomialkoeffizient: [ Z ]q — %, n, k € Ny
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g-Funktionen

Verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion
Verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion:

ai, ..., ar ) = = (a1;q)k-...-(a,;q)k Xk Nk (5) 1+s—r
r¢5<b1 ----- be | 7 ) ;(bl;q)k-...-(bs;q)k (a: 9)s (( D"a )
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g-Funktionen

Verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion

Verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion:

ai, ..., ar ) = = (a1;q)k-...~(a,;q)k Xk Nk (5) 1+s—r
r¢5<b1 ----- be | 7 ) ;(bl;q)k-...-(bs;q)k (a: 9)s (( D"a )

g-Exponentialfunktionen (Askey-Scheme [KS98])

@ kleine g-Exponentialfunktion:
O o
expq (X) = 1¢o<_ ‘q;X> = G X"
k=0

@ groBe g-Exponentialfunktion:

o

— k
Expg (x) := 0¢0(_ ’q; —X> =2 (Z;(i,;kxk

k=0
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g-Funktionen

g-Trigonometrische Funktionen (Askey-Scheme [KS98])

@ kleine g-Sinusfunktion:

. 1 k
sing (x) = 2Pal) gequ( ) - Z (q(q)z)kJr1 X2
@ groBe g-Sinusfunktion:

- — Bxpg(iX)—Expg(=ix) _ (=1)kgk D okt
qu (X) 2i Z (9:0)2k+1 X




g-Holonome Funktionen
00800

g-Funktionen

g-Trigonometrische Funktionen (Askey-Scheme [KS98])

@ kleine g-Sinusfunktion:

expg(ix)—expg(—ix) _ (=1)k 5 2k+1
: 2i : Z (@D oks1 Q)2k+1

sing (x) ==

@ groBe g-Sinusfunktion:

- — Bxpg(iX)—Expg(=ix) _ (=1)kgk D okt
qu (X) 2i Z (9:0)2k+1 X

@ kleine g-Cosinusfunktion:
equ(ix)+2equ(fix) _ Z ((—l)k X2k

CoSq (X) =

@ groBe g-Cosinusfunktion:

Exp, (ix)+Exp,(—ix k k(2k 1)
Cosg (x) := 2XalP0+Expg(- i) kzo(l()qw 2k
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g-Ableitungen und g-Shifts

Beispiele von g-Ableitungen und g-Shifts

@ Potenzen:

Dyx* = [k]qu_1 und  g,x* = gFx*

Sitzung 01
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g-Ableitungen und g-Shifts

Beispiele von g-Ableitungen und g-Shifts

@ Potenzen:

Dyx* = [k]qu_1 und  g,x* = gFx*

@ g-Pochhammersymbol:

(K], 1 — xq¥
x—l(X'q)k und &4 (x; ), = 1— x

Dq (x:q)y = (X @)k
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g-Ableitungen und g-Shifts

Beispiele von g-Ableitungen und g-Shifts

@ Potenzen:

Dyx* = [k]qu_1 und  g,x* = gFx*

@ g-Pochhammersymbol:

K],

x—1

1 — xq¥

Dq (x:q), = (x; @)k und €q(x;q), = (x:9),

1—x

@ kleine g-Exponentialfunktion:

exp, (x) und ggexp, (x) = (1 —x)exp, (x)

1
Dgexp, (x) = -

Sitzung 01
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Konversionen zwischen g-Operatoren

Konversionsformeln

Es existieren folgende Zusammenhange zwischen hoheren g-
Ableitungen und hoheren g-Shifts

ePF(x) = Z( DL - ] a®)x DM 7 (x)

(1 —q)"x" 2

Dé”)f(X):i1 Z( 1)k { ] g()=(r=DkelOf ()
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g-Holonome Differentialgleichungen und Rekursionen

g-Holonome Differentialgleichung

Unter einer g-holonomen Differentialgleichung fiir eine Funktion
f(x) versteht man eine Gleichung der Form

L K
> a(x)DF(x) =0,
k=0

die linear und homogen ist und Koeffizienten ag(x) aus F[x] hat.
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g-Holonome Differentialgleichungen und Rekursionen

g-Holonome Differentialgleichung

Unter einer g-holonomen Differentialgleichung fiir eine Funktion
f(x) versteht man eine Gleichung der Form

L K
> a(x)DF(x) =0,
k=0

die linear und homogen ist und Koeffizienten ag(x) aus F[x] hat.

g-Holonome Rekursionsgleichung

Unter einer g-holonomen Rekursionsgleichung fiir eine Funktion
f(x) versteht man eine Gleichung der Form

> a(¥efF(x) =0,
k=0

die linear und homogen ist und Koeffizienten ax(x) aus F[x] hat.
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g-Holonome Funktionen

g-Holonome Funktionen

Wir nennen f(x) eine g-holonome Funktion, wenn sie eine g-
holonome Differentialgleichung (bzw. Rekursionsgleichung) erfiillt.
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g-Holonome Funktionen

g-Holonome Funktionen

Wir nennen f(x) eine g-holonome Funktion, wenn sie eine g-
holonome Differentialgleichung (bzw. Rekursionsgleichung) erfiillt.

Beispiele g-holonomer Funktionen

f(x) g-Differentialgleichung fiir f(x) (linke Seite)
X (g — 1)xDqgf (x) + (1 — g*)F(x)
(x; @)k (g — 1)(x — 1)Dgf(x) + (1 — ¢")f(x)
expg (x) (g — 1)Dqgf (x) + f(x)
Exp, (x) (g — 1)(x + 1) Dgf (x) + f(x)
sing (x) (g —1)’D2f(x) + f(x)
Sing (x) | (¢ —1)*(1 4+ x*¢*)D3f(x) + qx(q — 1)(q + 1) Dgf (x) + qf (x)
cosq (x) (g —1)’D2f(x) + f(x)
Cosq (x) | (g —1)*(1 4+ x*¢°)D3f (x) + ax(q — 1)(q + 1) Dgf (x) + qf (x)

Sitzung 02
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Algorithmen fiir g-holonome Funktionen

Algorithmen zur Bestimmung g-holonomer Differentialgleichungen

Koepf, Rajkovi¢ und Marinkovi¢ stellen in [KRMQ7] einige
Algorithmen vor, die das Ziel haben, g-Differentialgleichungen
aufzustellen.
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Algorithmen zur Bestimmung g-holonomer Differentialgleichungen

Koepf, Rajkovi¢ und Marinkovi¢ stellen in [KRMQ7] einige
Algorithmen vor, die das Ziel haben, g-Differentialgleichungen
aufzustellen.

g-Rekursionsgleichungen statt g-Differentialgleichungen

Betrachtet man an Stelle von g-Ableitungen g-Shifts, so werden
g-holonome Rekursionsgleichungen als Resultate geliefert, die
man aber leicht mittels Konversionsformeln in g-holonome
Differentialgleichungen iiberfiihren kann.

Vorteile von g-Shifts gegeniiber g-Ableitungen:




Algorithmen |
.

Algorithmen fiir g-holonome Funktionen

Algorithmen zur Bestimmung g-holonomer Differentialgleichungen

Koepf, Rajkovi¢ und Marinkovi¢ stellen in [KRMQ7] einige
Algorithmen vor, die das Ziel haben, g-Differentialgleichungen
aufzustellen.

g-Rekursionsgleichungen statt g-Differentialgleichungen

Betrachtet man an Stelle von g-Ableitungen g-Shifts, so werden
g-holonome Rekursionsgleichungen als Resultate geliefert, die
man aber leicht mittels Konversionsformeln in g-holonome
Differentialgleichungen iiberfiihren kann.

Vorteile von g-Shifts gegeniiber g-Ableitungen:
@ cinfacher zu bestimmen




Algorithmen |
.

Algorithmen fiir g-holonome Funktionen

Algorithmen zur Bestimmung g-holonomer Differentialgleichungen

Koepf, Rajkovi¢ und Marinkovi¢ stellen in [KRMQ7] einige
Algorithmen vor, die das Ziel haben, g-Differentialgleichungen
aufzustellen.

g-Rekursionsgleichungen statt g-Differentialgleichungen

Betrachtet man an Stelle von g-Ableitungen g-Shifts, so werden
g-holonome Rekursionsgleichungen als Resultate geliefert, die
man aber leicht mittels Konversionsformeln in g-holonome
Differentialgleichungen iiberfiihren kann.

Vorteile von g-Shifts gegeniiber g-Ableitungen:
@ cinfacher zu bestimmen

@ g4 (f(x)-g(x)) =e€qf(x) - €q9(x) im Gegensatz zu den
Produktregeln fiir Dy
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g-Holonome Rekursionsgleichungen

Bestimmung einer g-holonomen Rekursion fiir f(x) aus deren g-Shifts

Eingabe : Funktion f(x) und obere Schranke MAXREORDER
Ausgabe : g-Holonome Rekursionsgleichung fiir f(x) minimaler Ordnung
begin
n<1
while n < MAXREORDER do
RE « € f(x) + An1(x)elVF(x) + ... + Ac(x)F(x)
Zerlege RE in eine Summe linear unabhdngiger Terme iiber F(x).
if Anzahl der linear unabhédngigen Terme = n then
Setze die Koeffizienten der linear unabhangigen Terme Null.
L&se das resultierende lineare Gleichungssystem mit n
Gleichungen nach Ao(x), ..., An—1(x) Uber F(x).
return €7 F(x) + Ar1(X)el ™ F(x) + ... + Ao(x)F(x) = 0
end
n<n+1

end
return ,Es existiert keine g-holonome Rekursionsgleichung mit Ordnung
< MAXREORDER.*

end
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g-Holonome Rekursionsgleichungen

Bestimmung einer g-holonomen Rekursionsgleichung einer
verallgemeinerten g-hypergeometrischen Funktion

Die verallgemeinerte g-hypergeometrische Funktion

a ) . al, ..., dr
rd)s(b‘QxX)—rd)s(bl ----- bs
erfullt die g-holonome Rekursionsgleichung

((_1)s+lqr—mxsgl+s—m) (ﬁ(l _ ai£q)>

+ (=1)"(eg = Deg ™™ (_ﬁ(l - q-lbjsqo)) ,¢>s(;’j q;x) =0

der Ordnung max(r,s + 1), wobei m = min(r,s + 1) ist.

Sitzung 03
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Der Summenalgorithmus

10
11
12

Bestimmung einer g-holonomen Rekursionsgleichung, die als Losung die Summe der
Losungen zweier g-holonomer Rekursionsgleichungen besitzt

Eingabe : > ¢_o ak(x)sgf(x) = 0 der Ordnung n fiir f(x) und
> ko bk(x)ség(x) = 0 der Ordnung m fiir g(x)

Ausgabe : g-Holonome Rekursionsgleichung, die giiltig flir die Summe f(x) + g(x)
ist (mit Ordnung h&chstens n + m)

begin

for i + max(n,_ m) to n+ m do

RE + k=0 A(X)ef(F(x) + 9(x))

RE + Reduziere RE mit 1f(x) — — > -8 X gk ()

k=0 an(x)Eq
RE « Reduziere RE mit e'g(x) — — Yrog 20 ehg(x)
Setze die Koeffizienten von f(x), ..., el 1f(x) und g(x), ..., emlg(x)

von RE Null.
Lose das resultierende lineare Gleichungssystem mit n + m Gleichungen
nach Ao(x), ..., Ai(x) liber F(x).
if eine nichttriviale LOsung existiert then
‘ return Y i Ak(x)ekF(x) =0
end

end

end
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Der Produktalgorithmus

Bestimmung einer g-holonomen Rekursionsgleichung, die als Losung das Produkt der
Losungen zweier g-holonomer Rekursionsgleichungen besitzt

Eingabe : > ¢_o ak(x)sgf(x) = 0 der Ordnung n fiir f(x) und
> ko bk(x)ség(x) = 0 der Ordnung m fiir g(x)

Ausgabe : g-Holonome Rekursionsgleichung, die giiltig fiir das Produkt f(x) - g(x) ist
(mit Ordnung hochstens n - m)

1 begin

2 for i <= max(n, m) to n-m do

3 RE 4 o Ak(X)e&(F(x) - g(x))

4 RE < Reduziere RE mit €]f(x) — — > p=p ‘;:g; ekf(x)

5 RE < Reduziere RE mit e'g(x) — - iy 5:7(();)) kg(x)

6 Setze die Koeffizienten von &, f(x) - £4g(x)
(i=0,...,n—1,j=0,...,m—1) von RE Null.

7 Lose das resultierende lineare Gleichungssystem mit n - m Gleichungen
nach Ao(x), ..., Aj(x) uber F(x).

8 if eine nichttriviale Ldsung existiert then

9 ‘ return Y j_o Ak(X)ekF(x) =0

10 end

11 end

12 end
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Der g-Petkovsek-Algorithmus

g-Normalform fiir rationale Funktionen

Sei r(x) € F(x). Dann besitzt r(x) die g-Normalform

a(gx) B(x)
a(x) v(x)

r(x) =z

mit z € F, a, B,y € F[x] normiert und gewissen weiteren Eigenschaften.

| N

Idee des g-Petkovsek-Algorithmus

Sei .
Z ax(x)ebf(x) =0
k=0
eine g-holonome Rekursionsgleichung und r(x) € F(x) ein g-Zertifikat einer

. p TP — a(agx) B(x)
g-hypergeometrischen Losung. Dann gilt fir r(x) = z 200 700

B(x) | a(x) und ¥(x) | an(q'"x).

Sitzung 05
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Der g-Van-Hoeij-Algorithmus

Der Van-Hoeij-Algorithmus

In [Hoe98] entwickelte Mark Van Hoeij einen neuen Algorithmus
zur Bestimmung von hypergeometrischen Losung von holonomen

Rekursionsgleichungen.

Vorteile des Van-Hoeij-Algorithmus gegeniiber des einfachen
Petkovsek-Algorithmus:
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In [Hoe98] entwickelte Mark Van Hoeij einen neuen Algorithmus
zur Bestimmung von hypergeometrischen Losung von holonomen
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Vorteile des Van-Hoeij-Algorithmus gegeniiber des einfachen
Petkovsek-Algorithmus:

@ Hohe Effizienz
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Der Van-Hoeij-Algorithmus

In [Hoe98] entwickelte Mark Van Hoeij einen neuen Algorithmus
zur Bestimmung von hypergeometrischen Losung von holonomen

Rekursionsgleichungen.
Vorteile des Van-Hoeij-Algorithmus gegeniiber des einfachen
Petkovsek-Algorithmus:

@ Hohe Effizienz

@ Unnotige Korpererweiterungen werden vermieden
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Der g-Van-Hoeij-Algorithmus

Der Van-Hoeij-Algorithmus

In [Hoe98] entwickelte Mark Van Hoeij einen neuen Algorithmus
zur Bestimmung von hypergeometrischen Losung von holonomen
Rekursionsgleichungen.

Vorteile des Van-Hoeij-Algorithmus gegeniiber des einfachen
Petkovsek-Algorithmus:

@ Hohe Effizienz

@ Unnotige Korpererweiterungen werden vermieden

Der g-Van-Hoeij-Algorithmus

Derzeitige Entwicklung einer g-Variante des
Van-Hoeij-Algorithmus
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Konversionen zwischen g-Rekursionen

Bestimmung einer g-holonomen Rekursion fiir die Koeffizienten einer g-
hypergeometrischen Potenzreihe von f(x) aus einer g-holonomen Rekursion
von f(x)

Eingabe : Eine g-holonome Rekursion ZZ;O ak(x)sgf(x) =0 fir
fF(x) =320 X/ mit Ll € F(¢)

Ausgabe : Eine g-holonome Rekursion Y7 3(¢/)¢; = 0

begin
Bringe die gegebene Rekursion in expandierte Form.
Fiihre die formale Substitution x'eff(x) — g™ (qJ)k i durch.
return die resultierende q-holonome Rekursion fiir c;

end




Algorithmen 111
[ 1}

Konversionen zwischen g-Rekursionen

Bestimmung einer g-holonomen Rekursion fiir die Koeffizienten einer g-
hypergeometrischen Potenzreihe von f(x) aus einer g-holonomen Rekursion
von f(x)

Eingabe : Eine g-holonome Rekursion ZZ;O ak(x)sgf(x) =0 fir
fF(x) =320 X/ mit Ll € F(¢)

Ausgabe : Eine g-holonome Rekursion Y7 3(¢/)¢; = 0

1 begin

2 Bringe die gegebene Rekursion in expandierte Form.

3 Fiihre die formale Substitution x'eff(x) — g™ (qJ)k i durch.
4 return die resultierende q-holonome Rekursion fiir c;

5 end

<

Die Ordnung der g-Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten der g-
Reihenentwicklung ist beschrankt durch das Maximum der Grade der
Koeffizientenpolynome der betrachteten g-holonomen Rekursionsgleichung.
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Der g-FPS-Algorithmus

Der FPS-Algorithmus

Wolfram Koepf prasentierte im heutigen Hauptvortrag (bzw. in [Koe92])
einen Algorithmus, mit dem man zu einer holonomen Funktion die zugehorige
formale Potenzreihe (FPS - Formal Power Series) bestimmen kann.
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Der g-FPS-Algorithmus

Der FPS-Algorithmus

Wolfram Koepf prasentierte im heutigen Hauptvortrag (bzw. in [Koe92])
einen Algorithmus, mit dem man zu einer holonomen Funktion die zugehorige
formale Potenzreihe (FPS - Formal Power Series) bestimmen kann.

Bestimmung einer g-hypergeometrischen Potenzreihe fiir eine g-holonome

Funktion

B W N =

[&)]

Eingabe : Eine g-holonome Funktion f(x)

Ausgabe : Eine g-hypergeometrische Potenzreihe >~.2 akx* fur f(x)

begin
Bestimme eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir £(x).
Konvertiere diese Rekursion in eine g-holonome Rekursion fiir ak.
Bestimme die g-hypergeometrischen Losungen der letzten Rekursion mit
dem g-Petkoviek-Algorithmus (bzw. g-Van-Hoejj).
return die daraus entstehende Potenzreihe

end

Sitzung 06
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Maple-Package qFPS

Maple-Package qFPS
@ 3000 Zeilen Code

Elementare g-Funktionen werden bereits unterstiitzt

o

@ ¢-Differentiation und g-Shiftberechnung

@ Aufstellen von g-holonomen Differential- und Rekursionsgleichungen
]

Summen-, Produkt- und Kompositionsalgorithmus fiir g-holonome
Differential- und Rekursionsgleichungen
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