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Vorwort und Übersicht

Gröbnerbasen sind unbestreitbar ein Grundelement der Computeralgebra. Über
kommutativen Polynomringen sind sie sehr gut untersucht, es gibt viel Literatur
zu diesem Thema. Verläßt man aber den Bereich der kommutativen Polynomringe
und geht allgemeiner zu Ore-Algebren über, so findet man sehr viel weniger zum
Thema Gröbnerbasen. Ore-Algebren liegen dabei zwischen dem kommutativen
Polynomring und dem allgemeinen Schiefpolynomring in mehreren Variablen. Sie
entstehen auf natürliche Weise aus der Betrachtung von Operatoralgebren.

In dieser Arbeit geht es darum, Operationen und grundlegende Algorithmen für
Ore-Algebren inMathematica zu realisieren. Auf diese Weise entsteht eine Platt-
form um die speziellen Beschränkungen und Möglichkeiten dieser Algebren ins-
besondere im Zusammenhang mit Gröbnerbasen an praktischen Beispielen aus-
zuloten. Der Quellcode des Paketes ist gut kommentiert und dient als ausbaubares
Werkzeug zur Untersuchung von Algorithmen. Im Gegensatz zu den existierenden
Paketen wird dabei explizit auf die Struktur der Ore-Algebra aufgebaut.

Bei der Beschäftigung mit diesem Thema gelangt man automatisch zu den grund-
legenden Arbeiten zu Gröbnerbasen über nichtkommutativen Polynomringen von
[Mora86]. Er verallgemeinerte Gröbnerbasen auf freie nichtkommutative Poly-
nomringe.

Kandri-Rody und V. Weispfenning untersuchten 1990 in [KRW] Verallgemeine-
rungen auf Algebren, in denen bestimmte Relationen zwischen den Variablen auf-
tauchen und nannten diese Algebren “of solvable type”, was hier mit “ordnungs-
erhaltender Art” übersetzt wird.

Algebren ordnungserhaltender Art verhalten sich dabei so, daß Buchbergers Al-
gorithmus bedingungslos eine Gröbnerbasis findet. Im allgemeinen nichtkommu-
tativen Fall muß es dagegen gar keine Gröbnerbasis geben.

Dann werden Algebren ordnungserhaltender Art näher betrachtet, es werden auch
exotischere Beispiele für solche Ore-Algebren angegeben. In [ChySal] werden
zwar umfangreiche Beispiele angegeben, die aber sehr anwendungsorientiert sind.
Die Möglichkeiten werden daher dort nicht ausgeschöpft.

Als Anwendung wird der Gröbner-Walk nach [AmGlKü] mit den Mitteln der Im-
plementation realisiert. Im nichtkommutativen Fall habe ich in der Literatur kei-
nen Versuch gesehen, diese Methode zu analysieren.
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Nach der Vorstellung des Gröbner-Walk mit einem instruktiven Beispiel zeige ich
für Algebren ordnungserhaltender Art in Start- und Zielordnung, daß auf dem di-
rekten Pfad die Bedingung ordnungserhaltender Art zu sein erhalten bleibt. Damit
ist die Idee eines schrittweisen Transformierens einer Basis von der einen Ord-
nung zur anderen auch in diesem Fall denkbar.

Der Walk selbst läßt sich auch mit meiner Plattform realisieren und funktioniert
sogar in einzelnen Fällen, aber es finden sich auch Gegenbeispiele, die aufzeigen,
woran die naive Umsetzung scheitert. An einem minimalen Gegenbeispiel wird
aufgezeigt, warum die Gröbnerbasis nicht sicher gefunden wird.

Als Ausblick werden einige Ideen, den Walk für unseren Fall zu “retten” ange-
sprochen, was aber den Rahmen dieser Arbeit sprengen würde.
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1 Grundlegende Bezeichnungen

Alle auftauchenden Körper seien, wenn nichts anderes gesagt wird, im folgenden
kommutativ. Ringe seien Ringe mit Einselement.

Leider sind die Bezeichnungen der in multivariaten Polynomringen vorkommen-
den Strukturen in der Literatur keineswegs einheitlich. Insbesondere die Begriffe
“Monom” und “Term” werden je nach Literatur mit vertauschten Rollen belegt.

Sei k ein Körper.k[X1, . . . , Xm] bezeichne den kommutativen Polynomring in
denm UnbestimmtenX1, . . . , Xm.

Ein Monomsei ein Produkt von Unbestimmten, es hat also die Gestalt

m∏
i=1

Xni
i , ni ∈ IN0 .

Ein Multiindex ist einn ∈ IN0
m, mit n = (n1, . . . , nm), hiermit gelte folgende

Definition:

Xn :=
m∏
i=1

Xni
i

Ein Termsei ein ProduktαXn aus einem Körperelementα und einem Monom,
dabei heißeα derKoeffizientundXn derMonomanteildes Terms.

Ein Polynomp ∈ k[X1, . . . , Xm] ist eine endliche Summe von Termen der Gestalt

p =
∑
i∈I

αi

“Monom”︷︸︸︷
X i︸ ︷︷ ︸

”Term”

, I ⊂ IN0
m endlich, αi ∈ k∗, i ∈ I . (1)

Man kann die Koeffizienten aller Terme mit übereinstimmenden Monomanteilen
durch Anwenden von Kommutativität der Addition und Distributivität zusammen-
fassen. So ist die Gestalt (1) erreichbar.

Da die Menge der Monome linear unabhängig überk ist, ist die Darstellung (1)
bis auf die Reihenfolge der Monome eindeutig.

Hat man eine Ordnung auf der Menge der Monome definiert, kann man daher die
Darstellung eindeutig machen, indem man die Terme zudem nach dieser Ordnung
sortiert.
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Die Monome in (1) werden mitM(p) und die Terme mitT(p) bezeichnet.

Der LeittermLT (p) ist als der Term mit dem größten Monomanteil definiert, das
Leitmonom(LM (p)) als das größte auftretende Monom. Mit den Bezeichnungen
aus (1) erhalten wir also:

M(p) :=
{
X i, i ∈ I

}
LM (p) := max(M(p))

T(p) :=
{
αiX

i, X i ∈ M(p)
}

LT (p) := αiX
i, X i = LM (p) .

Für Mengen von Polynomen werden die entsprechenden Vereinigungen bezeich-
net. BeispielsweiseLT (I) := {LT (p) | p ∈ I} undT(I) :=

⋃
p∈I

T(p).

Im Falle der Ore–Algebren werden wir zwei verschiedene Arten von Unbestimm-
ten haben:

Die herkömmlichen Variablen

{X1, . . . , Xm}

und die Operatorvariablen
{D1, . . . , Dn} ,

wenn keine Mißverständnisse auftauchen können, auch kurz Operatoren genannt.

Die gesamte Menge{X1, . . . , Xm, D1, . . . , Dn} wurde bereits als die Menge der
Unbestimmten bezeichnet.
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2 Ore–Algebren und Monomordnungen

2.1 Ore–Algebra im univariaten Fall

Gegeben sei der Polynomringk[X], ein Algebrahomomorphismus

σ : k[X]−→k[X]

sowie eineσ–Derivation
δ : k[X]−→k[X] .

Dabei ist eineσ–Derivation im allgemeineren Kontext (der für die iterierten Ore–
Algebren gebraucht wird) wie folgt definiert:

Definition 2.1 Gegeben sei ein (nicht notwendig kommutativer) RingR und ein
Endomorphismusσ : R−→R. Dann heißt eine Abbildungδ : R−→R eineσ–
Derivation, wenn für aller, r′ ∈ R gilt

δ(r + r̃) = δ(r) + δ(r̃)

δ(rr̃) = σ(r)δ(r̃) + δ(r)r̃ .

In unserem Falle einerk-AlgebraR mit einemk–Algebrahomomorphismusσ
verlangen wir zudem, daßδ k–linear ist. Damit folgtδ|k ≡ 0, man sagtk liegt im
Konstantenkörper vonδ.

SeiR = k[X] und eine OperatorvariableD gegeben. Dann wird eine Ore–Algebra

O := k[X] 〈D, σ, δ〉
als der Schiefpolynomring definiert, in dem das Produkt vonD mit P ∈ k[X] von
rechts durch

DP := σ(P )D + δ(P ) , P ∈ k[X]

festgelegt und dann assoziativ und distributiv auf Polynome
r∑
i=1

PiD
i, Pi ∈ k[X]

fortgesetzt wird. Die Eigenschaften vonδ sorgen dabei dafür, daß die entstehende
Struktur vernünftig definiert ist ([GoWa], Prop. 1.10).

Klassischerweise entsprichtD dem Differentialoperator (hier istσ = id und
δ = ∂

∂X
), ein Element der zugehörigen Ore–Algebra kann dann als ein zusam-

mengesetzter Differentialoperator interpretiert werden.
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Aber etwa auch der Shiftoperator (σ : X 7→ X + 1, δ = 0) und eine ganze Reihe
anderer Operatoren lassen sich in dieser Weise in einheitlicher Form darstellen.

Dieses Konzept kann nun auf verschiedene Weisen auf den Fall mehrerer Varia-
blen und Operatoren verallgemeinert werden. Ziel ist hierbei unter anderem, Aus-
drücke mit gemischten Operatoren, etwa Differential- und Shiftoperatoren ein-
heitlichen Algorithmen zugänglich zu machen.



5

2.2 Der multivariate Fall

2.2.1 Iterierte Ore–Erweiterungen

Das Verfahren der iterierten Ore-Erweiterung wird ausführlich in [Pesch] beschrie-
ben, hier wird es nur der Vollständigkeit halber und wenig formal eingeführt.
Diese Methode, die Algebra rekursiv durch neue nichtkommutative Variablen zu
erweitern, ist allgemeiner als die im Rest der Arbeit benutzte (etwas intuitivere)
Ore-Erweiterung.

Hier wird vom Körperk ausgegangen. Die Ore-Erweiterung wird durch sukzessi-
ve Erweiterungen durch je eine neue Variable erreicht.

Satz 2.2 SeiR eine (nicht notwendig kommutative)k–Algebra,σ : R−→R ein
k-Algebrahomomorphismus,δ : R−→R eineσ-Derivation.

Dann kann man stets den SchiefpolynomringR 〈W,σ, δ〉 in der adjungierten Va-
riablenW bilden, der durch die MultiplikationWP = σ(P )W + δ(P ) , P ∈ R
festgelegt wird.

Siehe hierzu auch ([GoWa], Prop. 1.10).

Auf diese Weise können sukzessive “Schief-Variablen”〈Wi, σi, δi〉 an die bereits
konstruierten RingeRi adjungiert werden, umR 〈W1, σ1, δ1; . . . ;Wn, σn, δn〉 zu
definieren.

Dieses Verfahren erweitert das Konzept in einer Variablen und einem Operator.
Es ist auch eine Verallgemeinerung, nämlich mit

R0 = k ,

〈W0 = X, σ0 = id, δ0 = 0〉

und
〈W1 = D, σ1 = σ, δ1 = δ〉

ist k[X] 〈D, σ, δ〉 ein Spezialfall.

Allerdings ist hier kein Unterschied zwischen “Variablen” und “Operatoren” mehr
sichtbar. Zudem “leben” dieσi, δi auf ganz verschiedenen Ringen
k 〈W1, σ1, δ1; . . . ;Wi−1, σi−1, δi−1〉.
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Im Folgenden wird ein speziellerer Fall betrachtet, der eher der Vorstellung von
Operatoren auf Funktionenräumen gerecht wird.

2.2.2 Ore–Algebren über Polynomringen

Diese Verallgemeinerung des univariaten Falles lehnt sich stärker an die Vorstel-
lung von Operatoren auf Funktionen an, sie stellt einen Spezialfall der iterierten
Ore–Algebra dar.

Die hier vorgestellte Definition wird so auch in [ChySal] verwendet.

Hier trennen wir kommutative VariablenX1, . . . , Xm und “Operatorvariablen”
D1, . . . , Dn, die untereinander auch wieder kommutieren.

Die σi, δi sind hier Abbildungen

σi, δi : k[X1, . . . , Xm]−→k[X1, . . . , Xm] ,

mit Algebrahomomorphismenσi undσi–Derivationenδi.

Unsere Forderungen an die Vertauschbarkeit derD1, . . . , Dn impliziert weitere
Bedingungen an dieσi, δi in k[X1, . . . , Xm] 〈Di, σi, δi , i = 1, . . . , n〉.

Etwa die Kommutativität der Operatoren wird dadurch gewährleistet, daß dieδi
untereinander kommutieren, dieσi untereinander kommutieren und füri 6= j je-
weils δi undσj kommutieren. Dies macht aber schon die Ore–Algebra aus:

Definition 2.3 (Ore–Algebra) Seik ein Körper,k[X1, . . . , Xm] der Polynomring
in m Unbestimmten. Es seien füri = 1, . . . , n Algebrahomomorphismen und zu-
gehörige Sigma–Derivationenσi, δi : k[X1, . . . , Xm]−→k[X1, . . . , Xm] gegeben.

Dann bezeichneD = k[X1, . . . , Xm] 〈Di, σi, δi , i = 1, . . . , n〉 den zugehörigen
Schiefpolynomring überk[X1, . . . , Xm].

D heißt eineOre–Algebra, wenn

• alle k-Algebrahomomorphismenσi untereinander kommutieren,

• Alle σi–Derivationenδi untereinander kommutieren,

• σiδj = δjσi für i, j = 1, . . . , n , i 6= j.
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Die Bedingungen an dieσi, δi stellen sicher, daß inD für P ∈ k[X1, . . . , Xm] gilt
DiDjP = DjDiP , so daß man nunDiDj undDjDi identifizieren kann und die
Multiplikation in D wohldefiniert bleibt.

Multivariate Verallgemeinerungen auf Algebren, in denen Relationen zwischen
den Variablen auftauchen, untersuchten für den Fall der Algebren ordnungserhal-
tender Art Kandri-Rody und V. Weispfenning in [KRW].

Hier wird nicht zwischen zwei Arten von Variablen unterschieden, sondern von
einer gegebenen nichtkommutativen Multiplikation ausgegangen, die mit der kom-
mutativen Multiplikation auf der selben Menge in Relation gesetzt wird.

Später werden wir sehen, daß Ore–Algebren und ordnungserhaltende Algebren
eine echte Schnittmenge haben.

2.3 G–Algebren

Viktor Levandovskyy betrachtet in seiner Arbeit [Levand] viele Anwendungen für
diese Algebren und implementiert Algorithmen für diese Algebren inPlural. Da
G–Algebren sogar eine Verallgemeinerung der Ore-Algebren darstellen, sollten
sie hier auch kurz vorgestellt werden.

Eine G–AlgebraA ist ein Quotient des freien nichtkommutativen Polynomringes
k 〈x1, . . . , xn〉 nach einem zweiseitigen Ideal. Zudem müssen die Restklassen der
Monomexα1

1 . . . xαnn einek–Vektorraumbasis vonA bilden (man sagtA hat eine
Poincaré-Birkhoff-Witt Basis).

Die hier behandelten Ore–Algebren stellen einen Spezialfall von G–Algebren dar.
Um dies zu zeigen sind die sogenannten “non-degeneracy-conditions” zu testen,
in [Levand] werden diese auf die Assoziativitätxi(xjxk) = (xixj)xk zurückge-
führt. In Ore–Algebren sind aber dieσi, δi gerade so gewählt, daß diese Assozia-
tivität gilt.

Im folgenden Abschnitt wird beschrieben, wie die speziellen Eigenschaften der
Ore–Algebren für konkrete Berechnungen genutzt werden können. Dies zeigt zu-
gleich, daß es durchaus sinnvoll sein kann, sich mit den spezielleren Ore–Algebren
zu befassen.
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2.4 Ausnutzen der Restriktionen für das Rechnen in Ore–Algebren

Die Restriktionen führen dazu, daß mit einemσ die zugehörigeσ–Derivationδ
schon weitgehend festgelegt ist.

Dies läßt sich in der konkreten Berechnung ausnutzen, denn Algebrahomomor-
phismen lassen sich effizient durch Substitutionen der Erzeugenden berechnen.
Es ist also vorteilhaft, die Derivationen mit Hilfe von Algebrahomomorphismen
darzustellen.

σ(X1), . . . , σ(Xm) und δ(X1), . . . , δ(Xm) legenσ und δ bereits eindeutig fest.
Bei σ, da es sich um einenk-Algebrahomomorphismus handelt, und beiδ, indem
man zusammengesetzte Ausdrücke bei bekanntemσ mit den Derivationseigen-
schaften auflösen kann, bisδ nur noch mit einzelnen Variablen als Argument auf-
taucht. Wir werden sehen, daß oft sogar noch weniger Information reicht.

Die Rekonstruktion vonσ aus den Werten auf den Variablen ist durch den Sub-
stitutionsmechanismus inMathematica erreichbar — die Werte vonσ werden in
meiner Implementation bereits in Form solcher Regeln eingegeben.

Etwas komplizierter gestaltet sich der Fall bei der Rekonstruktion vonδ bei be-
kanntemσ. Man möchteδ als Funktion auf dem Grundring darstellen und nicht
mit jeder neuen Rechnung aufgrund der Regeln fürσ-Derivationen den gegebenen
Ausdruck umformen, bis er auf die bekannten Werte fürδ zurückgeführt ist.

Im Falle einer Unbestimmten kann man hier die bekannte Tatsache ausnutzen, daß
eineσ-Derivationδ aufk[X] nur entweder

• die Nullabbildung ist (in doppelter Hinsicht) ein Spezialfall,

• bis auf einen Faktora ∈ k[X] die formale Ableitung nach der Unbestimm-
ten ist, alsoδ = a ∂

∂X
(falls σ = id), oder

• (für σ 6= id) eine “innereσ-Derivation” ist,

also für eina ∈ k[X] die Gestaltδ (p) = a (p− σ(p)) hat.

Im Falle mehrerer Variablen gestaltet sich die Sache etwas komplizierter.

Wir werden nun eine Verallgemeinerung dieser Darstellung zeigen, die so nicht in
der Literatur zu finden war.
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Satz 2.4 SeiR = k[X1, . . . , Xm] ,m > 1,

σ : R−→R eink-Algebrahomomorphismus.

Weiter seiσ[Xi]−Xi 6= 0 für mindestens eini.

Dann istδ eine innere Derivation, und zwar die Derivation

δi : g 7→ δ(Xi)

σ(Xi)−Xi

(σ(g)− g)) .

Beweis:Wir zeigen dies durch Übereinstimmung vonδ und δi auf allen Unbe-
stimmten:

Aus δ(XiXj) = δ(XjXi) folgt:

σ(Xi)δ(Xj) + δ(Xi)Xj = σ(Xj)δ(Xi) + δ(Xj)Xi, nachδ(Xj) aufgelöst:

δ(Xj) = δ(Xi)
σ(Xi)−Xi (σ(Xj)−Xj), dies ist aber geradeδi(Xj). 2

Ist aberσ = id, so folgt

Satz 2.5 SeiR = k[X1, . . . , Xm],m ∈ IN undσ : R−→R die identische Abbil-
dung.

Dann ist jedeσ-Derivationδ eine Linearkombination der partiellen Ableitungen

∂Xi, i = 1, . . . ,m überR, und zwar:δ =
m∑
i=1

δ(Xi)
∂
∂Xi

.

Beweis:Wegen ∂
∂Xi

(Xj) = 0, i 6= j und ∂
∂Xi

(Xi) = 1 , i = 1, . . . ,m gilt(
n∑
i=1

δ(Xi)
∂

∂Xi

)
(Xl) = δ(Xl), l = 1, . . . ,m.

Als Linearkombination vonσ-Derivationen ist
m∑
i=1

δ(Xi)
∂
∂Xi

eine σ-Derivation.

Diese stimmt auf den Erzeugenden mitδ überein und ist daher gleichδ. 2

Damit läßt sich auch im multivariaten Fallδ durch den Algebrahomomorphismus
σ ausdrücken.
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Neben dieser Klassifizierung liefern die inneren Derivationenδi = id − σi zu
untereinander kommutierenden Homomorphismenσi sofort ein Beispiel, in dem
die zahlreichen Kommutativitätsbedingungen aus der Definition (2.3) einer Ore–
Algebra automatisch erfüllt sind:

Satz 2.6 SeiR einek–Algebra, und seienk–Algebrahomomorphismenσ1, σ2 mit
σ1 ◦σ2 = σ2 ◦σ1 sowie die inneren Derivationenδi := σi− idR, i = 1, 2 gegeben.

Dann gelten füri, j ∈ {1, 2} mit i 6= j die Vertauschungenσi ◦ δj = δj ◦ σi und
δi ◦ δj = δj ◦ δi.

Beweis:Dies rechnet man sofort nach:

σi ◦ δj = σi ◦ (σj − idR) = σi ◦ σj − σi = (σj − idR) ◦ σi = δjσi

und
δ1 ◦ δ2 = (σ1 − idR) ◦ (σ2 − idR) = σ1 ◦ σ2 − σ1 − σ2 + idR

Letzteres ist wegenσ1 ◦ σ2 = σ2 ◦ σ1 symmetrisch in den Indizes. 2
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2.5 Ordnungen und Monoidstruktur

2.5.1 Begriffe

Zunächst eine knappe Einführung der verwendeten Begriffe:

Eine partielle Ordnung� auf einer nichtleeren MengeΓ ist eine reflexive, anti-
symmetrische, transitive Relation.

Für Elementeγ1, γ2 ∈ Γ mit γ1 � γ2 schreiben wir wie üblich auchγ2 � γ1. Ist
zudemγ1 6= γ2 schreiben wirγ1 ≺ γ2 beziehungsweiseγ2 � γ1.

Man spricht von einer totalen Ordnung, wenn für beliebigeγ1,2 stetsγ1 ≺ γ2 oder
γ1 = γ2 oderγ2 ≺ γ1 gilt.

Ist Γ mit einer assoziativen inneren Verknüpfung◦ versehen, so heißtΓ eine Halb-
gruppe. Gibt es zusätzlich ein neutrales Element1 ∈ Γ und haben wir die Kür-
zungsregelax = ay ⇒ x = y, so sprechen wir von einemMonoid. Ist aufΓ eine
Ordnung definiert, nennen wir die Verknüpfung◦monoton, wenn ausγ1 � γ2 für
jedesγ ∈ Γ auchγ ◦ γ1 � γ ◦ γ2 folgt.

2.5.2 Noethersche Induktion

Es werden im folgenden einige bekannte Eigenschaften von Wohlordnungen ge-
zeigt und schließlich das Prinzip der Noetherschen Induktion. Dieses taucht erst
später wieder auf, passt aber hier thematisch besser. Es werden Grundlagen und
übliche Notationen wiederholt.

Es seiΓ eine nicht leere Menge und� eine partielle Ordnung aufΓ.

Definition 2.7 (Absteigende Kettenbedingung)Eine partielle Ordnung auf einer
nichtleeren MengeΓ erfüllt die Absteigende Kettenbedingung, wenn es keine un-
endliche absteigende (wir sagen auch fallende) Kette

γ1 � γ2 � . . . � γn � . . .

gibt.

Daraus folgt
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Satz 2.8 Eine partielle Ordnung auf einer MengeΓ erfüllt die Absteigende Ket-
tenbedingung genau dann, wenn jede nichtleere Teilmenge vonΓ ein minimales
Element besitzt.

Beweis:

⇒ (Indirekt) Haben wir eine nichtleere Menge ohne minimales Element, so fin-
den wir zu jedem Element dieser Menge ein kleineres. So kann man (mit dem
Auswahlaxiom) eine nicht abbrechende fallende Kette konstruieren.

⇐ Die Menge der Elemente einer absteigenden Kette hat ein minimales Element,
bei dem sie folglich abbricht. 2

Nun können wir das Prinzip der Noetherschen Induktion beweisen. Es bezeichne
zuγ ∈ Γ die Menge der kleineren Elemente

Γ|≺γ:={ψ ∈ Γ|ψ ≺ γ} .

Satz 2.9 (Noethersche Induktion)Sei� eine partielle Ordnung aufΓ und sei
die absteigende Kettenbedingung erfüllt.G sei eine Teilmenge vonΓ. Wenn für
jedesγ ∈ Γ die FolgerungΓ|≺γ ⊂ G =⇒ γ ∈ G gilt, so istG = Γ

Beweis:WäreG nicht gleichΓ, so hätteΓ\G ein minimales Elementγ, die Mi-
nimalität impliziertΓ|≺γ ⊂ G, es folgtγ ∈ G, Widerspruch. 2

2.6 Monome in Ore–Algebren

Zunächst ist zu definieren, was überhaupt unter einem Monom in einer Ore–
Algebra zu verstehen ist.

Es scheint kaum explizite Thematisierungen dieser Frage in der Literatur zu ge-
ben. Das Thema ist dennoch eine Überlegung wert.

Da Kommutativität von Variablen mit Operatoren nicht gegeben ist, kann ein rei-
nes Produkt aus Variablen und Operatoren durch die entsprechenden Relationen
(wennδ nicht verschwindet) zu einer echten Summe werden. Etwa im Polynom-
ring mit Differentialoperatork 〈X,D〉 sindXD = DX + 1 undXD− 1 = DX.
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Definiert man ein Monom einfach als reines Produkt von Unbestimmten, so kann
man einem Polynom nicht ansehen, ob es ein Monom ist.

Dieses Problem existiert ohne Vertauschungsrelationen nicht.

Dadurch wird die Untersuchung komplizierter als in dem von Mora untersuchten
Fall, in dem die Monome einfach Elemente aus der freien, nichtkommutativen
von den Unbestimmten erzeugten Gruppe sind, also endlicheWörter über dem
Alphabet bestehend aus den Unbestimmten.

Betrachten wir nun die MengeW der Wörter in den Unbestimmten

{X1, . . . , Xm, D1, . . . , Dn}

einer Ore–AlgebraD = k[X1, . . . , Xm] 〈Di, σi, δi , i = 1, . . . , n〉. Man kann ein
Wort auch als Produkt in der Ore–Algebra auffassen. Dabei ist die Abbildung

W → D, w1 . . . wr 7→
r∏
i=1

wi im Allgemeinen weder injektiv noch surjektiv.

Wir sagen ein Wortw1 . . . wr hat einen “Fehlstand” beii, 1 ≤ i < r, wenn
wi ∈ {D1, . . . , Dn} undwi+1 ∈ {X1, . . . , Xm}. Wenn ein Fehlstand im Wort
w existiert, können wirimaximal wählen, also den letzten auftretenden Fehlstand
betrachten.

Das Wort hat dann die Gestaltw = w1 . . . wi−1DkXlwi+2 . . . wr.

Dabei folgt auf den letzten Fehlstand notwendig eine nicht leere Sequenz von
Variablen, nach der höchstens Operatoren auftauchen. Ansonsten hätte man noch
einen größeren Fehlstand im Widerspruch zur Maximalität voni.

Unserw ∈ D ist mit der VertauschungsrelationDkXl = σk(Xl)Dk + δk(Xl)
gleich

w = w1 . . . wi−1σk(Xl)Dkwi+2 . . . wr + w1 . . . wi−1δk(Xl)wi+2 . . . wr.

Wir tun so, als wäreσ(Xl) ein Monom, in Allgemeinen handelt es sich um ein
Polynom, das in eine Linearkombination von Monomen aufzuspalten ist, auf die
die folgenden Überlegungen anzuwenden sind. Gleiches gilt fürδ.

Wir verlassen dabei den Bereich der Worte mit Buchstaben ausW und betrach-
tenk–Linearkombination solcher Worte (frei-nichtkommutative Polynome in den
Unbestimmten).
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Im ersten Summanden ist entweder die Anzahl der Operatorvariablen nach dem
letzten Fehlstand größer geworden oder (fallswi+2 eine Variable ist) gleich ge-
blieben, aber die Anzahl der Variablen nach dem letzten Fehlstand ist vermindert.
Spätestens, wenn diese Anzahl Null geworden ist und noch ein Fehlstand existiert,
wird also die Anzahl der Operatorvariablen nach dem letzten Fehlstand größer.
Dies kann nur endlich oft geschehen.

Im zweiten Summanden ist die Anzahl der Operatorvariablen um eins kleiner ge-
worden. Dies kann offenbar nur endlich oft geschehen, da wir nur Wörter endli-
cher Länge haben.

Durch sukzessives Anwenden der Vertauschungsrelation auf alle Summanden wer-
den daher schließlich alle Fehlstände aufgelöst. Dann ist für jedes auftauchende
Monom eine Normalform ohne Fehlstände erreicht (im Grunde genommen haben
wir das hier mit noetherscher Induktion gezeigt).

Zwischenzeitlich ist dabei allerdings ein exponentielles Anschwellen der Anzahl
der Summanden möglich.

Auf diese Weise können wir nun Monome einer Ore–Algebra definieren als Ele-
mente vonD, die, in Normalform gebracht, im herkömmlichen Sinne Monome
sind:

Definition 2.10 (Monom) Ein Elementp einer Ore–Algebra

k[X1, . . . , Xm] 〈Di, σi, δi , i = 1, . . . , n〉 heißtMonom, wenn es eine Darstellung

p =
m∏
i=1

Xαi
i

n∏
j=1

D
βj
j , α1, . . . , αm, β1, . . . , βn ∈ IN0

hat.

Bemerkung 2.11 Zu einer Ore–AlgebraO bezeichneM(O) die Menge der Mo-
nome inO.

Die Frage, ob ein Element einer Ore–Algebra ein Monom ist, ist berechenbar, da
wir auch die Normalform berechnen können.

Bemerkung 2.12 Die Monom-Eigenschaft wie hier definiert ist unabhängig von
der Ordnung!



15

Dabei ist a priori durchaus eine Normalform der Darstellung denkbar, die von der
jeweiligen Ordnung abhängig ist, indem die Potenzen der Unbestimmten nach der
gegebenen Monomdnung sortiert sein sollen. Beispielsweise wäre in der Diffe-
rentialalgebrak[X] 〈D〉 das PolynomDX3 für die lexikografische Ordnung mit
D > X in Normalform, ist aberD lexikografisch kleiner alsX, sollte die Form
X3D + 3X2 “normal” sein. In dieser “ordnungstreuen Normalform” wäre also
DX3 kein Monom mehr.

Das später folgende Beispiel 2.13 zeigt eine Ordnung, in der die Ungleichungsket-
teX2 > D > X gilt, wodurch in beiden DarstellungenX3D = X2DX+2X2 die
Potenzen sortiert sind: man könnte ohne weitergehende Definitionen nicht wirk-
lich von einer Normalform reden.

Ein noch unangenehmeres Beispiel istk[X] 〈Q, σ : X 7→ X2, δ ≡ 0〉, mit X2 >
Q > X. Hier kommt man auch, wenn man das Sammeln von Potenzen vor-
schreibt, wegenQX = X2Q zu einer Mehrdeutigkeit. In diesem Beispiel istσ
nicht surjektiv — damit können wir zum Beispiel das ElementXQ auf keinen
Fall in die FormQP (X) bringen mitP (X) ∈ k[X].

2.7 Monomordnungen

Auf der Menge der Monome kann man auf verschiedene Weisen Ordnungen defi-
nieren. Im kommutativen Fall verlangt man natürlich Verträglichkeit der Ordnung
mit der Multiplikation im Sinne der Monotonie und, daß das Einselement mini-
mal ist. Für Monomem1,m2,m besagt die Monotonie, daßm1 < m2 ⇒ mm1 <
mm2. Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist< eine zulässige Monomordnung.

2.7.1 Zulässige Monomordnungen im kommutativen Fall

Im kommutativen Fallk[X1, . . . , Xm] können wir MonomeX ι mit den Multi-
indizes im Exponenten, also Elementen ausIN0

m, identifizieren. Das Produkt zwei-
er Monome ist stets wieder ein Monom, und wir haben die Zuordnung:

log : M(k[X1, . . . , Xm])→ IN0
m, X i 7→ i, i ∈ IN0 .

Diese Abbildung ist bijektiv und ein Homomorphismus von Monoiden (bei dem
Multiplikation in Addition übergeht).
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In diesem Fall werden zulässige Ordnungen stets durch den Positivbereich ge-
geben, der durch Auswertung einer geeigneten reellen Linearform definiert wird.
Dies zeigte V. Weispfenning in [WPF] 1987.

Wichtiger für die Anwendung der Computeralgebra dürfte die Tatsache sein, daß
hier jede zulässige Ordnung aufIN0

m durch Transformation mittels einer reellen
m × m–Matrix vom Rangm in die lexikografische Ordnung aufIRm überführt
werden kann, siehe [AmGlKü], p. 182. Wir werden gleich einige Beispiele für
Matrixordnungen sehen.

Es ergibt sich, daß jede Monomordnung eine Verfeinerung einer durch eine Line-
arform aufIN0

m gegebenen Halbordnung der Gestalt

X <ω Y :⇔ 〈logX,ω〉 < 〈log Y, ω〉 , ω ∈ IRm

ist (dabei sei〈·, ·〉 das kanonische Skalarprodukt).

Die Linearformen entsprechen Punktenω ∈ IRm. So wird es möglich, Klassen
von Ordnungen mit linearer Algebra zu untersuchen. Ein Beispiel ist der soge-
nannte Gröbner-Fan eines IdealesI, eine Klasseneinteilung desIRm. Bezüglich
einer Ordnung hatI eine reduzierte GröbnerbasisG. Die Klasse dieser Ordnung
ist dann die Menge der Ordnungen, bezüglich dererI dieselbe reduzierte Gröb-
nerbasisG hat (siehe hierzu [MoRo]).

Leider scheitert eine einfache Übertragung der Erkenntnisse aus dem Kommu-
tativen bereits an der Abgeschlossenheit der Menge der Monome bezüglich der
Multiplikation.

2.8 Matrixordnungen

Auf reellenn-Tupeln(a1, . . . , an) können wir die lexikographische Ordnung de-
finieren durch a1

...
an

 <lex

 b1

...
bn

⇔ ∃m | aj = bj, j = 1, . . . ,m− 1 , am < bm
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Haben wir eine reguläre MatrixM ∈ IRn×n gegeben, so erhalten wir eine neue
Ordnung<M auf IRn vermöge a1

...
an

 <M

 b1

...
bn

⇔M

 a1

...
an

 <lex M

 b1

...
bn

 .

Diese Ordnung heißt dann die Matrixordnung aufIRn bezüglichM .

Die Matrix M kann a priori eine beliebiger × n-Matrix vom Rangn sein. Um
eine totale Ordnung zu erzeugen muß die Matrixmultiplikation injektiv sein, es
folgt alsor ≥ n.

Man kann sukzessive ausM jeweils die letzte von den vorherigen linear abhän-

gige Zeile streichen, da die korrespondierende Komponente im VektorM

 b1

...
bn


offenbar keine entscheidende Rolle spielen kann.

So erhält man stets eine reguläre quadratische Matrix, die dieselbe Matrixordnung
definiert.

Offenbar definiert dieselbe MatrixM auf lQn und ZZn die entsprechenden Ein-
schränkungen von<M .

Im generischen Fall, wenn die Einträge der ersten Zeile algebraisch unabhängig
über lQ sind, legt die erste Zeile vonM die Ordnung auf lQn schon vollständig
fest. Dann definiert schon die durch die erste Zeile gegebene Liniearform die ein-
geschränkten Ordnungen vollständig.

Das bedeutet aber für unsere Zwecke keine Entwarnung. Die folgenden Beispiele
zeigen, daß die real vorkommenden Matrizen praktisch immer überlQ oder garZZ
definiert sind. Erspart bleiben uns dadurch die Probleme mit der Darstellung von
reellen Zahlen.

Für den kommutativen Fall wird in [Robb] gezeigt, daß jede Monomordnung
durch eine reelle Matrix darstellbar ist. Dort wird eine vollständige Klassifizie-
rung der Ordnungen gegeben. Das Resultat ist, daß die darstellende MatrixM
einer Ordnung in der Regel weniger alsn Zeilen haben muß. In diesem Falle
kann man die nötigen Zeilen durch beliebige Zeilen zu einer quadratischen Ma-
trix ergänzen. Ordnungen, für dieM regulär sein muß, heißen bei [Robb] von
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lexikografischem Typ.

Alle folgenden Beispiele sind von diesem Typ. Aufgrund des Problems transzen-
dente Zahlen im Computer zu realisieren dürften die anderen Ordnungen auch
schwerer zu behandeln sein.

Um für Monome mitnUnbestimmten eine Matrixordnung zu definieren muß eine
Reihenfolge der Variablen festgelegt sein. Ändert man diese Anordnung, so ist
klar, daß die Monomordnung eine Matrixordnung bleibt. Die zugehörige Matrix
multipliziert sich mit einer entsprechenden Permutationsmatrix1.

Ist die Reihenfolge der Unbestimmen klar, so nennen wir die einer MatrixM
zugeordnete MonomordnungOrd (M).

2.8.1 Beispiele für Matrixordnungen

Zunächst eine Matrixordnung auf den Monomen vonlQ[X1, X2], in derX1 <
X2 < X2

1 gilt:

Beispiel 2.13 In der Matrixordnung zuM =

(
2 3
0 1

)
auf lQ[X1, X2] gilt die

UngleichungsketteX1 < X2 < X2
1 .

Man rechnet sofort nach:

M log(X1) =

(
2
0

)
,M log(X2) =

(
3
1

)
,M log(X2

1 ) =

(
4
0

)
.

Nach Definition der Matrixordnung gilt die behauptete Ungleichungskette.2

Als Beispiele gebe ich die zugehörigen Matrizen für einige klassische Monom-
ordnungen aufk[X1, . . . , Xn] an, und zwar für die lexikografische, die gradlexi-
kografische und die inverse gradlexikografische Monomordnung:

lex: Hier ist trivialerweiseM die Einheitsmatrix.

glex: Hier entscheidet als erstes die Summe der Exponenten:
1Auf die Weise sind die Ordnungen im Grundpakete zum Rechnen mit Ore–Algebren intern

realisiert.



19

M =


1 1 1 . . . 1
1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...
. . .

. . .
. . .

...
0 0 . . . 1 0


invglex: Hier entscheidet zunächst wieder die Summe der Exponenten.

Ist diese Summe gleich, so gewinnt der Term, bei dem der erste verschiede-
ne Exponentvon rechts her(daher invers)kleiner ist:

M =


1 1 1 . . . 1
0 · · · 0 0 −1
0 · · · 0 −1 0
... . .

.
. .
.
. .
. ...

0 −1 0 . . . 0


Dabei könnte man die negativen Einträge beseitigen, indem man die erste
Zeile auf alle folgenden aufaddiert.

2.8.2 Zulässige Monomordnungen für Ore–Algebren

Gegeben sei die Ore–AlgebraD = k[X1, . . . , Xm] 〈Di, σi, δi , i = 1, . . . , n〉 mit
δ = (δ1, . . . , δn) undσ = (σ1, . . . , σn).

Auf der Menge der Monome inD sei eine Ordnungsrelation gegeben.

Ein Produkt von Monomen muß kein Monom mehr sein. Um dennoch eine Mo-
notonieaussage zu formulieren, werden in diesem Fall nur die Leitmonome ver-
glichen:p <l q steht also abkürzend fürLM (p) ≺ LM (q).

Definition 2.14 (Zulässige Monomordnung)Eine Monomordnung auf der Ore–
AlgebraD heiße zulässig , wenn fürP,Q ∈ M(D) ;R,R′ ∈ D gilt:

P ≺ Q⇒ RPR′ <l RQR
′;R,R′ ∈ D \ {0} .

Die Zulässigkeit braucht man nur für Monome zu prüfen:

Lemma 2.15 Eine Ordnung ist zulässig, wenn für alleP,Q ∈ M(D) , P ≺ Q,
und alleR,R′ ∈ M(D) folgtRPR′ <l RQR

′ .
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Beweis:Zu folgern ist aus der Prämisse im Lemma:

sindP,Q ∈ M(D) , P ≺ Q undS, S ′ ∈ D, so giltLM (SPS ′) ≺ LM (SQS ′).

Zunächst gilt fürT, U ∈ D: LM (TU) = LM (LM (T ) · LM (U)). Denn für be-
liebige TermeTi ausT undUj ausU gilt mit unserer Prämisse:

LM (TiUj) � LM (LM (T )Uj) � LM (LM (T ) LM (U)) . (2)

Folglich kannLM (TU) höchstens kleiner sein alsLM (LM (T ) LM (U)), wenn
sich das MonomLM (LM (T ) LM (U)) weghebt. Das kann aber nicht geschehen,
denn wir haben eine Wohlordnung auf den Termen, so daß bei allen PaarenTi, Uj
in (2) die nicht mitLM (T ) ,LM (U) übereinstimmen nach unserer Prämisse an
einer Stelle die echte Ungleichung steht! Es folgt dann fürT, U, V ∈ D:

LM (TUV ) = LM (LM (T ) LM (U) LM (V )) ,

Damit ist die Situation auf den Monomfall zurückgeführt! 2

2.8.3 Restriktionen für zulässige Ordnungen

Aus den Bedingungen an eine zulässige Ordnung ergeben sich Konsequenzen für
σ undδ.

Hat man etwa als Koeffizientenringk[X], einen kommutativen OperatorD1 und
einen OperatorD2 mit der VertauschungsregelD2X = X2D2, (alsoσ(X) =
X2, δ(X) = 0), so kann die Monomordnung nicht lexikographisch mitX > D1 >
D2 sein.

Denn aufgrund der lexikografischen Ordnung wäre dannX2D2 > XD1. Mit den
Vertauschungsregeln folgteD2X > D1X. Zugleich ist aberD2 < D1. Ordnung
und Multiplikation sind in diesem Falle also nicht verträglich.

In [KRW] wird dieser Fall schlicht durch die zusätzliche Forderung an das Produkt
von zwei UnbestimmtenWi,Wj aus dem Schiefpolynomringk 〈W1, . . . ,Wn〉

j > i : WjWi = cij︸︷︷︸
∈k∗

WiWj + kleinere Terme

verhindert, diese Eigenschaft heißt dort “of solvable type”. In (2.9) werden diese
Algebren unter der Bezeichnung “ordnungserhaltender Art” vorgestellt. Algebren
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ordnungserhaltender Art erfassen also nicht alle möglichen Ore–Algebren mit zu-
lässigen Ordnungen.

Für die lexikographische Monomordnung mitD1 > D2 > X ergeben sich im obi-
gen Beispiel allerdings keine Probleme und wir haben eine bezüglich< zulässige
Algebra.

Ein weiteres, noch einfacheres Beispiel für eine Ore–Algebra, die für viele Ord-
nungen nicht zulässig ist:

k[X]
〈
Q, σ : X 7→ X2, δ = 0

〉
,

Hier folgt für eine gegebene Monomordnung ganz allgemein fürn ∈ IN :

1 < Q
=⇒ X2n · 1 < X2n ·Q
=⇒ Xn ·Xn < Q ·Xn

=⇒ Xn < Q,

Es bleibt hier also nur die lexikografische Ordnung mitX < Q als zulässige
Monomordnung.

Im Mathematica Paket zu Ore–Algebren habe ich als voreingestellte Ordnung die
lexikografische gewählt, wobei die Operatoren alle Variablen dominieren.

Man könnte meinen, daß (alleσi 6= 0 vorausgesetzt), sich eine Relationp < q
durch Linksmultiplizieren mitDi nicht verändert, da sich (nachdem man die Aus-
drücke in kanonische Form gebracht hat, an der (die Ordnung dominierenden)
Operatorkonstellation nichts ändert, und bei gleicher Operatorkonstellation so-
wohl links als auch rechts des Ungleichungszeichens die Operatoren auf die glei-
che Weise wirken. Letzteres ist leider ein Trugschluß.

Es kannσi auf mehrere Variablen zugleich wirken, wodurch ein Operator sehr
wohl eine Ungleichung zwischen Monomen in Variablen ändern kann. Ein gera-
dezu universelles Gegenbeispiel ist:

k[X,Y ] 〈S, (σ : X 7→ Y, Y 7→ X); δ = 0〉 ,
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auf dem es gar keine zulässige Ordnung geben kann wegen

X < Y

⇐⇒ S ·X < S · Y
⇐⇒ Y · S < X · S
⇐⇒ Y < X.

Es gibt noch eine Fülle weiterer Ordnungen, die oft der lexikografischen überlegen
sind. Es wäre schön, wenn sich die Überprüfung auf Zulässigkeit automatisieren
ließe. Dies führt zu zwei Fragestellungen:

Sindδ,σ gegeben, welche Kriterien muß eine Ordnung erfüllen, damit sie zu der
Ore–Algebra paßt, und welche Kriterien stellt umgekehrt eine gegebene Monom-
ordnung an dieσi undδi?

2.8.4 Ein Kriterium an die Monomordnung

Folgendes Kriterium läßt sich relativ leicht überprüfen:

D = k[X1, . . . , Xm] 〈Di, σi, δi , i = 1, . . . , n〉 und eine Relation “<” auf D seien
gegeben.

Für eine einheitliche Schreibweise von Monomen seir = m + n und wir setzen
W1 = X1, . . . ,Wm = Xm,Wm+1 = D1, . . . ,Wr = Dn. Hiermit hat nun jedes

Monomw eine eindeutige Darstellungw =
r∏
i=1

W ni
i . Die Relation< nennen wir

monoton in den Exponenten, wenn es das Potenzieren mit MultiindizesIN0
r 3

η 7→ W η mit der kanonischen partiellen Ordnung ist:

η < µ⇒ W η < W µ .

Eine Ordnung auf der Basis heiße zulässig, wenn für alle erzeugenden Monome
Wi,j, w ∈ {X1, . . . , Xm, D1, . . . , Dn} gilt:

Wi < Wj ⇔ wWi <l wWj

Wi < Wj ⇔ Wiw <l Wjw.

Bemerkung 2.16 Aus der Zulässigkeit einer Ordnung< folgt die Monotonie in
den Exponenten und Zulässigkeit auf der Basis.
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Beweis:Zulässigkeit auf der Basis ist trivial. Die Monotonie in den Exponenten
ergibt sich, da Linksmultiplizieren mit einer Variablen oder Rechtsmultiplizie-
ren mit einer Operatorvariablen ein Monom vergrößern und einW β durch solche
Multiplikationen ausWα mit α < β ∈ IN0

r hervorgeht. 2

Interessanter wäre die Umkehrung, daß eine auf der Basis zulässige Monomord-
nung schon zulässig ist. Dies ist leider falsch. Ein Gegenbeispiel liefert wieder die
Algebra:

lQ = k[X]
〈
Q, σ : X 7→ X2, δ ≡ 0

〉
mit QX = X2Q, die wir schon kennen.

Betrachten wir eine Ordnung, in derX das Gewicht 1 undQ das Gewicht 3 hat,

etwa die Matrixordnung

(
1 3
0 1

)
.

WegenX ≺ Q (1 < 3) undQX = X2Q ≺ Q2 (2 + 3 < 2 ∗ 3) sowieX2 ≺ XQ
(2 < 1 + 3) ist die Ordnung auf der Basis zulässig.

Trotzdem ist diese Ordnung nicht zulässig, denn es giltX2 ≺ Q (2 < 3) aber
QX2 = X4Q 6≺ Q2 (7 > 6).

Es ist also im Allgemeinen nicht so leicht, die Zulässigkeit einer Monomordnung
festzustellen.

2.9 Algebren ordnungserhaltender Art

Algebren ordnungserhaltender Art werden in ([KRW]) wie folgt eingeführt:

Gegeben sei zu einem Körperk der kommutative PolynomringR = k[z1, . . . zr]
mit der herkömmlichen, kommutativen Multiplikation “·”.

Die MengeR sei eine nicht notwendig kommutativek–Algebra vermöge einer
weiteren Multiplikation “∗”.

Die Monome ausR seien mit einer Monomordnung≺ versehen, die bezüglich
“∗” zulässig ist.

Für allef, g ∈ R gebe es einα ∈ k∗ mit f ∗ g − αf · g < f · g.

Anschaulich entstehen also bei der Multiplikation “∗” (im Vergleich zur kommu-
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tativen) nur “Störterme” niedrigerer Ordnung.

Dies wird in ([KRW]) auf wenige Axiome zurückgeführt:

Definition 2.17 (Algebra ordnungserhaltender Art) Seik ein Körper,
R = k[z1, . . . zr], “<” eine zulässige Monomordnung und∗ : R × R → R
eine binäre Operation aufR. Dann heißt(R, ∗) Algebra ordnungserhaltender Art,
wenn folgende Axiome erfüllt sind:

1. (R, 0, 1,+,−, ∗) ist ein assoziativer Ring mit 1.

2. für alle a, b ∈ k, 1 ≤ h ≤ i ≤ j ≤ k ≤ r, t ∈ T(k[z1, . . . , zj]) gelten:

(a) a ∗ bt = (bt) ∗ a = abt,

(b) zh ∗ (bt) = bzht,

(c) bt ∗ zk = btzk,

3. Für alle 1 ≤ i ≤ j ≤ r gibt es eincij ∈ k∗ und einpij ∈ R mit zj ∗ zi =
cijzizj + pij,LT (pij) < zizj.

Satz 2.18SeiR = (k[z1, . . . , zr], ∗,≺) ein Ring ordnungserhaltender Art und
f, g ∈ R. Dann gelten

1. LM (f ∗ g) = LM (f) LM (g)

2. LM (f ∗ g) = LM (g ∗ f) = LM (fg)

3. für h ∈ R und LM (f) ≺ LM (g) folgenLM (f ∗ h) ≺ LM (g ∗ h) und
LM (h ∗ f) ≺ LM (h ∗ g)

Beweis:[KRW], p 4, Lemma 1.5 2

Wegen Eigenschaft 3 wurde für “of solvable type” die Übersetzung “ordnungser-
haltender Art” gewählt.
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2.9.1 Beispiele für Ore–Algebren ordnungserhaltender Art

Wenden wir uns wieder dem Setting einer Ore–Algebra zu.

Sei alsoD = k[X1, . . . , Xm] 〈Di, σi, δi , i = 1, . . . , n〉 mit δ = (δ1, . . . , δn) und
σ = (σ1, . . . , σn) gegeben.

Mit den Setzungenzi := Xi, i = 1, . . . ,m und zm + j := Dj in (2.17) sind die
ersten beiden Axiome automatisch erfüllt.

Die dritte Bedingung ergibt weitere Restriktionen für dieσi, δi, i = 1, . . . , n.

Dennoch gibt es noch reichlich Ore–Algebren ordnungserhaltender Art.

Etwa die Weyl–Algebra mitσi = id und δi(P ) := ∂
∂i
P erfüllt bezüglich jeder

Monomordnung, in der dieDi dominieren, die gegebenen Bedingungen.

Auch Mischformen sind hier möglich, zum Beispiel aus Differential- und Shift-
operator:

D = k[X,n]

〈
D, id,

∂

∂X
;S : n 7→ n+ 1, δ = 0

〉
Solche Algebren tauchen zum Beispiel auf, wenn man eine diskrete Variablen
shiftet und nach einer kontinuierlichen Variablen differenziert.

Es sind auch bizarrere Beispiele denkbar, für die man sich wahrscheinlich erst
eine Anwendung ausdenken müßte:

D = k[X1, X2] 〈D1;D2〉 , X1 ≺ X2 ≺ D1 ≺ D2

mit lexikografischer Monomordnung und folgendenσ, δ

σ1 :

{
X1 7→ X1 +X2

2

X2 7→ X2

, δ1(P ) = σ1(P )− P

σ2 :

{
X1 7→ X1 −X2

X2 7→ X2

, δ2(P ) = σ2(P )− P

Die σi sind Substitutionshomomorphismen, man rechnet sofort nach, daß dieσi
kommutieren:

σ1 ◦ σ2(X1) = σ2 ◦ σ1(X1) = X1 +X2
2 −X2

σ1 ◦ σ2(X2) = σ2 ◦ σ1(X2) = X2 ,
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Nach (2.6) erhalten wir mit den inneren Derivationenδi = σi− id ein Beispiel für
eine Ore–Algebra, obendrein gelten

D1X1 = X1D1 +X2
2D1 +X1 +X2

2 −X1 = X1D1 +

≺∗X1D1︷ ︸︸ ︷
X2

2D1 +X2
2

D1X2 = X2D1

D2X1 = X1D2 −X2D2 +X1 −X2 −X1 = X1D2 +

≺∗X1D2︷ ︸︸ ︷
(−X2D2 −X2)

D2X2 = X2D2

womit wir ein Beispiel einer Algebra ordnungserhaltender Art gefunden haben.
Offensichtlich ist hier die Ordnung wesentlich!
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3 Die Implementationen inMathematica

Ein großer Teil dieser Arbeit besteht aus einer Implementation der Grundopera-
tionen in Ore–Algebren inMathematica.

Ziel war es, ein Grundpaket mit den grundlegenden Operationen Addition, Multi-
plikation, Zugriffen auf Strukturen etc. und ein erweitertes Paket mit Algorithmen
zu realisieren.

Im folgenden werde ich die Struktur der Pakete vorstellen. Wer wirklich jede Fein-
heit sehen will, sei auf den Anhang verwiesen. Dort findet sich auch eine Aufli-
stung aller Befehle.

Die folgenden Abschnitte stellen also einen Kompromiß aus detaillierter Aufli-
stung und allgemeiner gehaltener Beschreibung dar.

Beim Arbeiten mit den implementierten Paketen wird im Laufe einer Sitzung die
Struktur der Algebra aufgebaut. Es können auch im Verlauf zusätzliche Operato-
ren definiert und die gegebene Termordnung verändert werden.

Das Vorgehen ist dabei recht intuitiv. Typischerweise werden nach dem Laden des
Paketes einige Operatorobjekte erzeugt, zugewiesen und dabei die zugehörigen
Variablen erklärt. Anschließend werden mit den Grundoperationen Ausdrücke der
Ore–Algebra definiert und Variablen zugewiesen, mit denen gerechnet wird.

Für das Grundpaket ist die Eigenschaft ordnungserhaltend zu sein unwichtig, sie
ist für das einfache Rechnen nicht relevant. Für die erweiterten Algorithmen wie
etwa das Berechnen von Gröbnerbasen ist der Erfolg nur für Algebren ordnungs-
erhaltender Art garantiert.

Es wurde bei der Implementation mehr auf ausführlich dokumentierten Quelltext
als auf Geschwindigkeit geachtet, da es für die Grundoperationen bereits ande-
re Pakete gibt undMathematica sowieso nicht für schnelle Programmausführung
bekannt ist. Der Code ist daher eher als Labor zur Erstellung neuer Algorithmen
gedacht.

So können die Pakete von jedem Interessierten variiert werden und als erweiter-
bares Werkzeug für Entwicklungen genutzt werden. Denkbar ist unter vielem An-
deren Zähler für alle bisher durchgeführten Multiplikationen einzufügen und so
ein hardwareunabhängiges Komplexitätsmaß zu erhalten.
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3.1 Strukturen

Bei der Implementation wurde die Philosophie vonMathematica übernommen:
Funktionsnamen werden in der Regel groß- und ausgeschrieben.

Die Multiplikation der Ore–Algebra heißt “OreMultiplication ”. Da die
Addition in Ore–Algebren kommutiert, spricht nichts gegen die Verwendung von
“+” für Ore–Objekte.

Es erwiesen sich einige Eingabehilfen wie “OMu” für iteriertes Ausführen des
Befehles “OreMultiplication ” als hilfreich.

Für eine lesbare Ausgabe werden die Objekte des Paketes nicht in der Form aus-
gegeben, in der sie intern dargestellt sind. Dies kann man mitFullForm erzwin-
gen. Die Ausgabeform ist gewiß noch zu verbessern, reicht aber, um Ausdrücke
zu überblicken.

Damit sind wir schon bei den grundlegenden Objekten angelangt, im Folgenden
wird die Implementation in ihrem Aufbau erklärt.

3.2 Datenstrukturen der Implementierung

Da das Paket speziell auf Ore–Algebren ausgelegt ist, spiegeln sich die Struk-
turen der Ore–Algebren in der Datenstruktur der Implementation wieder. Diese
Datenstruktur wird nun vorgestellt, der Anwender kommt dabei praktisch nur mit
Ore–Polynomen in Kontakt.

Intern werden Listen für die definierten Operatoren gehalten. In den Listen wer-
den Ausgabesymbole, die zugehörigenσ- undδ-Funktionen, sowie (optional) eine
Anwendungsoperation hinterlegt. Die interne Position eines Operators in der Liste
ändert sich nach dem Anlegen nicht mehr.

Ein OperatormonomDn1
r1
· . . . ·Dnk

rk
ist dabei als Liste

OreMonomial[{ r1, n1}, . . ., { rk, nk}]

dargestellt.

Ebenso gibt es eine Liste der Variablennamen.

Ein Summand ist dann ein Paar aus einem Monom in den Variablen und ei-
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nem Operatormonom, dabei wird das Variablenmonom als normalerMathemati-
ca-Ausdruck dargestellt. Insbesondere können hier auch Konstanten und Parame-
ter auftauchen, also Variablen, die nicht in der Liste der Ore-Variablen auftauchen:

OreSummand[<Expr >, OreMonomial[...]]

Vorteil dieser Darstellung ist, daß Ausdrücke inMathematica ohne weiteren Im-
plementationsaufwand korrekt behandelt werden, und es ist<Expr > ein symbo-
lisch kommutativ zu bearbeitendes Objekt, auf das dieσ, δ wirken können, indem
die in Mathematica implementierten Substitutionsmechanismen angewandt wer-
den.

Der Nachteil dieser uneinheitlichen Mischung aus Ausdrücken und Listen ist al-
lerdings, daß beim Arbeiten mit der Ordnung ein Kontextwechsel erforderlich
ist. Für Vergleiche “<” muß man beispielsweise oft den Vektor der Exponenten
für ein Monom der GestaltOreSummand[<Expr >, OreMonomial[ . . .]]
finden (log–Abbildung). Dabei bleibt man für den OperatoranteilOreMonomi-
al[ . . .]] in der Welt der Listen, während man die<Expr > analysieren und
dann die Liste der Exponenten aufbauen muß.

Die eigentlichen Polynome setzen sich schließlich aus “Summanden” zusammen,
jeder Summand ist dabei ein Produkt eines herkömmlichen, kommutativen Aus-
druckes und eines Operatormonoms:

OrePolynomial[_OreSummand, _OreSummand, ...] .

Dabei entsprechen die Summanden den Termen des Polynomes und werden nach
jeder Operation entsprechend der Termordnung geordnet. Das Ordnen und Zu-
sammenfassen leistet der BefehlOreSimplify , der nach Ändern der Termord-
nung auf alle relevanten Objekte anzuwenden ist.

Die Termordnung ist über die Reihenfolge der Unbestimmten (also eine Permuta-
tion der internen Reihenfolge) und eine Matrix definiert. Um eine Termordnung
zu definieren kann man eine Anzahlk von relevanten Unbestimmten und eine
nichtsingulärek × k–Matrix angeben. Etliche übliche Ordnungen sind aber vor-
definiert.

Im folgenden Beispiel zeigen dieMathematica-FunktionFullForm und der Be-
fehl OreShowStatus aus der Implementation die wesentlichen Interna.
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3.2.1 Die interne Struktur am Beispiel

Folgende Sitzung deklariert zwei Operatoren, generiert einen Ausdruck und gibt
dessen interne Struktur und den Status des Systems aus. Dabei wird auf vordefi-
nierte Operatoren zurückgegriffen.

Needs[" Ore‘" ];Needs[" Ore‘" ];Needs[" Ore‘" ];
DX = OreDefineDiff[Dx, x]; SN = OreDefineShift[Sn, n];DX = OreDefineDiff[Dx, x]; SN = OreDefineShift[Sn, n];DX = OreDefineDiff[Dx, x]; SN = OreDefineShift[Sn, n];

DE = OMu[SN,OPo[nx],DX,OPo[x]]DE = OMu[SN,OPo[nx],DX,OPo[x]]DE = OMu[SN,OPo[nx],DX,OPo[x]]

(nx2)(DxSn) + x2(DxSn) + (nx)Sn+ xSn

FullForm[DE]FullForm[DE]FullForm[DE]

OrePolynomial[OreSummand[Times[n,Power[x, 2]],OreMonomial[List[1, 1],List[2, 1]]],
OreSummand[Power[x, 2],OreMonomial[List[1, 1],List[2, 1]]],
OreSummand[Times[n, x],OreMonomial[List[2, 1]]],
OreSummand[x,OreMonomial[List[2, 1]]]]

(Hier wird klar, daß mit der internen Darstellung als Ausgabe nicht gearbeitet
werden könnte.)

OreShowStatusOreShowStatusOreShowStatus

OreNumberOfVariables:2

OreNumberOfOperators:2

OreNumberOfObjects:4

OperatorNames:{Dx,Sn}

σ‘s: {#1/.Ore‘Private‘fSig$17&,#1/.Ore‘Private‘fSig$28&}

δ‘s: {Function[{Ore‘Private‘P$},
Plus@@(#1[[2]]∂First[#1]Ore‘Private‘P$&)/@Ore‘Private‘fDelt$17], 0&}

δ‘s: {Dx,Sn}

OperatorVariables:{x, n}

OreOperators:{Dx,Sn}

OreListOfOrderObjects:{Dx,Sn, x, n}
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In current ’canonical Order’:{Dx,Sn, x, n}

Ordered via Matrix:{{1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}, {0, 0, 0, 1}}

3.3 Elementare Funktionen

Im Grundpaket sind außer den Ein- und Ausgabefunktionen, Addition und Multi-
plikation noch einige weitere elementare Funktionen implementiert.

3.3.1 Ein- und Ausgabe

Operatoren werden mittelsOreDefineOperator eingeführt, sofern man kei-
nen der vordefinierten Operatoren verwenden möchte.

Übergeben wird der zugehörige Algebrahomomorphismusσ durch seine Wirkung
auf den Variablen und ebenso die zugehörigeδ–Derivation. Weiterhin wird ein
Ausgabesymbol festgelegt. Es kann auch eine “Wirkung” angegeben werden, mit
der der Operator später Funktionen abändert.

Die folgenden Zeilen definieren explizit einenn–Shift, einen Differentialoperator
und eineq–Differentiation2 :

Needs[" Ore‘" ]Needs[" Ore‘" ]Needs[" Ore‘" ]

NShift = OreDefineOperator[Sn, {n→ n+ 1}, {n→ 0},NShift = OreDefineOperator[Sn, {n→ n+ 1}, {n→ 0},NShift = OreDefineOperator[Sn, {n→ n+ 1}, {n→ 0},#/.{n→ n+ 1}&]#/.{n→ n+ 1}&]#/.{n→ n+ 1}&]
Diff = OreDefineOperator[Dx, {X → X}, {X → 1}, D[#, X]&]Diff = OreDefineOperator[Dx, {X → X}, {X → 1}, D[#, X]&]Diff = OreDefineOperator[Dx, {X → X}, {X → 1}, D[#, X]&]
Qdiff = OreDefineOperator[Dq, {X → qX}, {X → 1},Qdiff = OreDefineOperator[Dq, {X → qX}, {X → 1},Qdiff = OreDefineOperator[Dq, {X → qX}, {X → 1},
Together[((#/.{X → qX})−#)/((q − 1)X)]&]Together[((#/.{X → qX})−#)/((q − 1)X)]&]Together[((#/.{X → qX})−#)/((q − 1)X)]&]

Für Standardoperatoren liegen natürlich generierende Funktionen vor, etwa
NShift = OreDefineShift[Sn, n]NShift = OreDefineShift[Sn, n]NShift = OreDefineShift[Sn, n]
leistet dasselbe wie die komplizierte Form im Beispiel.

Die Rückgabe vonOreDefineOperator ist ein Algebraelement, welches aus
dem Operator besteht (vom TypOrePolynomial ). Dieses sollte man unbedingt

2Die q–DifferentiationDq operiert vermögef(X) 7→ f(qX)−f(X)
qX−X . Die Vertauschungsregel in

der Ore–Algebra istDqX = qXDq + 1.
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zuweisen, da ein weiteresOreDefineOperator die Anzahl der Unbestimm-
ten der Ore–Algebra erhöhen würde. Im Aufruf auftauchende Variablen werden
automatisch der Liste der bekannten Variablen zugefügt.

Tauchen noch weitere Variablen auf, so können diese mitOreDeclareVari-
ables deklariert werden.

Sind die Daten der Algebra bekannt, kann man aus vorgegebenen Monomord-
nungen eine auswählen oder eine beliebige Matrixordnung angeben. Die Ordnung
kann man auch später wieder umändern. Standardordnung ist lexikografische Ord-
nung der Unbestimmten in der Reihenfolge ihrer Deklaration.

Fügt man im Laufe einer Rechnung weitere Operatoren ein, erweitert also die
Algebra, so sollte natürlich auch die Monomordnung wieder angepaßt werden.

3.3.2 Addition und Multiplikation

Durch die Attribute “Flat” und “Orderless” wird bei der Auswertung von Aus-
drücken der FormOreMonomial[{ r1, n1}, . . .,{ rk, nk}] durchMathemati-
ca eine automatische Auflösung von verschachtelten Operatormonomen und ei-
ne Sortierung erreicht. Mit der inMathematica eingebauten Mustererkennung
und -abarbeitung wird durch Zusammenfassen gleicher Operatoren erreicht, daß
die ri, i = 1, . . . , k stets verschieden sind. Damit ist nebenher die Multiplikation
zweier Operatormonomea, b mittelsOreMonomial[a,b] realisiert.

Zentrales Hilfsmittel ist die Vereinfachung eines Ausdruckes der GestaltOre-
Polynomial[_OreSummand, _OreSummand, ...] .

Mit der ProzedurOreSimplify[...] wird ein Ore-Polynom in eine kanoni-
sche Form gebracht: die Summanden werden gemäß der Monomordnung fallend
sortiert und gegebenenfalls zusammengefaßt.

Damit ist aber die Addition bereits implementiert, indem einfach alle in Frage
kommenden Summanden hintereinandergeschrieben werden undOreSimplify
angewandt wird.

Die Multiplikation ist naturgemäß schwerer, insbesondere, da wir nicht mehr als
σi, δi haben, um Ausdrücke der GestaltDk

i P, P ∈ K[X1, . . . , Xm] in kanonische
Form zu bringen. Im Wesentlichen wird in der Implementation die RegelDP =
σ(P )D + δ(P ) iteriert, bis die Normalform erreicht ist. Das ist das im Abschnitt
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(2.6) vorgestellte Verfahren.

Potenzierung wurde viaαk = (α[ k
2

])(αk−[ k
2

]) realisiert, um mit dem Memoryeffekt
logarithmischen Aufwand zu erreichen.

Exzessives Anwenden der Memorytechnik führte allerdings praktisch zu Spei-
cherproblemen.

3.3.3 Untersuchung von Ore–Polynomen

Hierunter fallen beispielsweise das Bilden der Koeffizientenliste, Ausführen einer
beliebigen Operation auf alle Koeffizienten eines Ore–Polynomes und das Be-
stimmen des Leitkoeffizienten.

Das Bestimmen des Inhalts eines Ore–Polynomes mit ganzzahligen Koeffizienten,
also desggt der Koeffizienten und des durch diesen dividierten Polynomes kann
einen “intermediate expression swell“ etwas eindämmen.

Eine damit verwandte Funktion bestimmt den “Variablen-Inhalt”, also denggt
der Polynome in den kommutativen Ore–Variablen, die man erhält, wenn man
gleiche Operatormonome zusammenfaßt. Sie ergibt eine Teilfaktorisierung, denn
dieses Polynom kann man nach links ausklammern.

Im Grundpaket ist auch das S-Polynom realisiert, welches man vielleicht dort
nicht erwartet. Der Grund dafür ist, daß für diese Funktion stark auf die interne
Struktur zurückgegriffen wird. Gleiches gilt für das Extrahieren des Initialtermes
eines Ore–Polynoms.

3.3.4 Matrixordnungen betreffende Funktionen

Später wird der Gröbner–Walk untersucht. Bei dieser Anwendung ändert sich suk-
zessive die gegebenen Matrixordnung — somit ist eine effiziente Ordnungsände-
rung notwendig (RedefineOrder ).

Polynome werden in der interenen Darstellung nach der aktuellen Monomord-
nung sortiert dargestellt. Einige Funktionen verlassen sich auf diese Darstellung.
Daher ist es nötig mit jeder Änderung der Ordnung die in der Polynomdarstellung
inhärente Sortierung neu anzustoßen, etwa durchOreSimplify .
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Mit OreRedefineMonomOrder[Monomials_List, Matrix_List] än-
dert man die aktuelle Ordnung. Die übergebene Liste aller Unbestimmten legt
deren Reihenfolge fest. Das zweite Argument ist eine die Ordnung definierende
Matrix, die die Gewichtung der Unbestimmten beschreibt.

Der Benutzer muß dabei nichts über die interne Variablenliste wissen.

Umgekehrt läßt sich die aktuelle Ordnung mitOreGetMonomOrder[] aus-
lesen. Es wird die Variablenliste und die die aktuelle Ordnung repräsentierende
Matrix zurückgegeben. Die Beispiele im Anhang zeigen, wie man recht effizient
damit arbeiten kann.

3.3.5 Die höheren Pakete

Auf dem Grundpaket aufbauend definiert das Paket “OreAlgorithms” höhere Funk-
tionen, wie den Divisionsalgorithmus und das Bestimmen der Linksgröbnerbasis.

Das Paket “Groebnerwalk” schließlich realisiert als oberste Schicht eine Anwen-
dung, die den bisher im nichtkommutativen Fall noch nicht untersuchten Gröbner–
Walk untersuchen hilft. Die nötigen Berechnungen und auch der Algorithmus
selbst sind dort implementiert. Die Anwendung funktionierte in einigen unter-
suchten Beispielen, was eine Beschäftigung mit dem Prinzip für Ore–Algebren
ordnungserhaltender Art motivierte.

Die Vorstellung dieser Pakete greift dem folgenden theoretischen Teil zu Gröb-
nerbasen und Gröbner–Walk etwas voraus, findet der Vollständigkeit halber aber
trotzdem hier statt.

Mein Paket liefert (im Gegensatz zu anderen) die Möglichkeit eines automati-
schen Korrektheitsbeweises dafür, daß die gefundene Basis das gegebene Ideal
erzeugt.

In “OreAlgorithms” sind erweiterte Versionen für einige Algorithmen implemen-
tiert. Dabei wird zu Elementenf ∈ 〈g1, . . . , gn〉 eines endlich erzeugten Links-
ideals als zusätzliche Information eine Liste von Koeffizientena1, . . . , an mit

f =
n∑
i=1

aigi mitgeführt.

Der erweiterte Algorithmus zur Bestimmung der Linksgröbnerbasis gibt nicht
nur Erzeuger der Basis zurück, sondern zu jedem berechneten Elementfj der
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Gröbnerbasis auch “Zeugen”, nämlich Koeffizientenaij, aus denen man sofort

fj =
n∑
i=1

aijgi ∈ I nachrechnen kann. Die Beziehung〈f1, . . . , fm〉 ⊂ I läßt sich

bekanntlich durch Polynomdivision aller Erzeugergi durch〈f1, . . . , fm〉 nachwei-
sen. Die umgekehrte BeziehungI ⊂ 〈f1, . . . , fm〉 läßt sich nun auch ohne blindes
Vertrauen in die Computerberechnung mit den Zeugen nachweisen.

Diese Buchführung hat sich als effektiv etwa bei der Fehlersuche in Algorithmen
erwiesen: sie führt eine (mittels “CheckExtended”) nachprüfbare Redundanz ein.

Der Gröbner–Walk für Algebren ordnungserhaltender Art schließlich läßt sich im
durch das Grundpaket und “OreAlgorithms” gegebenen “Labor” recht einfach im-
plementieren. Da dieser Algorithmus sehr auf der Ordnungsstruktur basiert, muß-
ten einige recht spezielle Befehle in das Grundpaket aufgenommen werden, damit
die Interna der Darstellung weiter abgekapselt bleiben (“NextDegeneration”).

Die Hauptfunktion des “Groebnerwalk”–Paketes übernimmt eine Gröbnerbasis
zur aktuellen Ordnung und eine Zielordnung. Dann werden die Transformations-
schritte des Gröbner–Walk durchgeführt.

Als Nebeneffekt wird im Erfolgsfall in die Zielordnung gewechselt. Wir werden
sehen, daß der Erfolg leider im Allgemeinen nicht garantiert ist.

3.4 Schwächen der Implementation

Das Paket ist bereits für Experimente mit Ore–Algebren verwendbar. Um aber
große Beispiele aus der Praxis zu behandeln, muß man sich über etliche Optimie-
rungen Gedanken machen und eventuell maschinennähere Implementationen für
zeitintensivere Routinen in Erwägung ziehen.

Der Ansatz, die Variablen und Operatoren auch in der Implementation getrennt
zu halten, um auf den Variablen die kommutativen, inMathematica implemen-
tierten Operationen nutzen zu können (etwa die Substitution um dieσi effektiv zu
realisieren), hat sich rückblickend als nicht befriedigend herausgestellt.

Der entwickelte Code ist allerdings in zwei Schichten möglichst modular aufge-
baut, so daß auch Grundoperationen auf alternative Weise implementiert werden
können, ohne die anderen Ebenen zu ändern.

Weiter ist die Frage berechtigt, obMathematica das optimale Computeralgebrasy-
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stem für diesen Zweck ist. Es gab einen gewissen Ehrgeiz diese Funktionalitäten
in einem System zu realisieren, in dem sie bisher nochnicht implementiert wur-
den. Die Verwendung der Substitution inMathematica ist zwar sehr bequem, aber
macht, so wie sie implementiert ist, viele Kontextwechsel nötig (es werden z.B.
Terme inMathematica–Darstellung in eine Vektordarstellung konvertiert).

Insgesamt ist aufgrund der hohen Rechenzeiten die vorliegende Implementierung
für kompliziertere Anwendungen in der Praxis so noch nicht tauglich. Es wurden
allerdings auch nahezu keine Maßnahmen zur Beschleunigung ergriffen, so daß
hier Raum für Verbesserungen ist.
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4 Gröbnerbasen

Es folgt eine Erinnerung an die Definition von Gröbnerbasen in kommutativen
Polynomringen und anschließend Verallgemeinerungen für verschiedene nicht-
kommutative Strukturen.

4.1 Der kommutative Fall

Für kommutative Polynomringe sind Gröbnerbasen sehr intensiv erforscht wor-
den. Eines von vielen Büchern dazu ist [BeWpf].

Grundsituation ist hier ein Körperk, UnbestimmteX1, . . . , Xn und der Polynom-
ringR := k[X1, . . . , Xn].

Ein Element dieses Ringes hat dann die Gestalt:

f =
∑
i∈I

ai

“Monom”︷︸︸︷
X i︸ ︷︷ ︸

”Term”

mit einer endlichen MengeI von Multiindizes. Gegeben sei weiter eine “passen-
de” Ordnung auf der Menge der Monome. Die Darstellung sei so, daß Monome
der Terme strikt geordnet sind.

Der Leitsummand sei der Term mit dem größten Monom als Koeffizienten.

Zu einem IdealI ∈ R heißt eine MengeF = {fi ∈ I, i ∈ A} mit einer Index-
mengeA eine Gröbnerbasis, wennI = 〈F 〉 und zudem die Leitsummanden der
fi alle Leitsummanden von Elementen ausI erzeugen:f ∈ I ⇒ ∃fi ∈ F, r ∈ R
mit LT (f) = LT (rLT (fi)). Die letzte etwas gestelzt wirkende Formulierung ist
auch für Algebren ordnungserhaltender Art sinnvoll.

Natürlich interessieren vor allem endliche Gröbnerbasen, wenn man damit Ideale
in einem Computer darstellen will3.

3Meines Erachtens wäre es allerdings auch denkbar, gewisse unendliche Erzeugendensysteme
über endliche Rekursionsregeln zu erfassen. Im später folgenden Beispiel für ein Ideal ohne endli-
che Gröbnerbasis werden wir eine solche Darstellung sehen. Eine Untersuchung, inwiefern solche
Rekursionen automatisiert erkannt werden können, dürfte recht anspruchsvoll sein.



38

Im kommutativen Fall haben alle endlich erzeugten Ideale auch endliche Gröb-
nerbasen.

4.2 Der Buchberger-Algorithmus

Der Buchbergeralgorithmus aus [BeWpf] wird hier kurz skizziert.

4.2.1 Grundbegriffe des Algorithmus

Zunächst definieren wir “S-Polynom” und “reduziert sein”. Dabei ist (im kom-
mutativen Polynomring) das S-Polynom von Polynomenp, q 6= 0 eine Differenz
Mpp−Mqq mit MonomenMp,Mq möglichst kleinen Grades derart, daß sich die
Leitmonome vonMpp,Mqq in der Differenz herausheben. Diese Monome sind
gerade derkgv der Leitmonome dividiert durch den jeweiligen Leitterm. Somit
haben wir:

Definition 4.1 (S–Polynom im Polynomring) SeiR = k[X1, . . . , Xn] der Poly-
nomring über einem Körperk versehen mit einer Monomordnung. Zu normierten
Polynomenp, q ∈ R\{0} sei das S–Polynom durch

S(p, q) := p · kgv(LT (p) ,LM (q))/LM (p)− q · kgv(LM (p) ,LT (q))/LM (q)

definiert.

Definition 4.2 (Reduktion) SeiR wie in Definition 4.1. Seienf ∈ R undP ⊂ R.
Haben wir einen Termt ∈ T(f) und einh ∈ Rmit t = LT (hp) , p ∈ P , so nennen
wir f ′ := f −hp eineReduktionvonf nachp und schreibenf

p−→ f ′. Wir sagen
dann auchf ist moduloP reduzierbar undf ′ ist eine Reduktion vonf moduloP .

Definition 4.3 (Reduziert bezüglich einer Menge von Polynomen)Ein Polynom
q heißt reduziert bezüglich einer MengeP von Polynomen, wenn kein Term vonq
Vielfaches eines Leittermes eines Polynomes ausP ist.
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Durch fortgesetzte Reduktion moduloP kann man ein Polynomq in eine be-
züglichP reduzierte Formq′ bringen. Dieses Verfahren ist eine verallgemeinerte
Division mit Rest undq′ nennt man auch eine Normalform vonq bezüglichP .

Diese Darstellung ist im Allgemeinen nicht eindeutig, sondern hängt von der Rei-
henfolge ab, in der die Terme eliminiert werden.

Wie hier beschrieben, wird eigentlich nur der Rest bestimmt, aber man kann na-
türlich buchführen, welche Vielfachen man subtrahiert hat.

IstP eine Gröbnerbasis, so reduzieren sich genau die Elemente des vonP erzeug-
ten Ideales zu0.

Definition 4.4 Eine Menge von PolynomenP heißt reduziert, wenn jedesp ∈ P
reduziert ist bezüglichP \ {p}.

Für eine reduzierte GröbnerbasisP von I liefert jede Polynomdivision sogar
einen eindeutigen Repräsentanten der Restklasseq + I. Genau genommen ist der
Begriff Normalform also nur für reduzierte Gröbnerbasen korrekt.

4.2.2 Der einfache Buchberger–Algorithmus

Der Buchberger–Algorithmus startet mit einer endlichen IdealbasisB. Gegeben
sei ferner eine Zuordnung, die jedem Polynomq eine Normalformq′ bezüglichB
zuweist.

Findet man nun zwei Polynomep, q ∈ B, für die s = S(p, q) mit Normalform
s′ 6= 0 gilt, so nimmt mans′ zu der MengeB hinzu.

Das Abbruchkriterium ist die Reduktion aller möglichen S-Polynome zu 0.

Die Terminierung ist stets gegeben. Ansonsten bildeten die jeweils neu hinzu-
kommendens′i eine unendliche Folge, mitLM (sj) - LM (si) , i > j . Dies ist ein
Widerspruch zu Dicksons Lemma, das besagt, daß zu jeder beliebigen MengeM
von Monomen eineendlicheTeilmengeM ′ ⊂ M existiert, so daß jedesm ∈ M
Vielfaches einesm′ ∈ M ′ ist ([BeWpf], p. 163, Corr. 4.8, auf die Exponenten
angewandt).

In [BeWpf] werden etliche Beschleunigungen angegeben, die meist überflüssige
Berechnungen von S-Polynomen einsparen.
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In [KRW] wird für Algebren ordnungserhaltender Art gezeigt, daß dieser Algo-
rithmus auch hier zum Erfolg führt. Die Bedingung ordnungserhaltender Art zu
sein, läßt sich relativ leicht überprüfen und ist in vielen Anwendungsbeispielen
erfüllt.

Es mag auch interessant sein zu untersuchen, in welchen Fällen der Algorithmus
von Buchberger auch ohne diese Bedingung zum Ziel führt, was hier aber nicht
weitergeführt wird.

4.3 Der allgemeine nichtkommutative Fall

Eine Übertragung des Buchbergeralgorithmus auf den allgemeinsten nichtkom-
mutativen Fall einer freien Algebra übern Unbestimmten hat [Mora86] 1986 ge-
geben — eine Fleißarbeit, die recht schwer zu lesen ist. In diesem Falle sind be-
reits die Monome recht unhandliche Gebilde. Andererseits vermeidet das Fehlen
von Relationen im frei-nichtkommutativen Fall auch einige Komplikationen.

In genauso allgemeinem Kontext hat [Keller] 1997 in seiner Dissertationsarbeit
Algorithmen und Ordnungen zum Auffinden von Gröbnerbasen untersucht.

4.3.1 Eine allgemeine Konstruktion ist nicht möglich

Ein klassisches, nicht entscheidbares Problem ist das Wortproblem (die Entschei-
dung, ob ein bestimmtes Wort zu einer formalen Sprache gehört.). Es gibt nach-
weislich keinen Algorithmus, der es (bei hinreichend komplizierten Sprachen) in
endlicher Zeit entscheiden kann.

Dieses Problem läßt sich in das Ideal-Element-Problem einbetten, so daß auch
das Ideal-Element-Problem nicht für allgemeine nichtkommutative Algebren al-
gorithmisch entscheidbar ist.

Hätte man einen Algorithmus, der in endlicher Zeit zu jedem Ideal eine Gröbner-
basis findet, so könnte man mit dieser Basis auch die Ideal-Element Frage klären.

Auch gibt es keinen Algorithmus zur Berechnung einer partiellen Gröbnerbasis,
der alle Elemente bis zu einem gegebenen Grad berechnet (auch damit ist das
Ideal-Element-Problem ja gelöst) [Mora94],p 158, ff.

An derselben Stelle wird angegeben, daß es aber für homogene Ideale sehr wohl
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möglich ist, eine solche grad-partielle Gröbnerbasis zu bestimmen.

Möchte man einen Algorithmus finden, kommt man nicht umhin, sich in der Wahl
der Algebra oder der untersuchten Ideale einzuschränken.

4.4 Spezialfall Ore–Algebren über Polynomringen

In dieser Arbeit besteht diese Spezialisierung in der Betrachtung von Ore–Algebren
ordnungserhaltender Art.

Viktor Levandovskyy hat sich in [Levand] intensiv mit Gröbnerbasen in G–Algebren
(aufbauend auf Konstruktionen von Joachim Apel) und verschiedene Anwendun-
gen in diesem Kontext untersucht. Dabei sind G–Algebren etwas allgemeiner als
Ore–Algebren. Seine Resultate gehen auch in die Erweiterung “Plural” des Com-
puteralgebrasystemes “Singular” ein.

Der Ansatz Algorithmen zu suchen, die eine bestimmte Idealstruktur voraussetzen
wäre auch denkbar, (schließlich wird ja auch das Wortproblem durch Beschrän-
kung auf gewisse Sprachen angegangen).

Im gewählten Setting führt das Verfahren von Buchberger zum Ziel. Dabei ist das
Vorgehen das gleiche wie im kommutativen Fall beschrieben (im von Mora be-
schriebenen frei-nichtkommutativen Fall sind stärkere Abänderungen nötig). Die
wesentliche Änderung liegt bei der Bestimmung des S-Polynomes, die im Folgen-
den beschrieben wird.

4.4.1 S-Polynome in Ore–Algebren

Für beliebige Ore–Algebren aber stellt sich bereits die Frage, was das S-Polynom
ist. Nehmen wir folgende Ore–Algebra:

O = k
〈
X,D, σ : X 7→ X2, δ = 0

〉
,

Nun betrachten wir das LinksidealI = 〈X,XD〉. Im Kommutativen hätten wir
kgv(X,XD) = XD und das S-Polynom wäreD ·X − 1 ·XD = 0.

Dies verschwindet aber mit der Ore-Multiplikation inD offenbar nicht! Allerdings
handelt es sich bei{X,XD} um eine Gröbnerbasis:
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Für ein Monomm = XaDb geltenmX = XaDbX = XaX2bDb undmXD =
XaDbXD = XaX2bDb+1.

Alle Terme ausI, also auch die Leitkoeffizienten der Elemente des erzeugten
Ideales, sind also von der GestaltαX iDj , i ≥ 2j−1 , α ∈ k und damit fürj = 0
sofort ausI oder gleichαX i−2j−1

Dj−1XD ∈ I.

In diesem Beispiel wird das Wegheben der Leitmonome dadurch boykottiert, daß
ein zusätzlicher FaktorX entsteht, wennDX in Normalform gebracht wird (also
kgv(X,XD)/X so nicht definiert ist). Die richtigen Faktoreng, f , damitg ·X −
f · XD verschwindet sind hierg = D, f = X. Dabei werden die Faktoreng, f
jeweils von links an die Elemente multipliziert, deren S-Polynom zu bilden ist.

Bildet man das (Rechts) S–Polynom durch Multiplizieren mit geeigneten Fakto-
ren von rechts, ergibt sich hier dasselbe Resultat wie im kommutativen Fall (hier
taucht der Unterschied etwa bei{D,XD} auf).

In Zukunft wird das S-Polynom durch Multiplizieren von links gebildet, dies ist
nötig um Gröbnerbasen von Linksidealen zu finden.

Untersucht man beispielsweise Nullstellenmengen von Operatorausdrücken, die
Elementen{ϕi, i = 1, . . . , n} einer Ore–Algebra entsprechen, so kann man zu
dem von diesen Ausdrücken erzeugten Linksideal〈ϕi, i = 1, . . . , n〉 übergehen.

In [Levand] ist auch ein Verfahren aufgeführt, wie die Berechnung von Rechts-
gröbnerbasen mit demselben Algorithmus wie die Berechnung von Linksgröb-
nerbasen durchgeführt werden kann, indem von der Ursprungsalgebra zur oppo-
nierten Algebra übergegangen wird, in dera · b durch das Produktba aus der
Ursprungsalgebra definiert ist.

Für ein Monom

t =
m∏
i=1

Xαi
i

n∏
j=1

D
βj
j , α1, . . . , αm, β1, . . . , βn ∈ IN0

bezeichneop(t) :=
n∏
j=1

D
βj
j undva(t) :=

m∏
i=1

Xαi
i .

Gesucht sind nun die richtigen Linksmultiplikatoren für Monomep, q ∈ D, also
Monomef, g derart, daßfp undgq den gleichen Leitterm haben (wenn wir eine
zulässige Ordnung betrachten, ist die Annahmep, q seien Monome keine wirkli-
che Einschränkung, für Polynome kann man zu den Leittermen übergehen).
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Um f, g zu finden kann man wie folgt vorgehen, ausnutzend, daß die Operatoren
und die Unbestimmten unter sich kommutieren:

Zunächst wird derggt der Operatorvariablenop(p) , op(q) bestimmt und die Fak-
torenfop, gop, mit denen die Operatoranteile der gegebenen Monome auf ihren
kgv gebracht werden.

Damit sind schon die “Operatorstrukturen”fop, gop der Faktorenf, g bestimmt,
sofern beim “Durchtauschen” der Variablen nach vorne in den Ausdrückenfopp,
gopq keine Operatoren verschwinden. Das ist der Fall, wenn dieσi injektiv sind.

Setzt man nunf =

op(f)︷︸︸︷
fop

va(f)︷︸︸︷
fva undg =

op(g)︷︸︸︷
gop

va(g)︷︸︸︷
gva an, und geht davon aus, daß die

δi vernachlässigbare Terme erzeugen, so bestimmt sich der Leitterm vonfp zu
fvaLT (σf (pva)) foppop und der vongp ist in gvaLT (σg(qva)) gopqop.

Dabei entsprechen dieσf,g den Verknüpfungen der sukzessive beim “Durchschie-
ben” der Variablenanteile auf dem Weg zur Normalform anzuwendenden Homo-
morphismenσi. Die “Störterme”, die durch dieδi entstehen, verringern jeweils
zumindest eine Operatorpotenz: für den Fall, daß die Operatoren in der Ordnung
die Variablen dominieren, kann man die Störterme daher weglassen und erhält so
das Leitmonom des Produktes.

Problematisch wird es, wenn man die entstehenden Terme also nicht vernachläs-
sigen kann, es also gewisseδi und PolynomeP mit σi(P )Di �l δi(P ) gibt.

Genau dieses Problem ist bei Ore–Algebren ordnungserhaltender Art nicht vor-
handen — hier wird verlangt, daßLM (σi(P )Di) > δi(Pi).

Hier ist das Verfahren kompakt aufgeschrieben:

Definition 4.5 (S-Polynom) SeiD eine Ore–Algebra mit einer zulässigen Term-
ordnung<. Dann ist zup, q ∈ D das S-PolynomS(p, q) wie folgt konstruiert:

• Setzer := kgv(op(LM (p)) , op(LM (q))).

• Bestimmefop, gop mit op(LM (p)) fop = r, op(LM (q)) gop = r.

F1 Setzev := LT (fopLM (p)), w := LT (gopLM (q)).

• Setzes := kgv(va(v) , va(w)).
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• Bestimmefva, gva mit vfva = s, wgva = s.

• Erhaltef = fopfva undg = gopgva.

F2 SetzeS(p, q) := fp− gq.

Kritisch sind dabei die mitF markierten Punkte. BeiF1 müssen die Leitterme
der auftretenden Produkte auch die Terme mit den bestimmten Operatorvariablen
fop, gop sein. BeiF2 sollten sich die Leitterme infp−gq wegheben, insbesondere
dürfen die niedrigeren Terme ausp, q dabei nicht stören. Das wird jeweils durch
die Eigenschaft ordnungserhaltend zu sein garantiert.

4.5 Endlichkeit einer Gröbnerbasis

Bei Ore–Algebren muß zu einem gegebenen Ideal und gegebener Ordnung keine
endliche Gröbnerbasis existieren. Wir nennen ein Ideal bezüglich einer gegebenen
Ordnunggröbnerdarstellbar, wenn es bezüglich dieser Ordnung eine endliche
Gröbnerbasis besitzt.

Im kommutativen Fall ist jedes endlich erzeugte Ideal gröbnerdarstellbar. Für
Ore–Algebren muß das nicht mehr gelten, wie das folgende Beispiel zeigt.

4.6 Ein Ideal ohne endliche Gröbnerbasis

Sowohl für Links- als auch für Rechtsideale gibt es Beispiele von Nichtdarstell-
barkeit. Es wird nun ein nicht gröbnerdarstellbares Linksideal angegeben.

Das hier verwendete Beispiel stammt im Wesentlichen aus [Pesch], Kap 8.5. Es
dient als Beispiel für ein Ideal ohne endliche Gröbnerbasis.

Ich habe das dort recht allgemeine Beispiel hier auf den wesentlichen Spezial-
fall reduziert und an einer Stelle klarer argumentiert. Der Effekt wird so meiner
Meinung nach besser demonstriert.

Wir betrachten die Ore–Algebra

O = k[X1, X2] 〈D1, σ1, 0;D2, id, 0〉 , σ1 : X1 7→ X2
1 , X2 7→ X2,
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in der die Menge der Terme multiplikativ abgeschlossen ist. Als Termordnung
nehmen wir die lexikografische mitX1 ≺ X2 ≺ D1 ≺ D2

Bemerkung 4.6O ist mit dieser Ordnung zulässig.

Beweis:Mit 2.15 können wir uns auf Monome beschränken.

SeienP,Q ∈ M(O) , P ≺ Q undR,R′ ∈ M(O) gegeben, also

P = Xp1

1 X
p2

2 D
k1
1 D

k2
2 ,

Q = Xq1
1 X

q2
2 D

l1
1 D

l2
2 ,

R = Xr1
1 X

r2
2 D

s1
1 D

s2
2 ,

R′ = X
r′1
1 X

r′2
2 D

s′1
1 D

s′2
2 .

Es folgt damit

RP = Xr1+p12s1
1 Xr2+p2

2 Dk1+s1
1 Dk2+s2

2 , (3)

RPR′ = X
r1+p12s2+r′12k2+s2

1 X
r2+p2+r′2
2 D

s1+k1+s′1
1 D

s2+k2+s′2
2 , (4)

RQR′ = X
r1+q12s2+r′12l2+s2

1 X
r2+q2+r′2
2 D

s1+l1+s′1
1 D

s2+l2+s′2
2 , (5)

Die Exponenten vonX2, D1, D2 aus (4) und (5) unterscheiden sich von den ent-
sprechenden inP undQ durch dieselbe Konstante. Soll der Exponent vonX1

die Relation zwischen (4) und (5) entscheiden, muß gemäß der lexikografischen
Ordnung daherp2 = q2, k1 = l1, k2 = l2 gelten. In jedem Falle bleibt die Or-
dungsrelation erhalten. 2

Wir betrachten das LinksidealI = 〈D1 +D2, X1D1〉. Dann erhalten wir

Behauptung 4.7 LT (I) = T(O) ·
(
{D2} ∪ {X1D

k
1 | k ∈ IN \ {0}}

)
,

Beweis:

“⊇”: Es giltD2 = LT (D1 +D2) und rekursiv

X1D
k
1 = (X1D

k−1
1 )(D1 +D2)−D2(X1D

k−1
1 )
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“⊆”: Seit ∈ LT (I). Dann gibt esf1, f2 ∈ O mit

t = LT (f1 ·X1D1 + f2 · (D1 +D2)) .

Wennt Linksvielfaches vonX1D1 ist, sind wir fertig. Wennt Linksvielfa-
ches vonD2 ist, stammt es entweder ausT(f1X1D1), und wir sind fertig,
oder ausT(f2 · (D1 +D2)). Dann istt = LT (f2 · (D1 +D2)) und wir sind
ebenfalls fertig.

Ansonsten hatt die GestaltX i
1X

j
2D

k
1 und stammt ausT(f2D1), damit ist

k > 0, und es folgti = 0, alsot = Xj
2D

k
1 ∈ T(f2D1).

Dann gibt es eins = Xj
2D

k−1
1 D2 ∈ T(f2D1). Alle Terme, in denenD2

auftaucht, sind größer alst, also mußs sich wegheben (t ist ja ein Leitterm).

Da der FaktorX1 in s nicht vorkommt, kann sichs nur gegen eins′ ∈
T(f2D1) wegheben, es gibt also eins′ = (Xj

2D
k−2
1 D2)D1 ∈ T(f2D1) , s′ >

t, dazu wieder ein Pendants′′ = Xj
2D

k−2
1 D2

2 ∈ T(f2D2) und so fort.

Auf die Weise erhielte man eine unendliche Folge von nicht verschwinden-
den Termen ausT(f2D2), was nicht möglich ist.4 2

Behauptung 4.8 Das LinksidealI1 = 〈X1 ·Dn
1 | n ∈ IN〉 ist nicht endlich er-

zeugt5.

Beweis:Angenommen,I1 wäre endlich erzeugt, dann wäre für einN ∈ IN

I1 = 〈X1 ·Dn
1 | 0 ≤ n < N〉 .

Mit X1D
N
1 ∈ I1 gäbe es eine Darstellung mitf0, . . . , fN−1 ∈ O und

X1D
N
1 =

N−1∑
i=0

fi ·X1D
i
1 .

4Die Argumentation bei [Pesch] ist hier nicht schlüssig.
5Dies ist ein Beispiel für ein nicht endlich erzeugtes Ideal, das man mit dem Parametern

durchaus symbolisch im Computer darstellen könnte. Ob eine Chance besteht, beim Buchber-
geralgorithmus Rekursionen beim Generieren der S-Polynome zu erkennen und so auch gewisse
nicht endliche Gröbnerbasen in den Griff zu bekommen? Es scheint mir ein ehrgeiziges Projekt.
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Da in unserem Beispiel die Terme multiplikativ abgeschlossen sind, folgt aus die-
ser Gleichung, daß bereits für ein Monomt = aXc

1D
d
1 ∈ T(O) , a ∈ k∗ für ein

fi = X1D
i
1 gilt:

X1D
N
1 = t ·X1D

i
1, i < N .

Damit ergibt sich

X1D
N
1 = aXc

1D
d
1 ·X1D

i
1 = aXc+2d

1 Dd+i
1 ,

Vergleich der Exponenten inX1, D1 ergibt

1 = c+ 2d ⇒ c = 0, d = 0

N = d+ i ⇒ N = 0 + i = i

im Widerspruch zur Wahl voni < N . 2

Bisher haben wir also eine Ore–AlgebraO, ein IdealI ⊂ O und eine Monom-
ordnung≺ gefunden, so daßI keine endliche Gröbnerbasis besitzt (da ja das von
den Leitmonomen erzeugte Ideal ansonsten bereits endlich erzeugt wäre).

Andererseits kann durch einen Wechsel der Ordnung erreicht werden, daß doch
eine endliche Gröbnerbasis existiert.

Betrachten wir dazu dasselbe IdealLT (I) = LT (〈D1 +D2, X1D1〉) aber die
OrdnungX1 ≺∗ X2 ≺∗ D2 ≺∗ D1.

Bemerkung 4.9O ist mit≺∗ zulässig.

Beweis: Sei wie in (4.6)P ∈ M(O) undR,R′ ∈ M(O) gegeben, alsoP =

Xp1

1 X
p2

2 D
k
1D

l
2, R = X

rx1
1 X

rx2
2 Ds1

1 D
s2
2 , R

′ = X
r′x1
1 X

r′x2
2 D

s′1
1 D

s′2
2 . Es folgt wie in

(4.6)

RPR′ = X
p1·2s2+rx1+r′x1

·2l+s2
1 X

p2+rx2+r′x2
2 D

k+s1+s′1
1 D

l+s2+s′2
2

Hier sind die Exponenten inD1, D2, X2 offenbar streng monoton wachsend in
k, l beziehungsweisep2. Der Exponent vonX1 entscheidet wegen der lexikogra-
phischen Ordnung nur, falls die restlichen Exponenten konstant bleiben. Dieser
Exponent wächst aber linear inp1. 2
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Behauptung 4.10Die Menge{D2 +D1, X1D2, X1D1} ist eine Gröbnerbasis
vonI = 〈D2 +D1, X1D1〉 bezüglich der Monomordnung≺∗.

Beweis:Zunächst ist das ergänzende Element das S–PolynomX1D2 = X1(D2 +
D1)−X1D1 ∈ I, also erzeugt die gegebene Menge nicht mehr alsI.

Es ist zu zeigen, daß jedes Leitmonom eines Idealelementes, also jedes
t = LT (f · (D2 +D1) + gX1D1) für Polynomef, g von der GestaltrD1, rX1D2

oderrX1D1 ist.

SobaldD1 ein Faktor vont ist, ist nichts mehr zu zeigen, dennt hat dann die
GestaltrD1.

Es bleibt der Fallt = X i
1X

j
2D

k
2 ∈ T(f · (D2 +D1), k > 0) zu betrachten. Für

i > 0 ist dannt = (X i−1
1 Xj

2D
k−1
2 X1D2 von der GestaltrX1D2.

Somit bleibt noch die Möglichkeitt = Xj
2D

k
2 ∈ T(f · (D2 +D1)). Diese Mög-

lichkeit können wir aber ausschließen, denn dann wäreXj
2D

k−1
2 D1 ∈ T(f · (D2 +D1))

und könnte sich mangelsX1 nicht gegen einen Term ausgX1D1 wegheben. Mit
t = Xj

2D
k
2 ≺∗ X

j
2D

k−1
2 D1 ∈ T(f · (D2 +D1)) hätten wir dann einen Wider-

spruch dazu, daßt ein Leitterm ist. 2

Das untersuchte Beispiel zeigt also auch, wie die Ordnung die Endlichkeit einer
Gröbnerbasis beeinflussen kann.
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5 Der Gröbner–Walk

Der Gröbner–Walk ist eine Technik um eine in einer Ordnung gegebene Gröbner-
basis zu einer Gröbnerbasis in einer anderen Termordnung umzuwandeln.

Dies ist praktisch, da sich die Rechenzeiten für das Finden einer Gröbnerbasis ab-
hängig von der verwendeten Ordnung sehr stark unterscheiden können: man kann
dann in einer zum Berechnen günstigen Ordnung eine Gröbnerbasis erstellen, und
diese in die neue Ordnung “transferieren”.

Da ich in der Literatur kein explizites vorführendes Beispiel für den Walk finden
konnte (insbesondere mit den Randberechnungen), wird ein ausführliches Bei-
spiel im kommutativen Fall gebracht.

Im kommutativen Fall ist der Gröbner–Walk auf jeden Fall durchführbar und rea-
lisiert. Die Untersuchung dieses Verfahrens im nichtkommutativen Fall ist aller-
dings Neuland.

Der Algorithmus nach ([AmGlKü]) wird nochmals aufgeführt. Dabei wird aufge-
zeigt, wo Sachverhalte genutzt werden, die in Ore–Algebren so nicht gelten. Be-
weise werden möglichst so formuliert, daß sie für Algebren ordnungserhaltender
Art gelten: überall, wo zum Beispiel in ([AmGlKü]) mit Erhalt derω-Homogenität
argumentiert wird, muß die Argumentation oder der Algorithmus angepasst wer-
den.

Das Verfahren ist mit den für diese Arbeit erstellten Paketen relativ leicht zu im-
plementieren. Bei Beispielrechnungen für Ore–Algebren ordnungserhaltender Art
führte der Walk zum Ziel. Es scheint unwahrscheinlich, daß in den betrachteten
mehrschrittigen Beispielen die Gröbnerbasen verschiedener Längen nur zufällig
korrekt ineinander überführt wurden. Damit ergab sich die Vermutung, daß der
Gröbner–Walk auch für Ore–Algebren ordnungserhaltender Art funktioniert.

Schließlich zeigte aber ein Gegenbeispiel, daß der Gröbner–Walk zumindest für
die gemischte Shift- und Differentialalgebra nicht 1:1 übertragbar ist.

Erstaunlich ist weniger der Fund eines Gegenbeispiels, als daß der Algorithmus
so oft korrekte Resultate lieferte. Jedenfalls stand am Anfang der Analyse das
Experiment mit dem für diese Arbeit erstelltenMathematica-Paket.

Wenngleich eine korrekte Variante des Gröbner–Walk für Algebren ordnungser-
haltender Art ein sehr viel schönerer Abschluß dieser Arbeit wäre, ist mein Resul-
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tat, daß auf dem Pfad des Gröbner–Walk (der verschiedene Zwischenordnungen
repräsentiert) alle Ordnungen zur gegebenen Algebra passen — aber dennoch der
Übergang nach der Methode von ([AmGlKü]) scheitern kann. Die Analyse des
Gegenbeispiels gibt Hinweise darauf, wie sich der Walk modifizieren ließe, was
aber hier nicht mehr ausgeführt werden konnte.

Zunächst aber werden die Begrifflichkeiten eingeführt.

5.1 Bezeichnungen

Wir haben einen Polynomringk[X1, . . . , Xn] in n Unbestimmten und einen×n–
Matrix M .

Mit ≺M bezeichnen wir die durchM definierte Matrixordnung auf den Monomen.

Die erste Zeile vonM stellt eine Linearformω dar, dieLeitformvon≺M .

Eine Linearformω definiert denω–Grad ink[X1, . . . , Xn]: Einem Monomp =
n∏
i=1

Xai
i wird derω-Graddegω(p) :=

n∑
i=1

aiωi zugeordnet. Dies ist sozusagen die

erste Instanz der Matrixordnung zuM .

Einem Polynomf wird alsω–Graddegω(f) das Maximummaxp∈M(f) degω(p)
derω-Grade all seiner Monome zugeordnet.

Jedes Polynomf ∈ k[X1, . . . , Xn] ist dann inω–homogene Summanden aufspalt-
bar, indem die Terme gleichenω–Grades zusammengefaßt werden.

Der Anteil mit den Summanden maximalenω–Grades heiße dann dasInitialpoly-
nom in(f, ω). Für eine MengeG sei in(G,ω) := { in(f, ω)|f ∈ G}.

Beispiel 5.1 Für die gradlexikografische Ordnung ist das Initialpolynom vonf =
3X3

1 −X1X2X3 +X2
3 −X1X2 + 1 gerade3X3

1 −X1X2X3.

Da die Leitform der gradlexikografischen Ordnung alle Exponenten addiert, ist die
Aufspaltung in homogene Summanden geradef = (3X3

1 − X1X2X3) + (X2
3 −

X1X2) + 1. 2
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Definition 5.2 (Verfeinerung einer Halbordnung) Ist eine Halbordnung< auf
den Monomen gegeben, so kann diese durch eine beliebige Ordnung≺h zu einer
totalen Ordnung≺ verfeinert werden vermöge

x ≺ y :⇔ x < y ∨ (x 6< y ∧ y 6< x ∧ x ≺h y)

Definition 5.3 (Ord (ω,A)) SeiA einen × n–Matrix, ω : IRn → IR eine Li-
nearform, dargestellt als1 × n–Matrix. Dann seiOrd (ω,A) die Matrixordnung
gegeben durch die Matrix, in der die Zeileω den Zeilen vonA vorangestellt wird.

Damit haben wir gleich ein Beispiel für 5.2:

Beispiel 5.4 Sei eine Linearform durch einen Zeilenvektorω gegeben. Verfeinert
werde die Halbordnung<ω durch≺A mit der MatrixA zu der Ordnung≺. Dann
ist≺ gerade die OrdnungOrd (ω,A).

Beweis:Um x <Ord(ω,A) y zu entscheiden, werden nach Definition der Matrix-
ordnung zunächstωT log x undωT log y verglichen. Bei Gleichheit lexikografisch
die weiteren KomponentenA log x,A log y. Das ist aber gerade die Verfeinerung
von<ω mit ≺A nach 5.2. 2

Der folgende Satz ist im kommutativen Fall klar, wir zeigen ihn auch für Algebren
ordnungserhaltender Art.

Satz 5.5 Gegeben sei eine Ore–AlgebraD ordnungserhaltender Art. Die Monom-
ordnung sei eine Matrixordnung mit der Initialformω. Für h, g ∈ D gilt dann
in(hg, ω) = in( in(h, ω) in(g, ω), ω).

Beweis:Wir schreibenh = in(h, ω) + h′ undg = in(g, ω) + g′. Dann ist

hg = in(h, ω) in(g, ω) + hg′ + h′ in(g, ω)

Wir zeigen: für allet ∈ T(hg′) gilt t ≺ω LT (hg). Ist t ∈ T(hLT (g′)), so
folgt das wegenLT (g′) ≺ω LT (g) mit der Monotonie von≺ω. Für beliebige
g̃ ∈ T(g′) ist dannhg̃ �l hLT (g′). Mit dem gleichen Argument sind alle Terme
aush′ in(g, ω) bezüglich≺ω echt kleiner alsLT (hg). Bleiben nur die Terme aus
in(h, ω) in(g, ω) als Kandidaten für den Initialterm vonhg bezüglichω. 2
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Definition 5.6 (kompatible Halbordnung) Sei eine Halbordnung< auf den Mo-
nomen gegeben sowie eine Monomordnung≺ und eine MengeG von Polynomen.

Dann lassen sich die Terme jedes Polynomsg ∈ G fallend nach≺ sortieren. Wir

erhalten eine Darstellungg =
m∑
i=1

gi.

Die Halbordnung< heißt dannkompatibel zu≺ aufG, wenn dabei stetsgj ≤ g1

gilt, also für alleg ∈ G das Leitmonom bezüglich≺ in der Halbordnung< nicht
kleiner als eines der anderen Monome ist.

Die Verfeinerung≺+ einer Halbordnung< durch eine beliebige Ordnung≺ ist
daher per Definition kompatibel zu<.

Der folgende Satz wird in [AmGlKü] ohne Beweis implizit mit der Bemerkung,
das Gewichtωk sei kompatibel zu der vorherigen Ordnung≺k−1 verwendet. Er
gibt auch gleich einen Einblick, wie die Zwischengewichte im Gröbner–Walk zu-
stande kommen.

Satz 5.7 Seien Matrixordnungen≺A,≺B zu den Matrizen mit den Zeilen

A =


ω
ω1

ω2

...
ωn

, B =


ω1

ω1

ω2

...
ωn


gegeben. Bezeichneτ(t) := (1− t)ω + tω1 einen Punkt auf der Geradenωω1.

SeiG eine endliche Menge von Polynomen. Seis ∈ [0, 1] maximal mit der Eigen-
schaft, daß für keint ∈ [0, s) ein g ∈ G mit einem Termg′ ∈ T(g) \ T( in(g, ω))
mit degτ(t)(g) = degτ(t)(g

′) existiert.

Für alle g ∈ G, g′ ∈ T(g) gilt dannLM≺A (g) �τ(s) g
′.

Beweis:Zunächst bemerken wir, daßdegτ(t)(g) als Maximum von Linearformen
eine stetige Funktion int ist.

Seig ∈ G mit g0 := LM≺A (g). Wir betrachten einen weiteren Termg1 ∈ T(g).

Sei zunächstg1 6∈ T( in(G,ω)). Angenommen, es wäredegτ(s)(g0) < degτ(s)(g1).
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Dann gäbe es wegendegτ(0)(g0) = degτ(0)(g) > degτ(0)(g1) nach dem Zwischen-
wertsatz eint ∈ (0, s) mit degτ(t)(g) = degτ(t)(g1). Das ist ein Widerspruch zur
Definition vons. Daraus folgtg0 �τ(s) g1.

Sei nung1 ∈ T( in(g, ω)). Mit ~g0, ~g1 bezeichnen wir die zugehörigen Vektoren.
Dag0 das Leitmonom ist, giltg1 ≺A g0. Es folgtω1 ~g0 ≥ ω1 ~g1 und daher

τ(s)~g0 = (1− s) ω~g0︸︷︷︸
=ω ~g1

+s ω1 ~g0︸︷︷︸
≥ω1 ~g1

≥ ω1 ~g1.

2

5.2 Der Gröbner–Walk im kommutativen Fall

In der kommutativen Situation muß man sich über die Zulässigkeit von Matrix-
ordnungen keine Gedanken machen, wie es in der nichtkommutativen Situation
später der Fall sein wird.

Wie schon erwähnt, sind die folgenden Ausführungen wie in ([AmGlKü]) be-
schrieben, alle Argumente zum nichtkommutativen Fall stammen von mir.

Es gibt eine Startordnung≺A und eine Zielordnung≺B, dargestellt durch Matri-
zenA resp.B.

Die erste Zeile vonA seiσ, die erste Zeile vonB seiτ .

Der Pfad des “Gröbner–Walk” ist die Streckeστ , (die ersten Zeilen der Matrizen
spielen ja eine herausragende Rolle für die Bestimmung der Ordnung). Genau
genommen werden die MatrixordnungenOrd (ω,B) , ω ∈ στ betrachtet. Bevor
also die eigentliche “Wanderung” beginnt, wird von der Ordnung≺A zur Ordnung
Ord (σ,B) übergegangen und danach werden die Zwischenordnungen, die sich
nur in der ersten Zeile der Matrizen unterscheiden, mit den ersten Zeilenω ∈ στ
aus dem Pfad identifiziert.

Diesen Pfad wird entlanggewandert, bis sich in einem der gegebenen Basisele-
mente der Leitterm ändert. Es stellt sich heraus, das sich dieser Punkt durch Lö-
sen einer linearen Gleichung berechnen läßt. Praktisch handelt es sich also nicht
um kontinuierliches Wandern, sondern man springt zum nächsten interessanten
Punkt. So wird das Verfahren erst algorithmisch faßbar.
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Auf dem Pfad ergeben sich die Zwischenschritte

σ = ω1, ω2, . . . , ωm = τ .

Die Ordnungen, die auf diesem Weg eine Rolle spielen, werden wie folgt einheit-
lich notiert:

≺0 := ≺A= Ord (σ,A)

≺1 := Ord (ω1, B) = Ord (σ,B)

...

≺m := Ord (ωm, B) = Ord (B)

Der Pfad wird “abgearbeitet”, und im Verlauf werden Gröbnerbasen zu jedem
≺k, k = 1, . . . ,m berechnet.

Im nichtkommutativen Fall stellt sich immer die Frage nach der Zulässigkeit der
definierten Ordnungen. Insbesondere ist später zu untersuchen, ob bei gegebener
zulässiger Start- und Zielordnung auch alle Ordnungen auf dem Pfad dazwischen
zulässig sind.

5.2.1 Die Einzelschritte

Gegeben ist anfangs ein IdealI aus unserer Ore–Algebra, die Startordnung≺A,
zuω0 die Zielordnung≺B sowie eine Gröbnerbasis(I0,≺0) vonI.

Nun wird der Schritt von≺k−1, Ik−1, ωk−1 zu≺k, Ik, ωk beschrieben.

Dabei ist als Vorbedingung≺k−1, Ik−1, ωk−1 ein Tripel, in demIk−1 eine redu-
zierte Gröbnerbasis bezüglich der Ordnung≺k−1 darstellt.

Nach dem Schritt istIk eine reduzierte Gröbnerbasis bezüglich≺k.

Den Algorithmus sehen wir in Kurzform in Abbildung 1. Die Schritte werden nun
erläutert und die Korrektheit des Verfahrens gezeigt.

Im Schritt 2 werden die Initialpolynomein(Ik−1, ωk−1) in der Ordnung≺k−1

betrachtet.

Bemerkung 5.8 Gegeben sei ein IdealI = 〈g1, . . . , gr〉, wobei{g1, . . . , gr} eine
Gröbnerbasis vonI ist. Dann ist in(gi, ωk), i = 1, . . . , r zugleich eine Gröbner-
basis des Initialideales〈 in(g1, ωk), . . . , in(gr, ωk)〉 .
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Eing: Ordnungen: “<”=Ord (A), “<<”=Ord (B), G ⊂ O reduzierte Gröbnerbasis
bezüglich “<”. Der Startgewichtsvektorσ, der erste Zeilenvektor vonA und
der Zielgewichtsvektorω, der erste Zeilenvektor vonB.

Ausg: ModifiziertesG ⊂ O, Gröbnerbasis desselben Ideales bezüglich “<<”.

Bez: ≺,≺+ aktuelle und nächste Ordnung.ω: aktueller Gewichtsvektor.

Algo:

1 ω = σ,≺= Ord (A), Initialisieren.
≺+= Ord (σ,B)

2 Gω = in(G,ω) InitialpolynomeGω extrahieren.
3 G+

ω = sort (Gω,≺+) Nach der neuen Ordnung sortieren.
4 G+

ω = init_gb(G+
ω ,≺+) Gröbnerbasis derGω bestimmen

5 G+
ω = reduktion(G+

ω ,≺+) Zwischenreduktion.
6 G = lift(G+

ω ,≺+, Gω, G,≺) Liften zu einer Gröbnerbasis vonG.
7 G = reduktion(G,≺+) Zwischenreduktion.
8 ω = τ ⇒ Rückgabe:G Zielordnung erreicht?
9 t = Rand(ω, t,G) Nächste Grenze suchen.

@t⇒ Rückgabe:G Kein weiterer Schritt nötig!
ω = (1− t)ω + tτ Nächstes Grenzgewicht bestimmen.

10 ≺=≺+,≺+= Ord (ω,B), Nächste Iteration vorbereiten.
gehe nach 2.

Abbildung 1: Algorithmus “Gröbner–Walk”

Beweis:Seigi := in(gi, ωk). Weil gi undgi die selben Leitterme haben, gibt es
Monomea, b mit g := S(gi, gj) = agi − bgj sowieg := S(gi, gj) = agi − bgj.

Diesesg ist ωk–homogen. Modulog1, . . . gr reduziert sichg zu 0. Insbesondere
kann man vong sukzessive Vielfachec1gi1 , . . . , csgis mit Monomenci subtrahie-
ren, bis alle Monmom vom selbenωk-Grad wieg eliminiert sind. Wir erhalten

g −
s∑
i=1

cigi = 0 weil dieωk–Homogenität stets erhalten beleibt.

Damit reduziert sich jedesS(gi, gj) modulo{g1, . . . , gr} zu 0 und wir haben eine
Gröbnerbasis. 2

Bemerkung 5.9 Mit den Bezeichungen und Voraussetzungen aus Bemerkung 5.8
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gilt 〈 in(I, ωk)〉 = 〈 in(g1, ωk), . . . , in(gr, ωk)〉 .

Beweis:Für ein beliebigesg ∈ I haben wir, da{g1, . . . , gr} eine Gröbnerbasis

ist, Polynomep1, . . . , pr mit g =
r∑
i=1

pigi undpigi � g. Für g ergibt sich daraus

g =
∑
i

in(pi, ωk) in(gi, ωk) ∈ 〈 in(g1, ωk), . . . , in(gr, ωk)〉 , wobei über diei mit

degωk g = degωk(pigi) zu summieren ist. Damit ist “⊆” gezeigt, die andere Rich-
tung ist aber klar. 2

Bemerkung 5.10 Bemerkung 5.8 ist für Ore–Algebren im Allgemeinen falsch.
Ein Gegenbeispiel ist die Ore–Algebra mit den Variablenn, x und dem Shiftopera-
tor Sn. Die Ordnung sei lexikografisch mitn > x > Sn undI = 〈nx, (n+ 1)Sn〉.

Beweis:Die Erzeugenden bilden eine Gröbnerbasis, denn es istS(nx, (n+1)Sn) =
Sn(nx)−x((n+ 1)Sn) = (n+ 1)xSn− (n+ 1)xSn = 0. Für die Initialpolynome
gilt jedochS(nx, nSn) = Sn(nx) − x(nSn) = (n + 1)xSn − nxSn = xSn, was
sich modulo der Initialpolynome nicht weiter reduziert. 2

Für das spätere Liften in Algebren ordnungserhaltender Art werden wir also mit
der Gröbnerbasis selbst rechnen statt nur mit den Initialpolynomen. Leider ist
dann nicht mehr garantiert, daß mit dem Leitterm in der vorherigen Ordnung au-
tomatisch auch der Leitterm in der neuen Ordnung im gelifteten Polynom vor-
kommt.

In Schritt 3 wird nach der neuen Ordnung sortiert.

Schritte 4 und 5 sind die Bestimmung der reduzierten GröbnerbasisG+
ω des Initial–

Ideals. Dies ist gewöhnlich sehr einfach, da die meisten Initialformen nur aus ei-
nem Monom bestehen.

Satz 5.11Die mit dem Buchberger–Algorithmus gewonnene Gröbnerbasis eines
vonω–homogenen Elementen erzeugten Ideales besteht wieder ausω–homogenen
Elementen. Die reduzierte Gröbnerbasis besteht ebenfalls ausω–homogenen Ele-
menten.

Beweis:Dies folgt aus der leicht nachzurechnenden Tatsache, daß S–Polynome
ω–homogener Polynome wiederω–homogen sind. Ebenso ist die Reduktion ei-
nes einesω–homogenen Polynomes nach einem anderenω–homogenen Polynom
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selbstω–homogen. 2

Bemerkung 5.12 Im Nichtkommutativen sind beide Aussagen von Satz 5.11 im
Allgemeinen falsch.

Beweis:Ein Gegenbeispiel ist die OperatoralgebraD(x,Dx;n, Sn) mit der lexi-
kografischen Ordnungn > x > Dx > Sn und das IdealI = 〈xSn, nDx〉. Das
S–PolynomS(xSn, nDx) = nDxxSn − xSnnDx = nSn − xSnDx wird reduziert

zunSn − xSnDx
xSn−→ nSn + Sn. Durch den Buchbergeralgorithmus kommt also

genau das ElementnSn + Sn hinzu.

Die entstehende Gröbnerbasis ist bereits reduziert. 2

Wir werden ein Beispiel sehen, wo durch diesen Effekt die Basis der Initialpolyno-
me kollabiert. Ohne die Homogenität muß ein S-Polynom vonωk-Initialpolynomen
in der neuen Ordnung bezüglich der alten Ordnung nicht mehr notwendig einen
Lift haben.

Schritt 6 des Algorithmus schließlich erzeugt die nächste Gröbnerbasis auf dem
Weg. Dazu wird jedes Polynom

mi ∈ G+
ω = {m1, . . . ,ms} (6)

durch Polynomdivision mit der Gröbnerbasisin(Gω,≺) dargestellt als Summe

mi =
r∑
j=1

hij in(gj, ωk) (7)

mit gj aus Ik−1 und hij in(gj, ωk) � mi. Das Liften besteht nun darin, jedes
in(gj, ωk) in der Darstellung aus (7) dermi aus (6) durchgj selbst zu ersetzen

und sofi =
r∑
j=1

hijgj zu erhalten. Damit erhalten wir

F := {f1, . . . , fs}. (8)

Nun ist zu zeigen, daßF eine Gröbnerbasis vonI bezüglich≺ ist.

Hierfür zeigen wir zunächst einige einfache Aussagen:



58

Satz 5.13SeiI ⊂ D ein Ideal einer Ore–Algebra.D sei ordnungserhaltend be-
züglich der Monomordnung≺. Ist dannF ⊂ I eine endliche Teilmenge, und gilt
LM (I) ⊆ LM (〈LM (F )〉 ) so folgt〈F 〉 = I.

Beweis:Sofort folgt〈F 〉 ⊆ I ausF ⊂ I.

Der Beweis vonI ⊂ 〈F 〉 folgt mit noetherscher Induktion. Es bezeichne�∗ die
durch≺ induzierte Halbordnung aufD. Dann erfüllt�∗ die absteigende Ketten-
bedingung, da≺ eine totale Ordnung ist: Zu einemg ∈ D gibt es nur endlich
viele Monomem ≺ LM (g) daher muß jede fallende Ketteg �∗ g1 . . . �∗ gs . . .
abbrechen.

Nun wird zug ∈ I die Aussageg ∈ 〈F 〉 auf g′ ∈ 〈F 〉 für ein g′ ≺∗ g zurückge-
führt:

Seig ∈ I. Dann gibt es nach Voraussetzungp1, . . . , pn ∈ D, f1, . . . , fn ∈ F mit

LM (g) = LM

(
n∑
i=1

piLM (fi)

)
. Nun muß sichLM (g) in einem der Summanden,

etwapiLM (fi) finden, also auch inaLM (fi) für ein Monoma ∈ M(pi). Wir er-

haltenLT (g) = LT
(

LC(g)
LC(afi)

afi

)
und es folgtg = LC(g)

LC(afi)
afi + g′, g′ ≺∗ g. Der

linke Summand ist aus〈F 〉 undg′ nach Induktionsannahme. 2

Bemerkung 5.14 Die Ordnung≺k−1 verfeinert die Halbordnung≺ωk .

Dies zeigen wir, wenn die Bestimmung vonωk genauer betrachtet wird. Fürk = 1
ist die Aussage klar, daω1 die Leitform von≺A ist.

Satz 5.15Es gilt LT (mi) = LT (fi) , i = 1, . . . , s

Beweis:Es istfi −mi =
r∑
j=1

(hijgj − hij in(gj, ωk)). Für jeden Summanden gilt

mit Satz 5.5hijgj − hij in(gj, ωk) ≺ωk mi. Daωk die Leitform der neuen Ord-
nung ist, erhalten wirLM (fi −mi) ≺ωk LM (mi) was bedeutet, daßfi undmi

das gleiche Leitmonom haben müssen. 2

Satz 5.16F ist eine Gröbnerbasis vonI bezüglich≺.
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Beweis:Es istF ⊆ I. WennLM (I) ⊆ LM (〈LM (F )〉) gezeigt werden kann,
erzeugtF mit Satz 5.13 auchI und ist eine Gröbnerbasis. SeiM = G+

ω .

Wir haben

LM (I) =

LM ( in(I, ωk)) ⊆ LM (〈 in(I, ωk)〉)
(∗)
= LM (〈LM (〈M〉 )〉 ) (◦)

= LM (〈LM (M)〉 ).

Wobei(∗) Bemerkung 5.9 ist, und(◦) eine Eigenschaft von Gröbnerbasen.

Mit Satz 5.15 ist〈LM (M)〉 = 〈LM (F )〉, und wir erhaltenLM (I) ⊆ LM (〈LM (F )〉)
2

Im folgenden Schritt 7, der Zwischenreduktion, erhalten wir also eine reduzierte
GröbnerbasisIk vonI bezüglich≺k.

Wenn nun die Zielordnung erreicht ist, sind wir fertig.

Ansonsten folgt die Berechnung der nächsten Ordnung. Hierfür muß der nächste
Gewichtsvektor auf der Strecke vonωk bis τ gefunden werden, für den Initial-
formen der reduzierten GröbnerbasisIk degenerieren. Um einen solchen Wechsel
der Initialformen zu erkennen, parametrisieren wir die Gewichtsvektoren auf der
Streckeωkτ durch

ω(s) := ωk + s(τ − ωk), 0 < s ≤ 1. (9)

Wir stellen die Elemente vonIk in der Form

{
g =

m∑
i=1

pgi

}
als Summe von Termen

dar. Dann bezeichnetdgi(s) := degω(s)(pgi) einen linearen Ausdruck ins.

t = min ({s |dg1(s) = dgi(s), dg1(0) 6= dgi(0), g ∈ Ik }) ∩ [0, 1] (10)

Für diese Berechnung braucht man pro Monom ein Skalarprodukt inlQn und
eine rationale Division, um die Gleichungen mit der Parametrisierung (9) nachs
aufzulösen. Wenn alsot existiert, ist es eine positive rationale Zahl. Istt = 1, so
wird der nächste Schritt der letzte sein.

Nun kennen wir das neue Gewichtωk+1 und können den Beweis von Bemerkung
5.14 fürk > 1 nachtragen:

Beweis:von Bemerkung 5.14. Zu zeigen ist:≺ωk+1
wird durch≺k verfeinert.
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Diese Bemerkung ist in [AmGlKü] nur erwähnt und nicht ausgeführt. In [CoKaMa]
wird mit “Gröbner cones” argumentiert, was hier vermieden werden soll. Zum
Beweis reicht die Beobachtung, daß nach Konstruktion bezüglich aller Gewichte
ω ∈ ωkωk+1 stets das Leitmonom bezüglich≺k unter den Initialmonomen ist:
LM≺k (g) ∈ M( in(g, ω)).

Die gefundene neue Leitform stößt an die Grenze, wo eines der bisher durch≺ωk
dominierten Monome Kandidat für das bisherige Leitmonom wird.

Verfeinert man diese Grenzform durch die alte Ordnung, ergeben sich somit die
ursprünglichen Leitmonome. Also wird≺ωk+1

durch≺k verfeinert. 2

5.2.2 Eine Beispielrechnung

In diesem Abschnitt sollte ein Ausdruck{a, b, c, . . .} als Liste aufgefaßt werden,
denn manchmal spielt die Reihenfolge der Einträge eine Rolle.

Das IdealI im folgenden Beispiel stammt aus Kap. 3.3 in [Roda]. Er listet dort
die möglichen Gröbnerbasen vonI und die dazu führenden Ordnungen auf.

Satz 5.17Gegeben sei der PolynomringlQ[x, y, z] mit der gradlexikografischen
Ordnung (mitx > y > z).

Dann sind die Elementeg1 = x3 + xz − 2z, g2 = y3 − xz eine reduzierte Gröb-
nerbasis vonI = 〈x3 + xz − 2z, y3 − xz〉.

Beweis:Das S-Polynom wird mit{g1, g2} reduziert:

S(gi, g2) = y3g1 − x3g2 = xy3z − 2y3z + x4z
y3−xz−→ −2y3z + x2z2 + x4z
y3−xz−→ x4z − 2xz2 + x2z2

x3+xz−2z−→ −xz(x3 + xz − 2z) + x4z − 2xz2 + x2z2 = 0.

Da sich das einzige S-Polynom zu Null reduziert, liegt eine Gröbnerbasis vor. Of-
fensichtlich teilt aus Gradgründen keiner der Leitterme einen der anderen ing1, g2

auftauchenden Terme und somit ist die Basis reduziert. 2
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Gesucht ist eine Gröbnerbasis bezüglich der durch die Matrix

 3 2 6
0 0 1
1 0 0

 gege-

benen Ordnung. Die Basis bezüglich der Zielordnung wird drei Elemente haben.
Anfangs wird der Algorithmus recht ausführlich abgearbeitet, später werden wir
einige abkürzende Überlegungen benutzen.

Unsere Ausgangslage (Schritt 1) ist:

A =

 1 1 1
1 0 0
0 1 0

 ,

B =

 3 2 6
0 0 1
1 0 0


ω =

(
1 1 1

)
τ =

(
3 2 6

)
≺+ = Ord (ω,B) = Ord

 1 1 1
3 2 6
0 0 1


Dabei ist die Ordnung≺+ durch die ersten Zeilen vonB bestimmt, da die letzte
Zeile der Zielordnungsmatrix von den≺+ definierenden Zeilen linear abhängig
ist.

Im Verlauf des Gröbner–Walks kann es passieren, daß zur Definition von≺+ auch
die letzte Zeile der Zielordnung mit herangezogen werden muß, falls die ersten
beiden mit dem aktuellen Gewicht eine singuläre Matrix bilden.

In Schritt 2 des Verfahrens werden nun die Initialpolynome extrahiert. Das sind
hier gerade die MonomeGω = {x3, y3}. Dies ist bezüglich≺+ bereits sortiert und
offenbar (als Menge von Monomen) auch eine reduzierte Gröbnerbasis (Schritte
3,4,5). Auch Schritt 6, das Liften, ist hier trivial. Nachdem nichts verändert wurde,
erhalten wir die alte Basis zurück:

G = lift(G+
ω ,≺+, Gω, G,≺) = {y3 − xz, x3 + xz − 2z}.

Die Zielordnung ist offenbar noch nicht erreicht (Schritt 8). Nun kommen wir zur
Randberechnung, dem Schritt 9:
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Wir haben die Teilmonome{{x3, xz, z}, {y3, xz}}, hier fallend sortiert nachω–
Gewicht. Diese entsprechen den Mengen von Vektoren

T1 =


 3

0
0

,
 1

0
1

,
 0

0
1

, T2 =


 0

3
0

,
 1

0
1

.

Nun suchen wir das kleinstet, für das sich ein Leitterm durch Übergang zuvt =(
1 1 1

)
+ t(

(
3 2 6

)
−
(

1 1 1
)
) =

(
1 1 1

)
+ t(

(
2 1 5

)
), t ∈

(0, 1] ändert. Da der Leitterm im generischen Fall, wennt nicht auf dem Rand
liegt, ein Monom ist, sagen wir, das Polynom “degeneriert” . Das bedeutet hier

für einw ∈ T1 \
{(

3 0 0
)}

gilt vt

 3
0
0

 = vtw oder

für einw ∈ T2 \
{(

0 3 0
)}

gilt vt

 0
3
0

 = vtw.

FürT1 berechnen wirvt

 3
0
0

 = 3+6t undvt

 1
0
1

 = 2+7t, vt

 0
0
1

 = 1+5t,

wir erhalten die Gleichungen3 + 6t = 2 + 7t, 3 + 6t = 1 + 5t, also die Lösungen{
1,−1

2

}
. Der Leitterm degeneriert also nur für die Zielordnung.

FürT2 ist vt

 0
3
0

 = 3+3t und für den einzigen Kandidaten fürw ist vt

 1
0
1

 =

2+7t, es ergibt sich die Gleichung3+3t = 2+7t, alsot = 1
4
. Von den Lösungen

kommen nur1
4
, 1 in Frage, das Minimum istt = 1

4
.

Der nächste potentielle Verzweigungspunkt ist daher bei dem Gewichtsvektor(
1 1 1

)
+ 1

4

(
2 1 5

)
=
(

6
4

5
4

9
4

)
. Damit sind wir bei Schritt 10, das

alte≺+ wird die Startordnung, und≺+ wird durch das neue Gewicht, verfeinert
durch die Zielordnung, definiert:

A :=

 1 1 1
3 2 6
0 0 1

 , ω :=
(

6
4

5
4

9
4

)
,≺+:= Ord


6
4

5
4

9
4

3 2 6
0 0 1
1 0 0
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Hier sind die ersten drei Zeilen linear unabhängig, die vierte ist also für die Ord-
nung redundant:

≺+= Ord

 6
4

5
4

9
4

3 2 6
0 0 1

. Die Initialterme der Basiselemente sind nun keine Mo-

nome mehr undy3 − xz ist ω–homogen (so wurde ja das neue Gewicht gewählt),
wobei die zweite Zeile der neuen Ordnung entscheidet, daßy3 ≺+ xz gilt. Die
neuen Initialterme sind somit:

Gω =
{
x3,−xz + y3

}
.

Dies ist nach der neuen Ordnung bereits sortiert. Nun bestimmen wir die Gröb-
nerbasis nach Buchberger:

Als erstes S-Polynom erhalten wirx2y3, welches, da keinz auftaucht und der
Grad inx zu niedrig ist, nicht reduziert werden kann.

Im kommutativen Fall verschwindet jedenfalls das S-Polynom zweier Monome.
Damit kommen sukzessiveS(x2y3,−xz + y3) = xy6 undS(xy6,−xz + y3) = y9

hinzu.

Wir erhalten damit folgende Gröbnerbasis der Initialpolynome:

Gω = {−xz + y3, x3, x2y3, xy6, y9}.

Der Prozeß des Liftens kann nun durch Division durch die Menge von Polynomen
G stattfinden. Wir werden hier allerdings die Bildung der S-Polynome einfach mit
den ursprünglichen Basiselementen statt der Initialformen nachvollziehen (was im
Wesentlichen dasselbe ist):

−xz + y3 ← t1 = −xz + y3

x3 ← t2 = x3 + xz − 2z

x2y3 ← t3 = zt2 + x2t1 = x2y3 + xz2 − 2z2

xy6 ← t4 = zt3 + xy3t1 = xy6 + xz3 − 2z3

y9 ← t5 = zt4 + y6t1 = y9 + xz4 − 2z4

Das Resultat nun noch einmal nach aufsteigenden Leitmonomen und mit geordnet
sortierten Polynomdarstellungen aufgeschrieben:
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G =
{−xz + y3, x3 + xz − 2z, x2y3 + xz2 − 2z2, xy6 + xz3 − 2z3, y9 + xz4 − 2z4}

Reduktion dieser Basis führt (viaxz → y3) auf:

G =
{−xz + y3, x3 + y3 − 2z, x2y3 + zy3 − 2z2, xy6 + y3z2 − 2z3, y9 + z3y3 − 2z4}.

Wegent 6= 1 sind wir noch nicht fertig und gelangen wieder zur Randberechnung.

Von den ersten beiden Polynomen wissen wir, daß sie keinen weiteren Wert fürt
liefern werden. Bleiben die drei neuen Basiselemente zu betrachten:

T3 =


 2

3
0

,
 0

3
1

,
 0

0
2

, T4 =


 1

6
0

,
 0

3
2

,
 0

0
3

,

T5 =


 0

9
0

,
 0

3
3

,
 0

0
4

.

Nun ist

vt =
(

6
4

5
4

9
4

)
+t(
(

3 2 6
)
−
(

6
4

5
4

9
4

)
) = 1

4
(
(

6 5 9
)
+t
(

6 3 15
)
),

und wir erhalten die Gleichungen

3− 3t = 0 , 9− 9t = 0 ⇒ t = 1

3− 15t = 0 , 9− 21t = 0 ⇒ t ∈
{

1

5
,
3

7

}
3− 27t = 0 ,−9 + 33t = 0 ⇒ t ∈

{
1

9
,

3

11

}
.

Also degeneriertxy6+y3z2−2z3 beim Gewichtsvektor1
4
(
(

6 5 9
)
+1

5

(
6 3 15

)
) =

1
5

(
9 7 15

)
. Abery9 + z3y3 − 2z4 degeneriert bereits beit = 1

9
unter dem Ge-

wichtsvektor1
4
(
(

6 5 9
)

+ 1
9

(
6 3 15

)
) = 1

3

(
5 4 8

)
.

Hiermit werden die Daten für die “dritte Runde” aktualisiert:

A :=

 6
4

5
4

9
4

3 2 6
0 0 1

 , ω :=
(

5
3

4
3

8
3

)
,≺+:= Ord

 5
3

4
3

8
3

3 2 6
0 0 1

.

Nun schreibt sichG als
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{−xz + y3, x3 + y3 − 2z, x2y3 + zy3 − 2z2, xy6 + y3z2 − 2z3, z3y3 + y9 − 2z4},
inzwischen hatz3y3 das Monomy9 als Leitmonom “überholt”. Wir erhalten als
Initialterme (wobei nach Wahl vonω der letzte degeneriert)

Gω = {−xz, x3, x2y3, xy6, z3y3 + y9}.

Zur Bestimmung der Gröbnerbasis kommen nur die S-Polynome mit dem Nicht–
Monom in Betracht. Das ist die Menge{xy9, x3z3y9, x2y9, xy3}. Alle Elemente
sind Vielfache von Monomen ausGω, reduzieren sich sich also zu 0.Gω ist daher
eine Gröbnerbasis bezüglich≺+ undG bleibt wie zuvor.

Der Leitterm vonz3y3 +y9−2z4 hat sich verändert. Der entsprechende Randwert
ergibt sich aus den Gleichungen

vt

 0
3
3

−
 0

9
0

 = 0, vt

 0
3
3

−
 0

0
4

 = 0,

mit vt = ω + t(
(

3 2 6
)
− ω) =

(
5
3

4
3

8
3

)
+ t
(

4
3

2
3

10
3

)
ergeben sich die

Lösungent = 0, t = 1, dieses Polynom degeneriert also erst in der Zielordnung.

Damit können wir sofort zum nächsten, zuvor fürxy6 + y3z2 − 2z3 berechneten,
Gewichtω = 1

5

(
9 7 15

)
übergehen. Wir erhalten

A :=

 5
3

4
3

8
3

3 2 6
0 0 1

 , ω :=
(

9
5

7
5

15
5

)
,≺+:= Ord

 9
5

7
5

15
5

3 2 6
0 0 1

.

Mit der neuen Ordnung schreibt sichG als

{−xz + y3, x3 + y3 − 2z, x2y3 + zy3 − 2z2, y3z2 + xy6 − 2z3, z3y3 + y9 − 2z4}.
Die Leitmonome sind nun

Gω = {−xz, x3, x2y3, y3z2 + xy6, z3y3}.

Im Reduktionsschritt verkleinert sichGω um das Elementz3y3, das mittelsy3z2 +
xy6 zu −xzy6 und dann vermöge−xz zu 0 reduziert wird. Die Menge der S-
Polynome mit dem einzigen Nicht-Monom ist nun{y3z3, x2y3z2, xy3z2}, alle
Terme werden zu Null reduziert.

Damit ist das Liften wieder trivial, es fällt nur das letzte Basiselement weg:

G = {−xz + y3, x3 + y3 − 2z, x2y3 + zy3 − 2z2, y3z2 + xy6 − 2z3}.



66

Der Leitterm vonx2y3 +zy3−2z2 ist gleich geblieben, aber der vony3z2 +xy6−
2z3 hat sich verändert. Damit bleibt nur noch für dieses Polynom das nächste

Gewicht zu bestimmen. Wir habenT4 =


 0

3
2

,
 1

6
0

,
 0

0
3

. Hier findet

man fürt die Gleichungen3t = 0, 6
5
− 6

5
t = 0, also sind wir im nächsten Schritt

am Ziel angelangt:

A :=

 9
5

7
5

15
5

3 2 6
0 0 1

 , ω :=
(

3 2 6
)
,≺+:= Ord

 3 2 6
0 0 1
1 0 0

.

Hier tritt erstmals der Fall ein, daß die dritte Zeile der Zielmatrix herangezogen
wird, dies mag in anderen Fällen aber auch zwischendurch passieren. Nun ist

G = {−xz + y3, x3 − 2z + y3,−2z2 + zy3 + x2y3,−2z3 + y3z2 + xy6}.

Wir befinden uns an einem Schnittpunkt von “Gröbnercones”, es degenerieren in
der Zielordnung gleich mehrere Basispolynome!

Allerdings ist diese Basis noch nicht reduziert, der Leitterm des letzten Polynoms
läßt sich mit dem zweiten Polynom eliminieren, es bleibtxy6 − x2y3z, was sich
wiederum zuxy6 − xy6 = 0 reduziert. Damit bleibt

G = {x3 − 2z + y3,−xz + y3,−2z2 + x2y3 + zy3}.

Wir erhalten für die Initialpolynome:

Gω = {x3 ,−xz ,−2z2 + x2y3 + zy3}

Es gibt nur zwei S–Polynome zu bilden:

−2z2(−xz) + x(−2z2 + x2y3 + zy3) = x3y3 + xy3z
xz→ x3y3 x3

→ 0

und

2z2(x3) + x3(−2z2 + x2y3 + zy3) = x3y3 + x3y3z
xz→ x3y3 x3

→ 0.

Da wir bei der Zielordnung angelangt sind, kommen wir zum letzten Liftungs-
schritt, der wieder trivial ist und uns zur Gröbnerbasis bezüglich der Zielordnung
führt:

G =
{
x3 − 2z + y3,−xz + y3,−2z2 + zy3 + x2y3

}
.
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6 Gröbner–Walk für Algebren ordnungserhaltender
Art

Der Gröbner–Walk läßt sich recht einfach implementieren. Nach der Implementa-
tion des Algorithmus mit dem vorgestellten Paket stellte ich fest, daß die Konver-
sion in den getesteten Beispielen funktionierte.

Ein wichtiger Punkt in den Argumentationen aus dem kommutativen Fall ist, daß
LM (p · q) = LM (LM (p) · LM (q)) gilt6 . Diese Eigenschaft kennzeichnet Alge-
bren ordnungserhaltender Art.

Dies motivierte zu untersuchen, ob der Gröbner–Walk auf Ore–Algebren ord-
nungserhaltender Art anwendbar ist, und war der Anfangspunkt zu den bereits
vorgestellten Überlegungen.

So führten Experimente mit meinem Paket zur Betrachtung des Gröbner–Walks
für Ore–Algebren ordnungserhaltender Art.

6.1 Klippen der Adaption auf den Ore–Fall

Für eine gegebene Ore–Algebra muß man sich fragen, ob eine Matrixordnung
überhaupt zulässig ist. Beim Gröbner–Walk sind zwei Monomordnungen gege-
ben. Die Zulässigkeit beider Ordnungen für die gegebene Ore–Algebra wird na-
türlich angenommen.

Doch stellt sich nicht nur die Frage, ob Start- und Zielordnung zulässig sind, son-
dern auch, wie es mit den auftretenden Zwischenordnungen aussieht. Dies wird
im folgenden Abschnitt mit positivem Ergebnis geklärt.

Ein Problem ist die Zerstörung der Homogenität nach Bilden desS-Polynomes.
Dies hat einige Konsequenzen.

Im Schritt 4 sichert Satz 5.11, daß die Gröbnerbasis der Initialmonome aus homo-
genen Elementen bezüglich der Leitform besteht und diese Homogenität auch bei
Reduktion der Basis im Schritt 5 erhalten bleibt.

Im nichtkommutativen Fall gilt dieser Satz nicht, wir sahen das Beispiel 5.12.
6Im Kommutativen ist natürlich sogarLM (LM (p) · LM (q)) = LM (p) · LM (q).
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Der Algorithmus von Buchberger generiert eventuell aus den Leitformen Elemen-
te, deren Leitterme in der Gröbnerbasis der ursprünglichen Erzeugenden nicht als
Leitterme vorkommen. Diese zusätzlichen Elemente lassen sich später natürlich
nicht liften.

Solche Elemente können aber auch nicht zu einem Leitmonom des Ideales bei-
tragen. Diese Elemente können aber schädlich sein, wenn die Gröbnerbasis der
Leitformen reduziert wird. Dann werden eventuell korrekt gefundene neue Leit-
terme eliminiert.

Dies wurde durch simplen Verzicht auf den Reduktionsschritt 5 verhindert. Wir
werden in einem Gegenbeispiel sehen, daß auch das nicht reicht, da in der Be-
rechnung der Gröbnerbasis nach Buchberger implizit eine Reduktion nach allen
bereits gefundenen Elementen steckt.

6.2 Voraussetzungen für den Gröbner–Walk

Wir betrachten eine Ore–AlgebraD = k[X1, . . . , Xm] 〈Di, σi, δi , i = 1, . . . , n〉.
Die Eigenschaft “ordnungserhaltend” hängt nun von der gegebenen Monomord-
nung< ab; übersetzt in unsere Notation besagt sie für alle

DjXi = σj(Xi)Dj + δj(Xi):

LM (σj(Xi)) ∈ k∗ ·Xi, und LM (σj(Xi)) ·Dj > LM (δj(Xi)) .

Eine Grundvoraussetzung dafür, daß die Argumentationen für das Funktionieren
des Gröbner–Walk übernommen werden können, ist natürlich, daß die Voraus-
setzung “ordnungserhaltend” bei den betrachtenden Monomordnungen erhalten
bleibt.

Seien also<,<< Matrixordnungen undA,B die zugeordneten Matrizen, so ist
zunächst zu zeigen, daß die Verfeinerung der durch die erste Zeile vonA gegebe-
nen Teilordnung durchB ordnungserhaltender Art ist:

Satz 6.1 Eine Ore–AlgebraD sei bezüglich der Matrixordnungen zu den Matri-
zenA,B ordnungserhaltender Art. Dann ist auch die Ordnung, gebildet aus der
Leitform vonA, verfeinert durch die OrdnungB ordnungserhaltender Art.

Beweis:Ordnungserhaltend heißt, daß für UnbestimmteX,D stets

DX = αXD + P
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mit LM (P ) < XD,α ∈ k∗ gilt.

Es entsprecheXD dem Ordnungsvektoru ∈ IRn und die Terme vonP der endli-
chen Menge von OrdnungsvektorenR ⊂ IRn.

Die erste Zeilea vonA bezeichnet eine Linearform. Die durchB verfeinerte Ord-
nung entspricht damit der MatrixordnungC, die entsteht, wennB zusätzlich die
Zeilea vorangestellt wird. WeilD bezüglichOrd (A) ordnungserhaltender Art ist,
folgt ∀r ∈ R : ar ≤ au. Im Falle der Gleichheit aber ergibt sich aus der Vorausset-
zung fürB, daß∀r ∈ R : Br <lex Bu. Damit folgt insgesamtLMC(P ) <C XD,
was zu zeigen war. 2

Dieses Resultat zeigt, daß die erste neue Ordnung beim Gröbner–Walk, die Ver-
feinerungA′ der Leitform vonA durchB, die Eigenschaft ordnungserhaltender
Art zu sein erhält.

Ersetzen wir nunA durchA′, so sind die weiteren Zwischenstationen Linearkom-
bination der Ausgangsmatrizen.

Satz 6.2 Eine Ore–AlgebraD sei bezüglich der Matrixordnungen zu den Matri-
zenA,B ordnungserhaltender Art. Dann ist sie auch auf den zwischen diesen
Ordnungen liegenden MatrixordnungenCτ , τ ∈ [0, 1] ordnungserhaltender Art.

Beweis: Seien wiederX,D Unbestimmte undP so, daßDX = αXD + P ,
wobeiLM (P ) < XD,α ∈ k∗ bezüglich der Zwischenordnungen zu zeigen ist.
Die ersten Zeilena, b vonA resp.B sind Linearformen. Es entsprecheXD dem
Ordnungsvektoru ∈ IRn und die Terme vonP der endlichen Menge von Ord-
nungsvektorenR ⊂ IRn.

WeilD bezüglich beider Ordnungen ordnungserhaltender Art ist, giltau ≥ max
r∈R

(ar)

sowiebu ≥ max
r∈R

(br).

Ist nunc = (1 − τ)a + τb so folgt fürτ ∈ [0, 1] sofortcu = (1 − τ)au + τbu ≥
(1− τ)ar + τbr = cr∀r ∈ R. 2

Es ergibt sich sofort aus (6.1) und (6.2):

Korollar 6.3 Eine Ore–AlgebraD sei bezüglich der Matrixordnungen zu den Ma-
trizenA,B ordnungserhaltender Art.
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Dann ist sie auch bezüglich aller im Gröbner–Walk auftauchenden Zwischenord-
nungen ordnungserhaltender Art.

Eine weitere Bedingung ist das Erhalten der Zulässigkeit auf dem Pfad.

Satz 6.4 Bezüglich einer Ore–AlgebraD seien die Matrixordnungen zu den Ma-
trizen A,B zulässig. Dann sind auch die auf den zwischen diesen Ordnungen
liegenden MatrixordnungenCτ , τ ∈ [0, 1] zulässig.

Beweis: Dies ist nach (6.3) dann erfüllt, wenn die Zulässigkeit einer Ordnung
aufD aus der Eigenschaft ordnungserhaltend zu sein gefolgert werden kann. In
[KRW], p. 6, Lemma 1.5 wird für Algebren ordnungserhaltender Art gezeigt, daß
LM (fg) = LM (f) · LM (g), wobei “·” die kommutative Multiplikation bezeich-
net. Induktiv gilt das auch für Produkte mit mehreren Faktoren.

FürP,Q ∈ M(D) ;R,R′ ∈ M(D) gilt bezüglich einer ordnungserhaltenden Ma-
trixordnung:LM (RPR′) = R · P · R′. Es folgt für P,Q ∈ M(D) ;R,R′ ∈
M(D) \ {0} ,

P < Q⇒ LM (RPR′) = R · P ·R′
∗
< R ·Q ·R′ = LM (RQR′) ,

wobei die markierte Ungleichung
∗
< gilt, da die kommutative Multiplikation einer

Vektoraddition der zugehörigen Ordnungsvektoren entspricht, die ordnungserhal-
tend ist. Damit ist aber die Zulässigkeit gezeigt. 2

Bis jetzt wurde gezeigt, daß der direkte Pfad zwischen Matrixordnungen “gang-
bar” ist. Ein Ergebnis ist also, daß Deformationstechniken wie der Gröbner–Walk
grundsätzlich möglich sind.

Als nächstes wird die naive Umsetzung des Gröbner–Walks untersucht. Dabei
war das anfangs vorgestellte Paket einerseits sehr hilfreich um den Algorithmus
zu implementieren aber auch um die Resultate zu analysieren.

6.3 Gröbner–Walk für Algebren ordnungserhaltender Art

Bei der Adaption des Gröbner–Walks gibt es zunächst keine wesentliche Ände-
rung. Schritt 5, die Zwischenreduktion, wurde weggelassen und so verhindert, daß
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nicht liftbare Elemente die bereits gefundenen Polynome entstellen. Der Lift wird
mit der vollständigen Basis statt mit der Basis der Initialmonome durchgeführt
(die ja keine Gröbnerbasis mehr sein muß).

Die Frage, ob der Lift im Schritt 6 wieder zu einer Gröbnerbasis führt, muß im
allgemeinen leider negativ beantwortet werden. Interessant ist allerdings, daß es
in vielen Fällen dennoch gut geht. Wie gesagt fand ich ein Gegenbeispiel erst nach
erfolgreichen Läufen in einigen Beispielen.

Das gefundene Gegenbeispiel wurde noch stark vereinfacht. Diese minimale Ver-
sion wird im folgenden Abschnitt diskutiert.

In der bisherigen Realisierung des Walks ist anzumerken, daß nach dem Liften
stets die ursprünglichen Basiselemente noch vorhanden sind, da auf das Reduzie-
ren im Schritt 5 verzichtet wird.

Folglich erzeugt die gefundene Basis jedenfalls noch das richtige Ideal. Ein Test,
ob eine Gröbnerbasis vorliegt, sichert also zugleich, daß der vorherige Schritt ge-
klappt hat.

So erkennt das Programm zumindest, ob es erfolgreich war — was leider recht
aufwendig ist.

6.3.1 Ein Gegenbeispiel

Das hier analysierte Gegenbeispiel “lebt” in einer Ore–Algebra mit nur einem
Operator, dem ShiftSn der Variablenn und einer zusätzlichen Variablenx. Wir
haben also die Ore–Algebra

D = lQ[x, n] 〈Sn, n 7→ n+ 1, 0〉 .

Start- und Zielordnung bezüglich der Variablen(Sn, n, x) seien gegeben durch die
Matrizen

S =

 2 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

Z =

 2 2 2
0 1 0
0 0 1
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Behauptung 6.5 Dann ist

G :=
{
n2 + n, Sn + nx

}
eine reduzierte Gröbnerbasis bezüglich der Startordnung.

Beweis:Eine Gröbnerbasis liegt vor, wenn alle S-Polynome moduloG zu Null
reduziert werden. Wir reduzieren alsoS(n2 + n, Sn + nx) nachG:

S(n2 + n, Sn + nx) = Sn(n2 + n)− n2(Sn + nx)

= ((n+ 1)2 + n+ 1)Sn − n2Sn − n3x

= 3nSn + 2Sn − n3x
Sn+nx−→ −3n2x− 2nx− n3x
n2+n−→ −2n2x− 2nx

n2+n−→ 0.

Somit haben wir eine Gröbnerbasis. Die Nicht-Leitterme der Basiselemente sind
n, nx. Offenbar ist keiner davon Vielfaches eines der LeittermeSn, n

2. Also ist
die Basis reduziert. 2

Die Störterme ergänzen das S-Polynom gerade so, daß der Faktor(n2 + n) ab-
spaltet. Im kommutativen Fall würde das S-Polynom nicht zu Null reduziert und
die Gröbnerbasis hätte ein Element mehr.

Der kritische Punkt für den Walk liegt hier beit = 1
2
, ab der Leitform

1
2

(
2 0 0

)
+ 1

2

(
2 2 2

)
=
(

2 1 1
)

beginnt sich die Überzahl vonn, x
in Sn+nx auszuwirken. Im Polynomn2 +n ändert sich der Leitterm nicht. Damit

erhalten wir als ZwischenordnungM =

 2 1 1
0 1 0
0 0 1

.

Bezüglich dieser neuen Ordnung hat nunG die Darstellung{n2 + n, nx+ Sn}.
Ein Leitpolynom hat sich geändert.

Die Initialpolynome vong1 = n2 + n undg2 = nx+ Sn sind nun

l1 = in(g1,M) = n2 undl2 = in(g2,M) = nx+ Sn.

Das erste S-Polynom ists1 = nl2 − xl1 = nSn.

Das S-Polynoms′2 = S(s1, n
2) = S(n2, nSn) = 2nSn + Sn reduziert sich mits1

zus2 = Sn.
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Das S-Polynoms′3 = S(nx + Sn, s1) = Snn
2 − n2Sn = 2nSn + Sn wird mit s2

zu 0 reduziert.

Die Gröbnerbasis der Initialpolynome ist damit:Gin = {n2, nx+ Sn, nSn, Sn}.

Beim Liften wirdSn zuSn + nx gehoben, es entsteht also kein neues Element.

Das Problem ist nicht das Liften vons2, sondern daßs2 dafür sorgt, daßs′3 zu 0
reduziert wird!

Das fehlende Basiselement istS2
n, die korrekte Gröbnerbasis berechnet sich zu

{n2 + n, nx+ Sn, nSn + Sn, S
2
n}. Dies wird klarer, wenn der Buchbergeralgo-

rithmus mit den vollen Polynomen ausgeführt wird.

Dabei wird als erstes das S-Polynoms̃′1 = S(nx+Sn, n
2+n) = nSn−nx erzeugt,

das sich zũs1 = nSn + Sn reduziert.

Als nächstes wird das S-Polynom̃s′2 = S(n2 + n, s̃1) = Sn(n2 − n) − n(nSn +
Sn) = n2Sn + 3nSn + 2Sn − n2Sn − nSn = 2(nSn + Sn) bestimmt, reduziert
sich aber offenbar zu 0, es ist ja gerade2s̃1.

Es istS(nx + Sn, nSn + Sn) = S2
n + nx2 + xSn s̃

′
3 = S2

n + x(nx + Sn), was zu
s̃3 = S2

n reduziert wird.

Diese direkte Gegenüberstellung der Erstellung der Gröbnerbasis für die vollstän-
digen Polynome und der korrespondierenden Rechnungen für die Initialpolynome
zeigt, warumS2

n nicht gefunden wird:

Die Initialpolynome generieren ein neues Element (s2), während die entsprechen-
den Operationen mit den gelifteten Elementen wieder zu einem reduzierbaren Ele-
ment führen. Das ist zunächst nicht so schlimm: das Resultat wird zu 0 oder zu
einem redundanten Element geliftet.

Dann sorgt aber das zusätzliche Element im weiteren Verlauf dafür, daß ein Ele-
ment, das in der gelifteten Rechnung tatsächlich zu einem neuen Basiselement
führt, nun zu Null reduziert wird. Wir haben hier also denselben Effekt, wegen
dem der Schritt 5, die Reduktion der Gröbnerbasis der Initialpolynome problema-
tisch war. Hier findet die schädliche Reduktion aber implizit beim Abarbeiten des
Buchbergeralgorithmus statt.
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6.4 Ausblick

Es gibt hier zwei Ausblicke. Der eine betrifft die Weiterentwicklung derMathema-
tica–Pakete “Ore” und “OreAlgs”, der andere bezieht sich auf den Gröbner–Walk,
zu dem auch ein Paket “Groebnerwalk” existiert.

6.4.1 DieMathematica-Pakete

Die Pakete sind sicher eine hilfreiche Unterstützung für den geneigten Anwender.
Die Benutzerschnittstelle und die Effizienz der Implementation ist allerdings noch
sehr ausbaubar. Auf die Schwächen bin ich im entsprechenden Kapitel eingegan-
gen, diese zu beseitigen wäre sicher ein erstes Ziel.

Ob aber das Grundpaket auch bei optimaler Implementierung in reinemMathe-
matica-Quelltext jemals mit den existierenden Systemen in anderen Computeral-
gebrasystemen oder Programmiersprachen mithalten kann, ist zu bezweifeln.

Daher wäre es denkbar die Pakete zu Schnittstellen zu Implementationen in ande-
ren Sprachen umzubauen oder zumindest zeitkritische Rechnungen auszulagern.

Eine Fülle von Erweiterungsmöglichkeiten als Versuchsplattform steht auch of-
fen. Insbesondere eine Einführung von Zählern für jegliche Operationen mit Ore-
Objekten um hardwareunabhängige Komplexitätsuntersuchungen zu ermöglichen.

Ein berechenbares Kriterium für die Zulässigkeit einer Matrixordnung auch für
nicht ordnungserhaltende Algebren wäre wünschenswert.

Bei den höheren Algorithmen könnte man untersuchen, ob nicht auch für speziel-
le Ideale in Algebren nicht ordnungserhaltender Art eine Gröbnerbasis gefunden
werden kann.

6.4.2 Der Gröbner–Walk

Ausgehend von dem gefundenen Gegenbeispiel ist eine Abwandlung des Gröbner–
Walks denkbar, bei der die störenden zusätzlichen Terme entschärft werden.

Hierzu müßte in den Buchbergeralgorithmus eingestiegen und die Reduktion nach
den bisher gefundenen Basiselementen dort anders behandelt werden. So ist durch-
aus denkbar, daß man den Effekt aus dem Gegenbeispiel in den Griff bekommt.
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Sollte das prinzipiell nicht möglich sein, kann weiterhin versucht werden, den
Test, ob der Schritt geklappt hat, effizienter zu machen (bisher werden alle S-
Polynome reduziert ohne irgendeine spezielle Information über die Elemente aus-
zunutzen).

Eine weitere, hier nicht weiter verfolgte Idee ist das Untersuchen kommutativer
Gröbnerbasen für die Initialmonome (also simples Fortlassen aller Störterme).
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A Einführung in die Benutzung der Pakete

Die folgenden Ausführungen sind größtenteils mitMathematica Version 5.1 er-
stellt und anschließend im TEX-Format abgespeichert worden. Der Text dürfte
beweisen, daß die Unterstützung des TEX–Formates inMathematica noch ver-
besserungsfähig ist7.

Das Package Ore.m

Das Mathematica-Paket" Ore.m" dient dem Umgang mit Ore-Algebren überQ.
Es stellt etliche Operatoren als" Black Boxes" zur Verfügung, läßt aber auch be-
liebige Operatorvariablen unter Angabe derσ undδ zu. Eine Wirkung als Operator
kann man definieren, muß es aber nicht.
Ist jedem Operator eine Wirkung zugeordnet, kann man ein Operatorpolynom auf
einen Ausdruck" anwenden" . Der Ausdruck muß dabei nicht notwendig ein Po-
lynom sein.

Die Grundfunktionen sind:

- Deklaration von Operatoren,
- Addition, Multiplikation,
- Definieren verschiedener Ordnungen
- Vergleichen, Leitterme extrahieren.

Die Grundfunktionen

Wir laden das Paket und schauen die implementierten Funktionen an.Mathe-
maticaerlaubt es, auf einfache Weise alle Funktionen anzuzeigen (Die Datei Ore.m
muß dabei fürMathematicaauffindbar sein):

Needs[" Ore‘" ]Needs[" Ore‘" ]Needs[" Ore‘" ]

Das Ergebnis des Aufrufs “?Ore‘*?Ore‘*?Ore‘*” ist eine Tabelle aller implementierten Funk-
tionen:

7Bis Mathematica Version 5.0 wurdenMathematica–eigene Fonts verwendet, was besser aus-
sah. Dies wurde aufgrund der komplizierten Einbindung in Latex aufgegeben.
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Ore‘Ore‘Ore‘
Delta OreLeadingSummand

NextDegeneration OreLesserTerms
NextDegenerationVec OreListOfOrderObjects

OMu OreMapOnCoefficients
Operation OreMonomial

OPo OreMultiplication
Ore OreNumberOfObjects

OreApply OreNumberOfOperators
OreCoefficientList OreNumberOfVariables

OreContent OreOne
OreCurrentMatrix OreOneMonomial

OreDeclareVariables OreOperatorNames
OreDefineDegLexOrder OreOrderData

OreDefineDiff OreOrderedListOfObjects
OreDefineDummy OrePolynomial

OreDefineLexOrder OrePolynomialsToVectorList
OreDefineOperator OreRedefineMonomOrder

OreDefineQDifferentiation OreShowStatus
OreDefineReverseDegLexOrder OreSimplify

OreDefineReverseLexOrder OreSimplifyCoefficients
OreDefineShift OreSPoly

OreEliminateContent OreSummand
OreExponent OreTerm

OreExtendedSPolynomial OreVarContent
OreGetMonomOrder OreVarEliminateContent

OreInitialTerm OreVariables
OreInverse OreVarMonomialQ

OreIsMonicQ OreZero
OreIsObjectQ OreZeroSummand
OreIsUnitQ Sigma

OreLeadingCoefficient SolvableQ
OreLeadingMonomial SummandToVector

OreLeadingOperatorMonomial

An einem Beispiel lernen wir, wie das Paket funktioniert.
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Ein exotischerer Kandidat einer ordnungserhaltenden Ore-Algebra

Die Objekte der häufigsten Ore-Algebren dürften die Operatoren in der Tabelle
von F. Chyzak& B. Salvy aus [ChySal] sein. Die Klassiker sind

- Differentiation (stetig),
- Shift (diskret) und
- q-Differentiation.

Diese algebraischen Objekte entsprechen (manchmal nicht eindeutig)" wirklichen"
Operatoren. Dem algebraischen Objekt D aus der Differentialalgebra k〈X,D〉 mit
DX=XD+1 entspricht eine lineare Operation (D" wirkt" auf ein p) auf Funktio-
nen:
Diff: f(X) | →f’(X),

Der Shift aus k〈n,S〉mit S n = (n+1)S entspricht der Wirkung:
f[n]→f[n], f(n)| →f(n+1)

Nun finden sich unter den ordnungserhaltenden Ore-Algebren weit mehr als diese
" üblichen Kandidaten" .

Weder müssen dieσi nur von einer Variablen abhängen noch homogen sein. Je
nach Monomordnung können einigeσi sogar den absoluten Grad erhöhen.
Es mag dann zwar keine Entsprechung als Operatoren auf geeigneten Funktionen-
räumen mehr geben, dennoch ist es reizvoll auch diese Exoten zu untersuchen.
Die Ore-Algebra mit folgenden Substitutionshomomorphismen und den zugehö-
rigen inneren Derivationen ist solch ein Beispiel:

σ1: X1→X1+X2∧2, X2→X2
δ1: P(X1,X2)→P(X1,X2)-σ1(P)(X1,X2)

σ2: X1→X1-X2,X2→X2
δ2: P(X1,X2)→P(X1,X2)-σ2(P)(X1,X2)

Diese Algebra soll nun mit Hilfe des Paketes Ore.m untersucht werden.
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Deklaration der Unbestimmten

Zur Definition wird ein Symbol angegeben, das nur der Darstellung in der Aus-
gabe dient, undσ undδ werden durch ihre Wirkung auf die Variablen definiert.
Da wir hier den Operatoren keine wirkliche Operation zuordnen wollen, wird als
letztes Argument eine Dummy-Funktion übergeben.

D1 = OreDefineOperator[D1, {X1→ X1 + X2∧2,X2→ X2},D1 = OreDefineOperator[D1, {X1→ X1 + X2∧2,X2→ X2},D1 = OreDefineOperator[D1, {X1→ X1 + X2∧2,X2→ X2},
{X1→ X2∧2,X2→ 0},#&]{X1→ X2∧2,X2→ 0},#&]{X1→ X2∧2,X2→ 0},#&]
D2 = OreDefineOperator[D2, {X1→ X1− X2,X2→ X2},D2 = OreDefineOperator[D2, {X1→ X1− X2,X2→ X2},D2 = OreDefineOperator[D2, {X1→ X1− X2,X2→ X2},
{X1→ X2,X2→ 0},#&]{X1→ X2,X2→ 0},#&]{X1→ X2,X2→ 0},#&]

D1

D2

Das Zuweisen der Operatoren anD1, D2 ist wichtig, denn die Symbole D1, D2
dienen nur der Ausgabe und sind keine Ore-Polynome. Viele übliche Operatoren
sind bereits vordefiniert.
Wenn wir nun eine Liste der Objekte ausgeben lassen, sehen wir, daß die auftau-
chenden Variablen automatisch als Unbestimmte registriert wurden:

OreOrderedListOfObjectsOreOrderedListOfObjectsOreOrderedListOfObjects

{D1,D2,X1,X2}

Ein Tip: Die automatische Ergänzungsfunktion vonMathematica funktioniert auch
bei den Befehlen aus den nachgeladenen Paketen. Das erspart einerseits Tippar-
beit und bietet obendrein ein Menü der möglichen Ergänzungen.

Eingabe von Ore-Polynomen

Zur Umwandlung gewöhnlicher Variablen in Ore-Polynome dient OrePolynomial,
kurz OPo. Dies ist nötig, da die Rechenfunktionen nur mit Ore-Objekten arbeiten.

Px = OPo[X1 + X2]Px = OPo[X1 + X2]Px = OPo[X1 + X2]

X1 + X2

Die bei den Operatordefinitionen erhaltenen Objekte sind bereits Ore-Polynome.
Polynome baut man nun mittels der Multiplikation und der Addition auf. Die Ad-
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dition funktioniert, wie man es sich vorstellt:

Px+D1Px+D1Px+D1

D1 + X1 + X2

Multiplikation

Für die Multiplikation wird der Befehl OreMultiplication, kurz OMu verwendet.
Produkte vonD1 Mit den Variablen ergeben das vonσ1 zu erwartende Resultat:

{OMu[D1,OPo[X1]],OMu[D1,OPo[X2]]}{OMu[D1,OPo[X1]],OMu[D1,OPo[X2]]}{OMu[D1,OPo[X1]],OMu[D1,OPo[X2]]}

{X1D1 + X22D1 + X22,X2D1}

Multiplizieren wir anD1 nacheinanderD2 und (X1+X2), also Px, ergibt das:

P = OMu[D1, D2,Px]P = OMu[D1, D2,Px]P = OMu[D1, D2,Px]

X1(D1D2) + X22(D1D2) + X2D1 + X22D2

Die Ausgabe von P ist durch eine eigene Darstellungsfunktion lesbarer gehalten.
Die interne Darstellung offenbart derMathematica-Befehl FullForm:

FullForm[P ]FullForm[P ]FullForm[P ]

OrePolynomial[
OreSummand[X1,OreMonomial[List[1, 1],List[2, 1]]],
OreSummand[Power[X2, 2],
OreMonomial[List[1, 1],List[2, 1]]],
OreSummand[X2,OreMonomial[List[1, 1]]],
OreSummand[Power[X2, 2],OreMonomial[List[2, 1]]]]

Vergleiche, Abrufen und Ändern der Ordnung

Die aktuelle Algebra mit der aktuellen Ordnung ist ordnungserhaltend. Den Test
darauf leistet der Befehl" SolvableQ" :

SolvableQSolvableQSolvableQ

True
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Die Defaultordnung auf den Monomen ist lexikografisch, wobei die Operatoren
größer als die Variablen sind. Ansonsten gilt die Reihenfolge der Deklaration:

OPo[X2] < OPo[X1]OPo[X2] < OPo[X1]OPo[X2] < OPo[X1]

True

Wir merken uns die aktuelle (defaultmäßig lexikografische) Ordnung:

merk= OreGetMonomOrder[]merk= OreGetMonomOrder[]merk= OreGetMonomOrder[]

{{D1,D2,X1,X2},
{{1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}, {0, 0, 0, 1}}}

Nun tauschen wir die Reihenfolge der Variablen in der lexikografischen Ordnung:

OreRedefineMonomOrder[{X2,X1, D1, D2}, IdentityMatrix[4]]OreRedefineMonomOrder[{X2,X1, D1, D2}, IdentityMatrix[4]]OreRedefineMonomOrder[{X2,X1, D1, D2}, IdentityMatrix[4]]

Nun ist X2 nicht mehr kleiner als X1:

OPo[X2] < OPo[X1]OPo[X2] < OPo[X1]OPo[X2] < OPo[X1]

False

Und die Algebra ist nun nicht mehr ordnungserhaltend!

SolvableQSolvableQSolvableQ

False

Nehmen wir nun eine Monomordnung, die näher an einer Gesamtgrad-Ordnung
liegt. Mit etwas Probieren kommt man auf die folgende Matrixordnung:

OreRedefineMonomOrder[{D1, D2,X1,X2},OreRedefineMonomOrder[{D1, D2,X1,X2},OreRedefineMonomOrder[{D1, D2,X1,X2},
{{3, 3, 3, 1}, {0, 1, 1, 1}, {0, 0, 1, 1}, {0, 0, 0, 1}}]{{3, 3, 3, 1}, {0, 1, 1, 1}, {0, 0, 1, 1}, {0, 0, 0, 1}}]{{3, 3, 3, 1}, {0, 1, 1, 1}, {0, 0, 1, 1}, {0, 0, 0, 1}}]

SolvableQSolvableQSolvableQ

True

Die Ordnung spielt für Gröbnerbasen eine wichtige Rolle. Die Algorithmen hier-
für befinden sich im Paket" OreAlgorithms.m" . Schon jetzt können wir den fol-
genden Satz aus der Arbeit am vorliegenden Beispiel prüfen:

A,B seien Matrizen zu Ordnungen bezüglich derer unsere Ore-Algebra ordnungs-
erhaltend ist. Dann ist die Leitform von A, verfeinert durch die Matrix B ord-
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nungserhaltend (Satz 6.1).

A = IdentityMatrix[4];A = IdentityMatrix[4];A = IdentityMatrix[4];
B = {{3, 3, 3, 1}, {0, 1, 1, 1}, {0, 0, 1, 1}, {0, 0, 0, 1}};B = {{3, 3, 3, 1}, {0, 1, 1, 1}, {0, 0, 1, 1}, {0, 0, 0, 1}};B = {{3, 3, 3, 1}, {0, 1, 1, 1}, {0, 0, 1, 1}, {0, 0, 0, 1}};
F = Drop[Prepend[B,First[A]],−1]F = Drop[Prepend[B,First[A]],−1]F = Drop[Prepend[B,First[A]],−1]

{{1, 0, 0, 0}, {3, 3, 3, 1}, {0, 1, 1, 1}, {0, 0, 1, 1}}

OreRedefineMonomOrder[{D1, D2,X1,X2}, F ];OreRedefineMonomOrder[{D1, D2,X1,X2}, F ];OreRedefineMonomOrder[{D1, D2,X1,X2}, F ];
SolvableQSolvableQSolvableQ

True

Und weiter können wir einige Ordnungen zwischen" F" und " B" nehmen, um
(6.3) zu testen. Wir betrachten zehn zufällige Leitgewichte zwischen A[[1]] und
B[[1]] und ergänzen sie durch B:

zuf = Table[Random[], {10}];zuf = Table[Random[], {10}];zuf = Table[Random[], {10}];
gewichte= Map[# ∗ First[A] + (1−#) ∗ First[B]&, zuf];gewichte= Map[# ∗ First[A] + (1−#) ∗ First[B]&, zuf];gewichte= Map[# ∗ First[A] + (1−#) ∗ First[B]&, zuf];
Zwi = Map[Drop[Prepend[B,#],−1]&,gewichte];Zwi = Map[Drop[Prepend[B,#],−1]&,gewichte];Zwi = Map[Drop[Prepend[B,#],−1]&,gewichte];

und testen die Solvable-Bedingung für alle Ordnungen:

merk= OreGetMonomOrder[]; Ergebnis= True;merk= OreGetMonomOrder[]; Ergebnis= True;merk= OreGetMonomOrder[]; Ergebnis= True;
For[i = 1, i ≤ 10, i++,For[i = 1, i ≤ 10, i++,For[i = 1, i ≤ 10, i++,
OreRedefineMonomOrder[{D1, D2,X1,X2},Zwi[[i]]];OreRedefineMonomOrder[{D1, D2,X1,X2},Zwi[[i]]];OreRedefineMonomOrder[{D1, D2,X1,X2},Zwi[[i]]];
Ergebnis= Ergebnis&&SolvableQ;Ergebnis= Ergebnis&&SolvableQ;Ergebnis= Ergebnis&&SolvableQ;
]; Ergebnis]; Ergebnis]; Ergebnis
OreRedefineMonomOrder[Sequence@@merk];OreRedefineMonomOrder[Sequence@@merk];OreRedefineMonomOrder[Sequence@@merk];

True

Dabei wurde darauf geachtet, die Monomordnung wieder herzustellen. Das ver-
meidet unliebsame Überaschungen.

Höhere Algorithmen: Das Paket OreAlgorithms

Dieses Paket baut auf Ore.m auf, hier sind komplexere Algorithmen realisiert.

Needs[" OreAlgorithms‘" ]Needs[" OreAlgorithms‘" ]Needs[" OreAlgorithms‘" ]

Schauen wir uns die hinzugekommenen Funktionen an:
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?OreAlgorithms‘*?OreAlgorithms‘*?OreAlgorithms‘*

OreAlgorithms‘OreAlgorithms‘OreAlgorithms‘
BaseGenerators OreLeftGroebner

InfoMessage OreLeftGroebnerLimited
OreAlgebrasVersion OreMonomialLCM
OreCheckExtended OreNormalForm

OreDivision OrePartDivision
OreDivisionExtended OreRandomPolynomial

OreExtendedLeftGroebnerLimited OreReduceExtendedGroebnerBasis
OreExtendedNormalForm OreReduceGroebnerBasis

OreExtendedSPoly OreReducePolynomial
OreGCD OreTopReduce

OreIsLeftGroebner OreTopReducibleQ

Es geht in erster Linie um Gröbnerbasisberechnungen und Funktionen im Um-
feld davon. Für Gröbnerbasisberechnungen wird der (kaum optimierte) Algorith-
mus von Buchberger verwendet. Für ordnungserhaltende Algebren funktioniert
das Verfahren garantiert.
Allerdings gibt es einen etwas ungewohnten Effekt: Eine Menge von Monomen
muß nun keine Gröbnerbasis darstellen!
Wir betrachten in unserer exotischen Algebra folgende Monome:

OreRedefineMonomOrder[{D1, D2,X1,X2},OreRedefineMonomOrder[{D1, D2,X1,X2},OreRedefineMonomOrder[{D1, D2,X1,X2},
{{3, 3, 3, 1}, {0, 1, 1, 1}, {0, 0, 1, 1}, {0, 0, 0, 1}}]{{3, 3, 3, 1}, {0, 1, 1, 1}, {0, 0, 1, 1}, {0, 0, 0, 1}}]{{3, 3, 3, 1}, {0, 1, 1, 1}, {0, 0, 1, 1}, {0, 0, 0, 1}}]
P = {D1,OMu[OPo[X2], D2],OPo[X1∧2]}P = {D1,OMu[OPo[X2], D2],OPo[X1∧2]}P = {D1,OMu[OPo[X2], D2],OPo[X1∧2]}

{D1,X2D2,X12}

Bilden wir nun die reduzierte Gröbnerbasis ...

G = OreReduceGroebnerBasis[OreLeftGroebner[P ]]G = OreReduceGroebnerBasis[OreLeftGroebner[P ]]G = OreReduceGroebnerBasis[OreLeftGroebner[P ]]

{X12,−X1X22,X2D2,X23,D1}

... so stellen wir fest, daß neue Elemente auftauchen. Das beruht darauf, daßσ1

hier Potenzen von X2 generiert!

Gehen wir in die lexikografische Ordnung und betrachten ein anderes Ideal:

OreDefineLexOrder;OreDefineLexOrder;OreDefineLexOrder;

P1= {D1 + OPo[X1],OMu[OPo[X2], D2],OPo[X1∧2]}P1= {D1 + OPo[X1],OMu[OPo[X2], D2],OPo[X1∧2]}P1= {D1 + OPo[X1],OMu[OPo[X2], D2],OPo[X1∧2]}
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{D1 + X1,X2D2,X12}

Timing[G = OreReduceGroebnerBasis[OreLeftGroebner[P1]]]Timing[G = OreReduceGroebnerBasis[OreLeftGroebner[P1]]]Timing[G = OreReduceGroebnerBasis[OreLeftGroebner[P1]]]

{0.146978Second, {D1 + X1,X2D2,X12,X22}}

OreRedefineMonomOrder[{D1, D2,X1,X2},OreRedefineMonomOrder[{D1, D2,X1,X2},OreRedefineMonomOrder[{D1, D2,X1,X2},
{{3, 3, 3, 1}, {0, 1, 1, 1}, {0, 0, 1, 1}, {0, 0, 0, 1}}];{{3, 3, 3, 1}, {0, 1, 1, 1}, {0, 0, 1, 1}, {0, 0, 0, 1}}];{{3, 3, 3, 1}, {0, 1, 1, 1}, {0, 0, 1, 1}, {0, 0, 0, 1}}];
P1= OreSimplify/@P1P1= OreSimplify/@P1P1= OreSimplify/@P1

{X1 + D1,X2D2,X12}

Das Simplify ist hier wichtig: Es stellt die korrekte interne Darstellung nach einer
Ordnungsänderung wieder her. Die Darstellung des ersten Elementes hat sich in
der neuen Ordnung verändert!

Timing[G = OreReduceGroebnerBasis[OreLeftGroebner[P1]]]Timing[G = OreReduceGroebnerBasis[OreLeftGroebner[P1]]]Timing[G = OreReduceGroebnerBasis[OreLeftGroebner[P1]]]

{0.423936Second, {(−1)D12,X2D2,X1 + D1,X22}}

Hier hat sich mit der Ordnung die Gröbnerbasis geändert.
Erwähnenswert dürfte noch die" extended" -Version der Gröbnerbasisberechnung
sein. Sie versorgt uns noch mit einer Darstellung durch die alte Idealbasis. Das
Anhängsel" Limited" bedeutet, daß eine obere Schranke angegeben wird, bei der
die Berechnung weiterer S-Polynome abgebrochen wird:

EG = OreExtendedLeftGroebnerLimited[P1, 10]EG = OreExtendedLeftGroebnerLimited[P1, 10]EG = OreExtendedLeftGroebnerLimited[P1, 10]

{{X1 + D1, {1, 0, 0}}, {X2D2, {0, 1, 0}}, {X12, {0, 0, 1}},
{(−1)D12 + (−X22)D1 +−X22, {X1 + (−1)D1, 0,−1}},
{X22, {X2D2,−X1 + (−1)D1 + X2, 0}}}

Wir testen es am letzten Element: Der erste Eintrag muß aus den Idealelementen
mit den Koeffizienten aus der mitgelieferten Liste hervorgehen:

L = Last[EG][[2]];L = Last[EG][[2]];L = Last[EG][[2]];
OMu[L[[1]],P1[[1]]] + OMu[L[[2]],P1[[2]]]+OMu[L[[1]],P1[[1]]] + OMu[L[[2]],P1[[2]]]+OMu[L[[1]],P1[[1]]] + OMu[L[[2]],P1[[2]]]+
OMu[L[[3]],P1[[3]]]OMu[L[[3]],P1[[3]]]OMu[L[[3]],P1[[3]]]

X22

Das ist in der Tat der erste Eintrag. Die Extended-Versionen der anderen Befehle
arbeiten mit diesen Paaren statt mit einfachen Ore-Polynomen.
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Sehen wir nun, wieMathematica -Befehle und die Befehle aus den Paketen beim
Rechnen Hand in Hand gehen.

Zusammenarbeit mit Mathematica

Problem:
Wir haben Funktionalgleichungen, in denen Shifts und Differenzieren vorkommt
und suchen eine Lösungsfunktion. Die Gleichungen sind zum Beispiel:

f(X,n+1)-X f(X,n) = 0 und 3 f(X,n+2)- 4 X∧2 f’(X,n) = 0.

Vorgehen:
Durch Angabe einer geeigneten Termordnung lassen wir den Shift in der Gröb-
nerbasis des Verschwindungsideales bevorzugt eliminieren. So erhalten wir eine
DGL, die mit Standardmethoden gelöst wird.
Wir fangen ganz von vorne an:

Quit[];Quit[];Quit[];

Needs[" OreAlgorithms‘" ];Needs[" OreAlgorithms‘" ];Needs[" OreAlgorithms‘" ];
NShift = OreDefineShift[Sn, n];NShift = OreDefineShift[Sn, n];NShift = OreDefineShift[Sn, n];
Diff = OreDefineDiff[Dx, X];Diff = OreDefineDiff[Dx, X];Diff = OreDefineDiff[Dx, X];

Das sind die gewohnten Operatoren, die auf Ausdrücke anwendbar sind , z.B.

{OreApply[NShift, (X ∗ n)∧2],OreApply[Diff , (X ∗ n)∧2]}{OreApply[NShift, (X ∗ n)∧2],OreApply[Diff , (X ∗ n)∧2]}{OreApply[NShift, (X ∗ n)∧2],OreApply[Diff , (X ∗ n)∧2]}

{(1 + n)2X2, 2n2X}

Unsere Monomordnung soll den Shift höher gewichten:

OreRedefineMonomOrder[{NShift,Diff , n,X},OreRedefineMonomOrder[{NShift,Diff , n,X},OreRedefineMonomOrder[{NShift,Diff , n,X},IdentityMatrix[4]]IdentityMatrix[4]]IdentityMatrix[4]]

Es folgen unsere Funktionalgleichungen (wobei nach X abzuleiten ist):

A1 = NShift−OMu[OPo[X],Diff ]A1 = NShift−OMu[OPo[X],Diff ]A1 = NShift−OMu[OPo[X],Diff ]

Sn+ (−X)Dx

A2 = 3NShift∧2− 4OMu[OPo[X∧2],Diff ∧2]A2 = 3NShift∧2− 4OMu[OPo[X∧2],Diff ∧2]A2 = 3NShift∧2− 4OMu[OPo[X∧2],Diff ∧2]

3Sn2 + (−4X2)Dx2
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Berechnen der Gröbnerbasis eliminiert hier den Shift. Mit" verboselevel 1" wer-
den wir über den Fortschritt des Buchbergeralgorithmus unterrichtet. In kompli-
zierteren Beispielen könnte man so eventuell erkennen, daß gar nicht die ganze
Basis berechnet werden muß.

GB = OreLeftGroebner[{A1,A2}, 1]GB = OreLeftGroebner[{A1,A2}, 1]GB = OreLeftGroebner[{A1,A2}, 1]

As element3 addedX2Dx2 + (−3X)Dx =!= 0 to G.

{Sn+ (−X)Dx, 3Sn2 + (−4X2)Dx2, X2Dx2 + (−3X)Dx}

Hier sieht man: Die Variable X in dem neuen Basiselement kann man ausklam-
mern. Dieser Linksfaktor ist für die Gleichung P*f=0 unerheblich.
Wir eliminieren ihn mit OreVarEliminateContent:

reduced= OreVarEliminateContent[Last[GB]]reduced= OreVarEliminateContent[Last[GB]]reduced= OreVarEliminateContent[Last[GB]]

XDx2 + (−3)Dx

Diesem Ore-Polynom entspricht eine Differentialgleichung, die mit Standard-Mathe-
matica-Methoden behandelt werden kann:" OreApply" führt uns inMathemati-
cas Welt zurück:

DGL = OreApply[GB[[3]], f [X,n]]DGL = OreApply[GB[[3]], f [X,n]]DGL = OreApply[GB[[3]], f [X,n]]

−3Xf (1,0)[X,n] +X2f (2,0)[X,n]

Solution= DSolve[DGL == 0, f [X,n], X]Solution= DSolve[DGL == 0, f [X,n], X]Solution= DSolve[DGL == 0, f [X,n], X]

{{f [X,n]→ 1
4
X4C[1] + C[2]}}

Hier finden sich zwei Konstanten. Diese hängen natürlich noch von n ab:

Solution= Solution/.{C[t_]→ C[t, n]}Solution= Solution/.{C[t_]→ C[t, n]}Solution= Solution/.{C[t_]→ C[t, n]}

{{f [X,n]→ 1
4
X4C[1, n] + C[2, n]}}

Wir wenden nun den Operator A1 an, um diese Konstanten durch Koeffizienten-
vergleich zu bestimmen:

Collect[OreApply[A1, f [X,n]/.Solution], X]Collect[OreApply[A1, f [X,n]/.Solution], X]Collect[OreApply[A1, f [X,n]/.Solution], X]

{X4(−C[1, n] + 1
4
C[1, 1 + n]) + C[2, 1 + n]}

Dies muß identisch Null sein, es folgt C[2,n]=0 sowie c[1,n+1]=4*C[1,n], also
induktiv: c[1,n] = c 4∧n mit C[1,0]=c.
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Damit erhalten wir notwendig als Lösung:

{F} = f [X,n]/.Solution/.{C[2, n]→ 0, C[1, n]→ C4∧n}{F} = f [X,n]/.Solution/.{C[2, n]→ 0, C[1, n]→ C4∧n}{F} = f [X,n]/.Solution/.{C[2, n]→ 0, C[1, n]→ C4∧n}

{4−1+nCX4}

Die Probe zeigt, daß unsere Lösung auch stimmt:

{OreApply[A1, F ],OreApply[A2, F ]}{OreApply[A1, F ],OreApply[A2, F ]}{OreApply[A1, F ],OreApply[A2, F ]}

{0, 0}

B Implementation des Gröbner–Walks und Beispiele

Das Paket “Gröbner–Walk” selbst kann als Beispiel für eine Anwendung des Pa-
ketes “OreAlgorithms” herhalten.

Zunächst wird die Implementation gezeigt.

Ein Beispiel, wo der Walk versagt wurde bereits analysiert. Es folgen einige Fälle,
in denen der Walk zum Ziel führt.



Der Gröbner–Walk

Für Ore Algebren, nach" On the Walk" ,

Sicherstellen der Funktionen aus dem Paket OreAlgorithms

Needs[" OreAlgorithms‘" ];Needs[" OreAlgorithms‘" ];Needs[" OreAlgorithms‘" ];

Die benötigten Grundfunktionen

RefinedOrder[w_,B_]: Zur Ordnungsmatrix B und Gewichtsvektor w die
Matrix der Matrixordnung Ord(w,B) finden.

Hierzu wird aus der Matrix, die sich durch voranstellen vonwT an B ergibt, die
unterste Zeile gestrichen, für die so eine nichtsinguläre Matrix entsteht.
Im theoretischen Teil wird einfach eine n× n+1 – Matrix verwendet. Die Imple-
mentation braucht aber eine quadratische, reguläre Matrix.

Clear[RefinedOrder];Clear[RefinedOrder];Clear[RefinedOrder];
RefinedOrder[w_/;Or@@(Thread[w!=0]),B_/;Det[B]=!=0]:=RefinedOrder[w_/;Or@@(Thread[w!=0]),B_/;Det[B]=!=0]:=RefinedOrder[w_/;Or@@(Thread[w!=0]),B_/;Det[B]=!=0]:=
Module[Module[Module[
{l, n,Result},{l, n,Result},{l, n,Result},
l = n = Length[B]; (* Number of Line to drop *)l = n = Length[B]; (* Number of Line to drop *)l = n = Length[B]; (* Number of Line to drop *)
Result= Prepend[Drop[B,−1], w];Result= Prepend[Drop[B,−1], w];Result= Prepend[Drop[B,−1], w];
While[Det[Result] == 0,While[Det[Result] == 0,While[Det[Result] == 0,
n = n− 1;n = n− 1;n = n− 1;
Result=Result=Result=
Flatten[{{w},Take[B, (n− 1)],Drop[B, n]}, 1];Flatten[{{w},Take[B, (n− 1)],Drop[B, n]}, 1];Flatten[{{w},Take[B, (n− 1)],Drop[B, n]}, 1];
];];];
Return[Result];Return[Result];Return[Result];
];];];
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SortOrePolynomials: Eine Liste von Orepolynom nach Leitmonomen fallend
sortieren.

Clear[SortOrePolynomials];Clear[SortOrePolynomials];Clear[SortOrePolynomials];
SortOrePolynomials[G_List, verbosity_Integer:0]:=SortOrePolynomials[G_List, verbosity_Integer:0]:=SortOrePolynomials[G_List, verbosity_Integer:0]:=
Sort[G,#1> #2&];Sort[G,#1> #2&];Sort[G,#1> #2&];

TakeInitials[G_List]: Aus einer Liste von Ore Polynomen die Initialterme
extrahieren.

Clear[TakeInitials];Clear[TakeInitials];Clear[TakeInitials];
TakeInitials[G_List]:=TakeInitials[G_List]:=TakeInitials[G_List]:=
Map[OreInitialTerm[#]&, G];Map[OreInitialTerm[#]&, G];Map[OreInitialTerm[#]&, G];

InitGB[G_List]: Die Gröbnerbasis der Initialformen der Ore Polynome aus
G bestimmen.

Clear[InitGB];Clear[InitGB];Clear[InitGB];
InitGB[G_List, verbosity_Integer:0]:=InitGB[G_List, verbosity_Integer:0]:=InitGB[G_List, verbosity_Integer:0]:=
Module[{ifo},Module[{ifo},Module[{ifo},
ifo = TakeInitials[G]; (* Get initial forms.*)ifo = TakeInitials[G]; (* Get initial forms.*)ifo = TakeInitials[G]; (* Get initial forms.*)
OreLeftGroebner[ifo]OreLeftGroebner[ifo]OreLeftGroebner[ifo]
];];];

Interreduce: (zwischen-) Reduktion einer gegebenen Gröbnerbasis.

Clear[Interreduce];Clear[Interreduce];Clear[Interreduce];
Interreduce[G_List, v_:0]:=OreReduceGroebnerBasis[G, v];Interreduce[G_List, v_:0]:=OreReduceGroebnerBasis[G, v];Interreduce[G_List, v_:0]:=OreReduceGroebnerBasis[G, v];

Liftup[Gw,G, {order}]: Liften der Elemente aus Gw bzüglich einer reduzier-
ten Gröbnerbasis G zur Matrixordnung {order}.

Hierzu wird bezüglich der Ordnung" order" eine Division mit Rest berechnet.
Dieser Rest ist dann zu subtrahieren, um ein Idealelement aus〈G〉 mit dem glei-
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chen Leitterm zu erhalten.

Clear[LiftUp ];Clear[LiftUp ];Clear[LiftUp ];
LiftUp [Gw_List,G_List, {order__}, verbosity_Integer:0]:=LiftUp [Gw_List,G_List, {order__}, verbosity_Integer:0]:=LiftUp [Gw_List,G_List, {order__}, verbosity_Integer:0]:=
Module[{oldorder, ret},Module[{oldorder, ret},Module[{oldorder, ret},
InfoMessage[verbosity, 3, " Entering LiftUp:" ];InfoMessage[verbosity, 3, " Entering LiftUp:" ];InfoMessage[verbosity, 3, " Entering LiftUp:" ];
oldorder= OreOrderData[];oldorder= OreOrderData[];oldorder= OreOrderData[];
OreRedefineMonomOrder[order];OreRedefineMonomOrder[order];OreRedefineMonomOrder[order];
ret = Map[#−OreDivision[#,OreSimplify/@G][[1]]&,ret = Map[#−OreDivision[#,OreSimplify/@G][[1]]&,ret = Map[#−OreDivision[#,OreSimplify/@G][[1]]&,
OreSimplify/@Gw];OreSimplify/@Gw];OreSimplify/@Gw];
OreRedefineMonomOrder[oldorder];OreRedefineMonomOrder[oldorder];OreRedefineMonomOrder[oldorder];
ret = OreSimplify/@retret = OreSimplify/@retret = OreSimplify/@ret
];];];

NextDegeneration[G,v]: Eine Funktion aus dem Package Ore.

Diese Funktion bestimmt den Punkt w auf der Geraden von der Leitform der ak-
tuellen Monomordnung zum Zielgewicht v, an dem erstmals neue Monome im
w-Initialpolynomen eines Ore-Polynomes g∈G auftauchen. Wegen Zugriff auf In-
terna ist dies in Ore.m realisiert.

DoTheWalk [G,DestOrder]: Gröbner–Walk zur Zielordnung DestOrder aus-
führen.
Achtung: Nach erfolgreicher Ausführung ist die Zielordnung die aktuelle!

G muß eine reduzierte Gröbnerbasis bezüglich der aktuellen Ordnung sein.
Defaultmäßig wird getestet, ob der letzte Schritt erfolgreich war, verbosity -1
schaltet dies ab. Da der Walk nicht immer zum Ziel führt, ist das nur zu emp-
fehlen, wenn man sich sicher ist.

Clear[DoTheWalk];Clear[DoTheWalk];Clear[DoTheWalk];
DoTheWalk::" B singular" = " Singular destination order matrix ‘1‘." ;DoTheWalk::" B singular" = " Singular destination order matrix ‘1‘." ;DoTheWalk::" B singular" = " Singular destination order matrix ‘1‘." ;

DoTheWalk[G_List,DestOrder_/;MatrixQ[DestOrder],DoTheWalk[G_List,DestOrder_/;MatrixQ[DestOrder],DoTheWalk[G_List,DestOrder_/;MatrixQ[DestOrder],
verbosity_Integer:0,maxsteps_:Infinity]:=verbosity_Integer:0,maxsteps_:Infinity]:=verbosity_Integer:0,maxsteps_:Infinity]:=
Module[{aO, (* aO : Actual ordermatrix here.*)Module[{aO, (* aO : Actual ordermatrix here.*)Module[{aO, (* aO : Actual ordermatrix here.*)
GG, (* The actual basis on the walk.*)GG, (* The actual basis on the walk.*)GG, (* The actual basis on the walk.*)
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Gw, (* The initalforms of the elements of GG.*)Gw, (* The initalforms of the elements of GG.*)Gw, (* The initalforms of the elements of GG.*)
Gwp, (* Sorted Gw/new gr̈obnerbase.*)Gwp, (* Sorted Gw/new gr̈obnerbase.*)Gwp, (* Sorted Gw/new gr̈obnerbase.*)
vars, (* Current variable list.*)vars, (* Current variable list.*)vars, (* Current variable list.*)
A, (* Startorder.*)A, (* Startorder.*)A, (* Startorder.*)
B = DestOrder, (* Destination order.*)B = DestOrder, (* Destination order.*)B = DestOrder, (* Destination order.*)
v, (* The initialform of the destinationorder.*)v, (* The initialform of the destinationorder.*)v, (* The initialform of the destinationorder.*)
w, (* Initialform of actual order on the walk.*)w, (* Initialform of actual order on the walk.*)w, (* Initialform of actual order on the walk.*)
t, (* ratio from the last weight to the destination.*)t, (* ratio from the last weight to the destination.*)t, (* ratio from the last weight to the destination.*)
step= 0(* actual step of the Walk.*)step= 0(* actual step of the Walk.*)step= 0(* actual step of the Walk.*)
},},},
Catch[Catch[Catch[
If [Det[B] == 0,Message[DoTheWalk::" B singlular" , B]; Abort[]];If [Det[B] == 0,Message[DoTheWalk::" B singlular" , B]; Abort[]];If [Det[B] == 0,Message[DoTheWalk::" B singlular" , B]; Abort[]];
InfoMessage[verbosity, 3, " Entering DoTheWalk:" , G,DestOrder];InfoMessage[verbosity, 3, " Entering DoTheWalk:" , G,DestOrder];InfoMessage[verbosity, 3, " Entering DoTheWalk:" , G,DestOrder];

(*1.Initialisation *)(*1.Initialisation *)(*1.Initialisation *)

{vars, A} = {OreOrderData[]};{vars, A} = {OreOrderData[]};{vars, A} = {OreOrderData[]};
w = First[A]; v = First[B];w = First[A]; v = First[B];w = First[A]; v = First[B];

GG = G; (* Start with the given gr̈obnerbase.*)GG = G; (* Start with the given gr̈obnerbase.*)GG = G; (* Start with the given gr̈obnerbase.*)
InfoMessage[verbosity, 3, " Initialized: v,w,g=" , v, w,GG];InfoMessage[verbosity, 3, " Initialized: v,w,g=" , v, w,GG];InfoMessage[verbosity, 3, " Initialized: v,w,g=" , v, w,GG];

While[True, (* main loop *)While[True, (* main loop *)While[True, (* main loop *)
InfoMessage[verbosity, 0,InfoMessage[verbosity, 0,InfoMessage[verbosity, 0,
Print[" Check, wether actual GG is still a Gröbner base:Print[" Check, wether actual GG is still a Gröbner base:Print[" Check, wether actual GG is still a Gröbner base:
Current Matrix is:" ,OreCurrentMatrix];Current Matrix is:" ,OreCurrentMatrix];Current Matrix is:" ,OreCurrentMatrix];
If [OreIsLeftGroebner[GG], " It ist." ,Print[" No! Exit." ];If [OreIsLeftGroebner[GG], " It ist." ,Print[" No! Exit." ];If [OreIsLeftGroebner[GG], " It ist." ,Print[" No! Exit." ];
OreRedefineMonomOrder[vars, A]; Throw[{" Walk failed!" ,GG}]]];OreRedefineMonomOrder[vars, A]; Throw[{" Walk failed!" ,GG}]]];OreRedefineMonomOrder[vars, A]; Throw[{" Walk failed!" ,GG}]]];

step= step+ 1;step= step+ 1;step= step+ 1;

lastorder= OreOrderData[]; (* remember last order *)lastorder= OreOrderData[]; (* remember last order *)lastorder= OreOrderData[]; (* remember last order *)
aO= RefinedOrder[w,B]; (* Next order: *)aO= RefinedOrder[w,B]; (* Next order: *)aO= RefinedOrder[w,B]; (* Next order: *)
OreRedefineMonomOrder[vars,aO]; (* Setting the new order.*)OreRedefineMonomOrder[vars,aO]; (* Setting the new order.*)OreRedefineMonomOrder[vars,aO]; (* Setting the new order.*)
InfoMessage[verbosity, 1, " New order matrix is:" ,InfoMessage[verbosity, 1, " New order matrix is:" ,InfoMessage[verbosity, 1, " New order matrix is:" ,
OreCurrentMatrix, " ." ];OreCurrentMatrix, " ." ];OreCurrentMatrix, " ." ];
GG = (OreSimplify/@GG); (* Re− sort the objects.*)GG = (OreSimplify/@GG); (* Re− sort the objects.*)GG = (OreSimplify/@GG); (* Re− sort the objects.*)
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InfoMessage[verbosity, 2, " last order:" ,InfoMessage[verbosity, 2, " last order:" ,InfoMessage[verbosity, 2, " last order:" ,
{lastorder}[[2]]//MatrixForm, " actual order:" ,{lastorder}[[2]]//MatrixForm, " actual order:" ,{lastorder}[[2]]//MatrixForm, " actual order:" ,
OreCurrentMatrix//MatrixForm, " Gb now:" ,GG];OreCurrentMatrix//MatrixForm, " Gb now:" ,GG];OreCurrentMatrix//MatrixForm, " Gb now:" ,GG];

(*2. get the initialpolynomials: *)(*2. get the initialpolynomials: *)(*2. get the initialpolynomials: *)
Gw = TakeInitials[GG];Gw = TakeInitials[GG];Gw = TakeInitials[GG];
InfoMessage[verbosity, 2, " Step 2, initial forms:" ,Gw];InfoMessage[verbosity, 2, " Step 2, initial forms:" ,Gw];InfoMessage[verbosity, 2, " Step 2, initial forms:" ,Gw];

(*3. sort according to new order.*)(*3. sort according to new order.*)(*3. sort according to new order.*)

Gwp = SortOrePolynomials[Gw];Gwp = SortOrePolynomials[Gw];Gwp = SortOrePolynomials[Gw];
InfoMessage[verbosity, 2, " Step 3: Sorted, now Gwp=" ,Gwp];InfoMessage[verbosity, 2, " Step 3: Sorted, now Gwp=" ,Gwp];InfoMessage[verbosity, 2, " Step 3: Sorted, now Gwp=" ,Gwp];

(*4. Calculate groebnerbasis.*)(*4. Calculate groebnerbasis.*)(*4. Calculate groebnerbasis.*)

InfoMessage[verbosity, 2, " Step 4: Calculating GB of initials:" ];InfoMessage[verbosity, 2, " Step 4: Calculating GB of initials:" ];InfoMessage[verbosity, 2, " Step 4: Calculating GB of initials:" ];
Gwp = InitGB[Gwp, verbosity];Gwp = InitGB[Gwp, verbosity];Gwp = InitGB[Gwp, verbosity];
InfoMessage[verbosity, 3, " It is:" ,Gwp];InfoMessage[verbosity, 3, " It is:" ,Gwp];InfoMessage[verbosity, 3, " It is:" ,Gwp];

(* Interreduction leads to failures in noncomm.case;(* Interreduction leads to failures in noncomm.case;(* Interreduction leads to failures in noncomm.case;
(*5. interreduction.*)(*5. interreduction.*)(*5. interreduction.*)
Gwp = Interreduce[Gwp];Gwp = Interreduce[Gwp];Gwp = Interreduce[Gwp];
*)*)*)

(*6. Lift to a gröbnerbasis.*)(*6. Lift to a gröbnerbasis.*)(*6. Lift to a gröbnerbasis.*)
GG = LiftUp[Gwp,GG, {lastorder}, verbosity];GG = LiftUp[Gwp,GG, {lastorder}, verbosity];GG = LiftUp[Gwp,GG, {lastorder}, verbosity];
InfoMessage[verbosity, 2, " Step 6: Gwp now lifted: GG=" ,GG];InfoMessage[verbosity, 2, " Step 6: Gwp now lifted: GG=" ,GG];InfoMessage[verbosity, 2, " Step 6: Gwp now lifted: GG=" ,GG];

(*7. interreduction.*)(*7. interreduction.*)(*7. interreduction.*)
GG = Interreduce[GG];GG = Interreduce[GG];GG = Interreduce[GG];
InfoMessage[verbosity, 2, " Step 7: Gwp reduced: GG=" ,GG];InfoMessage[verbosity, 2, " Step 7: Gwp reduced: GG=" ,GG];InfoMessage[verbosity, 2, " Step 7: Gwp reduced: GG=" ,GG];

(*8. are we ready?*)(*8. are we ready?*)(*8. are we ready?*)
InfoMessage[verbosity, 2, " Step 8: Ready?" , w===v];InfoMessage[verbosity, 2, " Step 8: Ready?" , w===v];InfoMessage[verbosity, 2, " Step 8: Ready?" , w===v];
If [w===v,Return[GG]];If [w===v,Return[GG]];If [w===v,Return[GG]];

(*9. search new border.*)(*9. search new border.*)(*9. search new border.*)



93

{w, t} = NextDegeneration[GG, v];{w, t} = NextDegeneration[GG, v];{w, t} = NextDegeneration[GG, v];

InfoMessage[verbosity, 2, " Step 9: New weight determined." ];InfoMessage[verbosity, 2, " Step 9: New weight determined." ];InfoMessage[verbosity, 2, " Step 9: New weight determined." ];
InfoMessage[verbosity, 3, " t=" , t, " weight=" , w];InfoMessage[verbosity, 3, " t=" , t, " weight=" , w];InfoMessage[verbosity, 3, " t=" , t, " weight=" , w];
If [t==2,Return[GG]];If [t==2,Return[GG]];If [t==2,Return[GG]];

(*10.prepare next iteration.*)(*10.prepare next iteration.*)(*10.prepare next iteration.*)
(*w = (1− t)w + tv; *)(*w = (1− t)w + tv; *)(*w = (1− t)w + tv; *)
InfoMessage[verbosity, 3, " Next weight vector: w=" , w];InfoMessage[verbosity, 3, " Next weight vector: w=" , w];InfoMessage[verbosity, 3, " Next weight vector: w=" , w];
If [step>=maxsteps,Return[]];If [step>=maxsteps,Return[]];If [step>=maxsteps,Return[]];
InfoMessage[verbosity, 2, " Entering iteration" , step+ 1];InfoMessage[verbosity, 2, " Entering iteration" , step+ 1];InfoMessage[verbosity, 2, " Entering iteration" , step+ 1];
]; (* While *)]; (* While *)]; (* While *)
]]]
];];];

Beispiele, in denen der Gröbner–Walk funktioniert.

In den betrachteten Beispielen handelt es sich um Differential/Shift-Algebren.

Needs[" GroebnerWalk‘" ]Needs[" GroebnerWalk‘" ]Needs[" GroebnerWalk‘" ]
Diff = OreDefineDiff[Dx, x];Diff = OreDefineDiff[Dx, x];Diff = OreDefineDiff[Dx, x];
NShift = OreDefineShift[Sn, n];NShift = OreDefineShift[Sn, n];NShift = OreDefineShift[Sn, n];
{Varlist,Mat} = OreGetMonomOrder[]{Varlist,Mat} = OreGetMonomOrder[]{Varlist,Mat} = OreGetMonomOrder[]

{{Dx,Sn, x, n}, {{1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}, {0, 0, 0, 1}}}

Ein kleines Beispiel:

Wir definieren ein Ideal, repräsentiert durch zwei erzeugenden Elemente.

G1 = OMu[NShift,OPo[x∧2]];G1 = OMu[NShift,OPo[x∧2]];G1 = OMu[NShift,OPo[x∧2]];
G2 = OMu[OPo[x],Diff ] + OPo[n∧2];G2 = OMu[OPo[x],Diff ] + OPo[n∧2];G2 = OMu[OPo[x],Diff ] + OPo[n∧2];
Ideal= {G1,G2}Ideal= {G1,G2}Ideal= {G1,G2}

{x2Sn, xDx + n2}

Unsere Zielordnung soll die gradlexikografische mit Dx>Sn>x>n sein.
Wir schauen uns vorab das Ergebnis an.
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C2 = {{1, 1, 1, 1}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}, {0, 0, 0, 1}}C2 = {{1, 1, 1, 1}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}, {0, 0, 0, 1}}C2 = {{1, 1, 1, 1}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}, {0, 0, 0, 1}}
V = {Diff ,NShift, x, n};V = {Diff ,NShift, x, n};V = {Diff ,NShift, x, n};
OreRedefineMonomOrder[V,C2]; (* Gradlex. Ordnung definieren. *) ;OreRedefineMonomOrder[V,C2]; (* Gradlex. Ordnung definieren. *) ;OreRedefineMonomOrder[V,C2]; (* Gradlex. Ordnung definieren. *) ;
Ideal= OreSimplify/@Ideal; (* Idealelemente normalisieren. *) ;Ideal= OreSimplify/@Ideal; (* Idealelemente normalisieren. *) ;Ideal= OreSimplify/@Ideal; (* Idealelemente normalisieren. *) ;
Timing[GBneu= OreLeftGroebnerLimited[Ideal, 11]]Timing[GBneu= OreLeftGroebnerLimited[Ideal, 11]]Timing[GBneu= OreLeftGroebnerLimited[Ideal, 11]]
GBneu= OreReduceGroebnerBasis[GBneu]GBneu= OreReduceGroebnerBasis[GBneu]GBneu= OreReduceGroebnerBasis[GBneu]

{{1, 1, 1, 1}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}, {0, 0, 0, 1}}

{0.282957Second, {x2Sn, xDx + n2,
(−n2x)Sn+ (−2nx)Sn+ xSn, (−n4)Sn+ (−4n3)Sn+ (−3n2)Sn+ (2n)Sn}}

{(−n4)Sn+ (−4n3)Sn+ (−3n2)Sn+ (2n)Sn,
(−n2x)Sn+ (−2nx)Sn+ xSn, x2Sn, xDx + n2}

Die Basis in unserer Zielordnung C2 hat also vier Elemente.
Bezüglich der lexikografischen Ordnung mit n>x>Sn>Dx allerdings ist die Gröb-
nerbasis ganz einfach, wir wechseln wieder in die Startordnung und lassen sie
ausrechnen:

C1 = {{0, 0, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {0, 1, 0, 0}, {1, 0, 0, 0}};C1 = {{0, 0, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {0, 1, 0, 0}, {1, 0, 0, 0}};C1 = {{0, 0, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {0, 1, 0, 0}, {1, 0, 0, 0}};
OreRedefineMonomOrder[V,C1];OreRedefineMonomOrder[V,C1];OreRedefineMonomOrder[V,C1];
Ideal= OreSimplify/@Ideal;Ideal= OreSimplify/@Ideal;Ideal= OreSimplify/@Ideal;

Timing[GBneu= OreLeftGroebnerLimited[Ideal, 11]]Timing[GBneu= OreLeftGroebnerLimited[Ideal, 11]]Timing[GBneu= OreLeftGroebnerLimited[Ideal, 11]]

{0.024996Second, {x2Sn, n2 + xDx}}

In der Tat reduziert sich das einzige S-Polynom zu Null:

Spol= OreSPoly[Ideal[[1]], Ideal[[2]]]Spol= OreSPoly[Ideal[[1]], Ideal[[2]]]Spol= OreSPoly[Ideal[[1]], Ideal[[2]]]

(−2nx2)Sn+ (−x3)(DxSn) + (−x2)Sn

OreDivision[Spol, Ideal]OreDivision[Spol, Ideal]OreDivision[Spol, Ideal]

{0, {2n+ xDx +−1, 0}}

Nun schauen wir, was der Gröbner–Walk macht. Wir lassen uns Startordnung,
Zielordnung und aktuelle Ordnung anzeigen:

{C1//MatrixForm,C2//MatrixForm,MatrixForm/@OreGetMonomOrder[],{C1//MatrixForm,C2//MatrixForm,MatrixForm/@OreGetMonomOrder[],{C1//MatrixForm,C2//MatrixForm,MatrixForm/@OreGetMonomOrder[],
Ideal}Ideal}Ideal}
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{


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 ,


1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , {


Dx
Sn
x
n

 ,


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

},
{x2Sn, n2 + xDx}}

Nun gehen wir in die Startordnung und “schreiten” zur Zielordnung. Mit Verbo-
sity 3 lassen wir uns Informationen über den Ablauf des Algorithmus geben.

OreRedefineMonomOrder[V,C1];OreRedefineMonomOrder[V,C1];OreRedefineMonomOrder[V,C1];
Ideal= OreSimplify/@Ideal;Ideal= OreSimplify/@Ideal;Ideal= OreSimplify/@Ideal;
GB = DoTheWalk[Ideal,C2, 3]GB = DoTheWalk[Ideal,C2, 3]GB = DoTheWalk[Ideal,C2, 3]

Entering DoTheWalk:{x2Sn, n2 + xDx}
{{1, 1, 1, 1}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}, {0, 0, 0, 1}}

Initialized: v,w,g={1, 1, 1, 1}{0, 0, 0, 1}{x2Sn, n2 + xDx}

Check, whether actual GG is still a Gröbner base: Current matrix is:
{{0, 0, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {0, 1, 0, 0}, {1, 0, 0, 0}}

It is.

New order matrix is:{{0, 0, 0, 1}, {1, 1, 1, 1}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}}.

last order:


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

actual order:


0 0 0 1
1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0

Gb now:{x2Sn, n2+

xDx}

Step 2, Initial forms:{x2Sn, n2}

Step 3: Sorted, now Gwp={x2Sn, n2}

Step 4: Calculating GB of initials:

It is:{x2Sn, n2}

Entering LiftUp:

Step 6: Gwp now lifted: GG={x2Sn, n2 + xDx}

Step 7: Gwp reduced: GG={n2 + xDx, x2Sn}
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Step 8: Ready? False

Step 9: New weight determined.

t=1 weight={1, 1, 1, 1}

Next weight vector: w={1, 1, 1, 1}

Entering iteration2

Check, whether actual GG is still a Gröbner base: Current matrix is:
{{0, 0, 0, 1}, {1, 1, 1, 1}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}}

It is.

New order matrix is:{{1, 1, 1, 1}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}, {0, 0, 0, 1}}.

last order:


0 0 0 1
1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0

actual order:


1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Gb now:{xDx+n2, x2Sn}

Step 2, Initial forms:{xDx + n2, x2Sn}

Step 3: Sorted, now Gwp={xDx + n2, x2Sn}

Step 4: Calculating GB of initials:

It is:{xDx + n2, x2Sn,
(n2x)Sn+ (2nx)Sn+ (−x)Sn, n4Sn+ (4n3)Sn+ (3n2)Sn+ (−2n)Sn}

Entering LiftUp:

Step 6: Gwp now lifted: GG={xDx + n2, x2Sn,
(n2x)Sn+ (2nx)Sn+ (−x)Sn, n4Sn+ (4n3)Sn+ (3n2)Sn+ (−2n)Sn}

Step 7: Gwp reduced: GG={n4Sn+ (4n3)Sn+ (3n2)Sn+ (−2n)Sn,
(n2x)Sn+ (2nx)Sn+ (−x)Sn, x2Sn, xDx + n2}

Step 8: Ready? True

{n4Sn+ (4n3)Sn+ (3n2)Sn+ (−2n)Sn,
(n2x)Sn+ (2nx)Sn+ (−x)Sn, x2Sn, xDx + n2}

OreIsLeftGroebner[GB]OreIsLeftGroebner[GB]OreIsLeftGroebner[GB]
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True

Ein Blick auf die Daten zeigt, daß wir uns nun in der Zielordnung befinden und
die gefundene Basis mit dem vorab bestimmten Ergebnis übereinstimmt:

{MatrixForm/@OreGetMonomOrder[],GB}{MatrixForm/@OreGetMonomOrder[],GB}{MatrixForm/@OreGetMonomOrder[],GB}

{{


Dx
Sn
x
n

 ,


1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

}, {n4Sn+ (4n3)Sn+ (3n2)Sn+ (−2n)Sn,

(n2x)Sn+ (2nx)Sn+ (−x)Sn, x2Sn, xDx + n2}}

Wir können also direkt wieder zurücklaufen:

GBzur= DoTheWalk[GB,C1, 3]GBzur= DoTheWalk[GB,C1, 3]GBzur= DoTheWalk[GB,C1, 3]

Entering DoTheWalk:{n4Sn+ (4n3)Sn+ (3n2)Sn+ (−2n)Sn,
(n2x)Sn+ (2nx)Sn+ (−x)Sn, x2Sn, xDx + n2}
{{0, 0, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {0, 1, 0, 0}, {1, 0, 0, 0}}

Initialized: v,w,g={0, 0, 0, 1}{1, 1, 1, 1}{n4Sn+ (4n3)Sn+ (3n2)Sn+ (−2n)Sn,
(n2x)Sn+ (2nx)Sn+ (−x)Sn, x2Sn, xDx + n2}

Check, whether actual GG is still a Gröbner base: Current matrix is:
{{1, 1, 1, 1}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}, {0, 0, 0, 1}}

It is.

New order matrix is:{{1, 1, 1, 1}, {0, 0, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {0, 1, 0, 0}}.

last order:


1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

actual order:


1 1 1 1
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

Gb now:{n4Sn+ (4n3)Sn+ (3n2)Sn+ (−2n)Sn,

(n2x)Sn+ (2nx)Sn+ (−x)Sn, x2Sn, n2 + xDx}

Step 2, Initial forms:{n4Sn, (n2x)Sn, x2Sn, n2 + xDx}
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Step 3: Sorted, now Gwp={n4Sn, (n2x)Sn, x2Sn, n2 + xDx}

Step 4: Calculating GB of initials:

It is:{n4Sn, (n2x)Sn, x2Sn, n2 + xDx, (−2nx)Sn+ xSn, xSn, (−n)Sn}

Entering LiftUp:

Step 6: Gwp now lifted: GG={n4Sn+ (4n3)Sn+ (3n2)Sn+ (−2n)Sn,
(n2x)Sn+ (2nx)Sn+ (−x)Sn, x2Sn, n2 + xDx, 0, 0, 0}

Step 7: Gwp reduced: GG={x2Sn, n2 + xDx}

Step 8: Ready? False

Step 9: New weight determined.

t=1 weight={0, 0, 0, 1}

Next weight vector: w={0, 0, 0, 1}

Entering iteration2

Check, whether actual GG is still a Gröbner base: Current matrix is:
{{1, 1, 1, 1}, {0, 0, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {0, 1, 0, 0}}

It is.

New order matrix is:{{0, 0, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {0, 1, 0, 0}, {1, 0, 0, 0}}.

last order:


1 1 1 1
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

actual order:


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

Gb now:{x2Sn, n2+

xDx}

Step 2, Initial forms:{x2Sn, n2}

Step 3: Sorted, now Gwp={x2Sn, n2}

Step 4: Calculating GB of initials:

It is:{x2Sn, n2}

Entering LiftUp:

Step 6: Gwp now lifted: GG={x2Sn, n2 + xDx}
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Step 7: Gwp reduced: GG={n2 + xDx, x2Sn}

Step 8: Ready? True

{n2 + xDx, x2Sn}

Es hat geklappt! Ein Blick auf Schritt 6 im ersten Durchlauf zeigt, daß drei Ele-
mente der Gröbnerbasis der Initialpolynome nicht geliftet wurden.
Würde Schritt 5 ausgeführt werden, also die Basis der Initialpolynome reduziert
werden, hätte das vorletzte Element der Basis nach Schritt 4 das Elementx2Sn
eliminiert. Damit wäre die gefundene Basis unvollständig!

{C1//MatrixForm,C2//MatrixForm,MatrixForm/@OreGetMonomOrder[],{C1//MatrixForm,C2//MatrixForm,MatrixForm/@OreGetMonomOrder[],{C1//MatrixForm,C2//MatrixForm,MatrixForm/@OreGetMonomOrder[],
GBzur}GBzur}GBzur}

{


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 ,


1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , {


Dx
Sn
x
n

 ,


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

}, {n2+xDx, x2Sn}}

Hier haben wir also ein Beispiel, wo der Gröbner–Walk korrekt Basen unter-
schiedlicher Längen ineinander überführt.

Ein weiteres kleines Beispiel:

Das folgende Beispiel könnte sich ergeben, wenn man Funktionen f(x,n) sucht mit
f(x,n+1)=x f´(x,n) und n x∧2 f´´(x,n)=f(x,n+2).

N1 = OMu[OPo[x],Diff ]− NShift;N1 = OMu[OPo[x],Diff ]− NShift;N1 = OMu[OPo[x],Diff ]− NShift;
N2 = OMu[OPo[nx∧2],Diff ∧2]− NShift∧2;N2 = OMu[OPo[nx∧2],Diff ∧2]− NShift∧2;N2 = OMu[OPo[nx∧2],Diff ∧2]− NShift∧2;
Ideal= {N1,N2}Ideal= {N1,N2}Ideal= {N1,N2}

{xDx + (−1)Sn, (nx2)Dx2 + (−1)Sn2}

Wie in der Einführung untersuchen wir das Verschwindungsideal.
Wir berechnen die Gröbnerbasis bezüglich der lexikografischen Ordnung:

OreDefineLexOrder;OreDefineLexOrder;OreDefineLexOrder;
{Varlist,C1} = OreGetMonomOrder[]; {MatrixForm[Varlist],MatrixForm[C1]}{Varlist,C1} = OreGetMonomOrder[]; {MatrixForm[Varlist],MatrixForm[C1]}{Varlist,C1} = OreGetMonomOrder[]; {MatrixForm[Varlist],MatrixForm[C1]}
Ideal= OreSimplify/@IdealIdeal= OreSimplify/@IdealIdeal= OreSimplify/@Ideal
Timing[GBneu= OreLeftGroebnerLimited[Ideal, 11]]Timing[GBneu= OreLeftGroebnerLimited[Ideal, 11]]Timing[GBneu= OreLeftGroebnerLimited[Ideal, 11]]
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GBstart= OreReduceGroebnerBasis[GBneu]GBstart= OreReduceGroebnerBasis[GBneu]GBstart= OreReduceGroebnerBasis[GBneu]

{


Dx
Sn
x
n

 ,


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

}
{xDx + (−1)Sn, (nx2)Dx2 + (−1)Sn2}

{0.376943Second, {xDx + (−1)Sn, (nx2)Dx2 + (−1)Sn2,
(−n)Sn2 + Sn2 + nSn,Sn3 + (−1)Sn2,Sn2, nSn}}

{xDx + (−1)Sn,Sn2, nSn}

Hier sieht man ziemlich leicht, daß nur die Nullfunktion das Ausgangsproblem
löst. Aber sehen wir davon einmal ab.
Nun wird so eliminiert, daß möglichst ein Ausdruck in x, Dx übrigbleibt: also, Sn,
n bekommen hohe Priorität, x und Dx kommen am Schluß.

C2 = {{0, 1, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {1, 0, 0, 1}, {1, 0, 0, 0}};C2 = {{0, 1, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {1, 0, 0, 1}, {1, 0, 0, 0}};C2 = {{0, 1, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {1, 0, 0, 1}, {1, 0, 0, 0}};
C2//MatrixFormC2//MatrixFormC2//MatrixForm
OreRedefineMonomOrder[V,C2];OreRedefineMonomOrder[V,C2];OreRedefineMonomOrder[V,C2];
Ideal= OreSimplify/@Ideal;Ideal= OreSimplify/@Ideal;Ideal= OreSimplify/@Ideal;
Timing[GBneu= OreLeftGroebnerLimited[Ideal, 11]]Timing[GBneu= OreLeftGroebnerLimited[Ideal, 11]]Timing[GBneu= OreLeftGroebnerLimited[Ideal, 11]]
GBneu= OreReduceGroebnerBasis[GBneu]GBneu= OreReduceGroebnerBasis[GBneu]GBneu= OreReduceGroebnerBasis[GBneu]

0 1 0 1
0 0 1 0
1 0 0 1
1 0 0 0


{0.678897Second, {(−1)Sn+ xDx, (−1)Sn2 + (nx2)Dx2,
(−nx2)Dx2 + x2Dx2 + xDx, (−x3)Dx3 + (−2x2)Dx2, x2Dx2 + xDx, (nx)Dx}}

{(nx)Dx, (−1)Sn+ xDx, x2Dx2 + xDx}

Das war die direkte Berechnung. Nun gehen wir zurück zur lexikografischen Ord-
nung, und probieren den Walk, diesmal werden drei Iterationen gebraucht:

OreDefineLexOrderOreDefineLexOrderOreDefineLexOrder

Result= DoTheWalk[GBstart,C2, 2, 5]Result= DoTheWalk[GBstart,C2, 2, 5]Result= DoTheWalk[GBstart,C2, 2, 5]
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Check, whether actual GG is still a Gröbner base: Current matrix is:
{{1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}, {0, 0, 0, 1}}

It is.

New order matrix is:{{1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {1, 0, 0, 1}}.

last order:


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

actual order:


1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 0
1 0 0 1

Gb now:{xDx + (−1)Sn,Sn2, nSn}

Step 2, Initial forms:{xDx,Sn2, nSn}

Step 3: Sorted, now Gwp={xDx,Sn2, nSn}

Step 4: Calculating GB of initials:

Step 6: Gwp now lifted: GG={xDx + (−1)Sn,Sn2, nSn}

Step 7: Gwp reduced: GG={xDx + (−1)Sn, nSn,Sn2}

Step 8: Ready? False

Step 9: New weight determined.

Entering iteration2

Check, whether actual GG is still a Gröbner base: Current matrix is:
{{1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {1, 0, 0, 1}}

It is.

New order matrix is:{{1
2
, 1

2
, 0, 1

2
}, {0, 1, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {1, 0, 0, 1}}.

last order:


1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 0
1 0 0 1

actual order:
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1
2

1
2

0 1
2

0 1 0 1
0 0 1 0
1 0 0 1

Gb now:{(−1)Sn+ xDx, nSn,Sn2}

Step 2, Initial forms:{(−1)Sn+ xDx, nSn,Sn2}

Step 3: Sorted, now Gwp={(−1)Sn+ xDx, nSn,Sn2}

Step 4: Calculating GB of initials:

Step 6: Gwp now lifted: GG=
{(−1)Sn+ xDx, nSn,Sn2, (−x2)Dx2 + (−x)Dx, (nx)Dx}

Step 7: Gwp reduced: GG={(nx)Dx, (−x2)Dx2 + (−x)Dx, (−1)Sn+ xDx}

Step 8: Ready? False

Step 9: New weight determined.

Entering iteration3

Check, whether actual GG is still a Gröbner base: Current matrix is:
{{1

2
, 1

2
, 0, 1

2
}, {0, 1, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {1, 0, 0, 1}}

It is.

New order matrix is:{{0, 1, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {1, 0, 0, 1}, {1, 0, 0, 0}}.

last order:


1
2

1
2

0 1
2

0 1 0 1
0 0 1 0
1 0 0 1

actual order:


0 1 0 1
0 0 1 0
1 0 0 1
1 0 0 0


Gb now:{(nx)Dx, (−x2)Dx2 + (−x)Dx, (−1)Sn+ xDx}

Step 2, Initial forms:{(nx)Dx, (−x2)Dx2 + (−x)Dx, (−1)Sn}

Step 3: Sorted, now Gwp={(nx)Dx, (−x2)Dx2 + (−x)Dx, (−1)Sn}

Step 4: Calculating GB of initials:

Step 6: Gwp now lifted: GG={(nx)Dx, (−x2)Dx2 + (−x)Dx, (−1)Sn+ xDx}

Step 7: Gwp reduced: GG={(nx)Dx, (−1)Sn+ xDx, (−x2)Dx2 + (−x)Dx}

Step 8: Ready? True
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{(nx)Dx, (−1)Sn+ xDx, (−x2)Dx2 + (−x)Dx}

Probehalber laufen wir nochmals zurück:

DoTheWalk[Result,C1]DoTheWalk[Result,C1]DoTheWalk[Result,C1]

Check, whether actual GG is still a Gröbner base: Current matrix is:
{{0, 1, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {1, 0, 0, 1}, {1, 0, 0, 0}}

It is.

Check, whether actual GG is still a Gröbner base: Current matrix is:
{{0, 1, 0, 1}, {1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}}

It is.

Check, whether actual GG is still a Gröbner base: Current matrix is:
{{1

2
, 1

2
, 0, 1

2
}, {1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}}

It is.

{xDx + (−1)Sn,Sn2, nSn}

Und wir sind wieder zurückgelangt!



104

Literatur

[AmGlKü] Beatrice Amrhein, Oliver Gloor, Wolfgang Küchlin: On the Walk,
Theoretical Computer Science, 187(1997), 179-202

[BeWpf] Thomas Becker, Volker Weispfenning: Gröbner Bases, A Computational
Approach to Commutative Algebra, Springer Verlag, Berlin, 1993

[ChySal] Frédéric Chyzak, Bruno Salvy: Non-commutative Elimination in Ore
Algebras Proves Multivariate Identities,J. Symbolic Computation, 11
(1996), 1-41

[CoKaMa] Stéphane Collart, Michael Kalkbrenner, Daniel Mall: Converting Ba-
ses with the Gröbner Walk,J. Symbolic Computation, 24 (1997), 465-469

[GoWa] Kenneth R. Goodearl, Robert B. Warfield: An introduction to non-
commutative Noetherian Rings, Volume 16 of London Mathematical Society
Student Texts, Cambridge University Press, Cambridge, 1989.

[Keller] Benjamin J. Keller: Algorithms and Orders for Finding Noncommutative
Groebner Bases, Virginia Polytechnic Institute and State University, 1997.

[KRW] A. Kandri-Rody, V. Weispfenning: Non-commutative Gröbner Bases in
Algebras of Solvable Type,J. Symbolic Computation, 9 (1990), 1-26

[Levand] Viktor Levandovskyy: Non–commutative Computer Algebra for polyno-
mial algebras: Gröbner bases, applications and implementation, Dissertation
an der Universität Kaiserslautern, 2005

[Mora86] Ferdinando Mora: Groebner Bases for Non-Commutative Polynomial
Rings,AAECC-3 Lecture Notes in Computer Science, 229, 353-362, Sprin-
ger Verlag, Berlin Heidelberg, 1986

[MoRo] Teo Mora, Lorenzo Robbiano: The Gröbner Fan of an Ideal,J. Symbolic
Computation, 6 (1988),183-208

[Mora94] Teo Mora: An introduction to commutative and noncommutative Gröb-
ner bases,Theoretical Computer Science, 134(1994), 131-173

[Pesch] Michael Pesch: Gröbner Bases in Polynomial Rings, Shaker Verlag, 1998



105

[Robb] Lorenzo Robbiano: Term Orderings on the Polynomial Ring,Proceedings
of EUROCAL 85, Lecture Notes in Computer Science, 204(1985), 513-517.

[Roda] Giovanna Roda: Algorithms for change of orderings in the theory of
Gröbner bases, Dissertation am Institut für Symbolisches Rechnen, Linz,
2004

[WPF] Volker Weispfenning: Admissible Orders And Linear Forms,ACM Sigsam
Bull, 27 (1987), 16-18



Index
<l, 19
degω(f), 50
M(O), 14
M(p), 2
ω–Grad, 50
Ord (M), 18
Ord (ω,A), 51
σ–Derivation, 3
T(p), 2
f

p−→ f ′, 38

Algebra ordnungserhaltender Art, 24

degenerieren eines Polynomes, 62
Differentialoperator, 3

Fehlstand, 13

Gröbner–Walk, Beschreibung, 49
Gröbner-Walk, iv
Gröbnerbasis, kommutativer Fall, 37

Halbordnung,kompatible, 52

Implementation, Schwächen, 35
Initialpolynom, 50
innereσ-Derivation, 8

Kettenbedingung, absteigende, 11

Leitform, 50
Leitmonom, 2
Leitterm, 2

Matrixordnung, 17
Monoid, 11
Monom, 1, 14
Monom, in einer Ore–Algebra, 12

Monomanteil, 1
monotone Verknüpfung, 11
Multiindex, 1

nichtkommutative freie Algebra, 40
Noethersche Induktion, 12
Normalform, ordnungstreue, 15

Operatorvariable, 2
Ordnung, auf der Basis zulässig, 22
ordnungserhaltend, 24
Ore–Algebra, 6
Ore–Algebra, univariate, 3
Ore-Erweiterung, iterierte, 5

partielle Ordnung, 11

Reduktion, moduloP , 38
Reduktion, nach einem Element, 38
reduziertes Polynom, 38

S–Polynom im Polynomring, 38
S-Polynom, 43

Term, 1
totale Ordnung, 11

Unbestimmte, 2

Variable, 2
Verfeinerung einer Halbordnung, 50

Weyl Algebra, 25
Wort, mit Fehlstand, 13
Wörter, in den Unbestimmten, 13

zulässige Monomordnung, 19

106



Hiermit versichere ich, daß ich die vorliegende Dissertation selbständig und ohne
unerlaubte Hilfe angefertigt und andere als die in der Dissertation angegebenen
Hilfsmittel nicht benutzt habe. Alle Stellen, die wörtlich oder sinngemäß aus ver-
öffentlichten oder unveröffentlichten Schriften entnommen sind, habe ich als sol-
che kenntlich gemacht. Kein Teil dieser Arbeit ist in einem anderen Promotions-
oder Habilitationsverfahren verwendet worden.


