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Einleitung

Die Arbeit beschéftigt sich mit einem Themenbereich aus der Computeralge-
bra. Die algorithmische Betrachtung von mathematischen Fragestellungen gab
es schon immer. Aber die Entwicklung der Computer und ihre Geschwindig-
keit in Verbindung mit der Grofle ihres Speicherplatzes, haben der Mathematik
ganz neue Tiiren gedffnet. Es wurden Computeralgebrasysteme! entwickelt, die
zu immer wichtigeren Werkzeugen fiir Mathematiker und Naturwissenschaftler
wurden. Diese Computerprogramme losen Rechenaufgaben aus verschiedenen
Bereichen der Mathematik und dies nicht nur wie ein Taschenrechner mit Zah-
len, sondern auch mit symbolischen Ausdriicken (Variablen, Funktionen, Ma-
trizen). Durch diese und die zunehmende Geschwindigkeit der Computer war
plotzlich ein algorithmisches Losen von komplizierten Fragestellungen moglich
geworden.

In meiner Arbeit befasse ich mich mit dem Thema der algorithmischen Sum-
mation. Speziell stelle ich die Summation von hypergeometrischen Termen vor.

Auch im Bereich der algorithmischen Summation sorgte die Geschwindig-
keit der Computer zur Weiterentwicklung. Der erste Algorithmus, der ohne
ein Computeralgebrasystem wahrscheinlich nicht gefunden worden wiére, war
der Algorithmus zur unbestimmten Summation ([Gos78]). Diese wurde 1978
von R. W. Gosper Jr. wihrend der Entwicklung eines der ersten symbolischen
Algebraprogramme Macsyma entdeckt.

Die ersten Schritte zur algorithmischen Summation gehen zuriick bis zu
Schwester Celine Fasenmyer, die 1945 in ihrer Dissertation schrieb, wie man
eine Rekursionsgleichung fiir eine Summe hypergeometrischer Terme findet. Thre
Methode ist nicht sehr effektiv, aber sie fiihrte spéter zur Automatisierung
durch einen Computer. Sie wurde von Wilf und Zeilberger aufgearbeitet und
implementiert und ist in [PWZ97] nachzulesen. Zeilberger selbst entwarf einen
Algorithmus, der dieses Problem viel effizienter 16st ([Zei91]). Dazu nutzte er
eine angepasste Form des Gosper-Algorithmus von 1978 ([Zei91]).

In der Einleitung zu dem Buch [PWZ97] schrieb Donald Knuth: ,,Science is
what we understand well enough to explain to a computer. Art is everything
else we do. During the past several years an important part of mathematics has
been transformed from an Art to a Science.“ Dieses Zitat charakterisiert die
Entwicklung der algorithmischen Mathematik mit Hilfe von Computeralgebra-
systemen. Fiir die algorithmische Summation von hypergeometrischen Termen
heifit das, dass man nicht mehr brillante Erkenntnisse braucht, um eine Sum-

1Zum Beispiel: Mathematica, Maple, MuPAD und viele mehr.
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me mit Binomialkoeffizienten oder dhnlichen Formeln auszuwerten, sondern wir
konnen mechanischen Prozeduren folgen, die uns dann systematisch die Ant-
wort erzeugen.

In dieser Arbeit beschéftige ich mich mit der Frage, ob eine gegebene Summe
in eine ,einfache Form* zu bringen ist. Eine ,einfache Form* ist beispielsweise
eine Funktion in der Variablen n, in der das Summationszeichen und die Lauf-
variable k nicht mehr vorkommen. Unser Ziel ist es eine , geschlossene Form*
fiir eine Summe zu finden, das heifit, wir suchen eine Linearkombination von
hypergeometrischen Termen.

Die Summen, die wir betrachten, haben die Form

n
Sp = § ag,
k=m

wobei k der Summationsindex ist und aj, ein hypergeometrischer Term beziiglich
k. Ein Term a; heifit hypergeometrisch, falls der Quotient

L ¢ Q(k)

Qg

eine rationale Funktion ist, das heifit, der Quotient ist rational beziiglich k. Die
Beschriankung auf hypergeometrische Terme hat den Vorteil, dass wir nur noch
mit Polynomen rechnen miissen. Eine Linearkombination von hypergeometri-
schen Termen bezeichen wir als ,,geschlossene Form*.

In der Arbeit sprechen wir von unbestimmter und bestimmter Summation.
Bei der bestimmten Summation summieren wir iiber ein festes Intervall aus Z.
Dieses Intervall kann durchaus auch |—oo, oo[ sein, das heifit die Summe lduft
iiber alle k € Z.

Zuerst betrachten wir jedoch die unbestimmte Summation und stellen den
Gosper-Algorithmus vor. Dieser findet eine diskrete Stammfunktion s; mit

ap = Skg+1 — Sk,

wobei der gegebene Term aj hypergeometrisch ist. Wir werden sehen, dass die
Stammfunktion ein rationales Vielfaches von a; ist. Ein Term ay, fiir den der
Algorithmus eine diskrete Stammfunktion findet, heifit gospersummierbar. Der
Algorithmus ist abgeschlossen beziiglich der Multiplikation, aber nicht beziiglich
der Addition, daher betrachten wir danach eine linearisierte Form des Gosper-
Algorithmus. Wir kénnen eine gegebene Linearkombination von hypergeometri-
schen Termen in Aquivalenzklassen einteilen. Dadurch erhalten wir eine Linear-
kombination von paarweise verschiedenen dhnlichen Termen, auf die wir dann
den Gosper-Algorithmus anwenden konnen. Als Resultat erhalten wir dann ei-
ne Linearkombination aus vereinfachten und nicht vereinfachten Stammfunk-
tionen. Falls die Linearkombination nur aus vereinfachten hypergeometrischen
Stammfunktionen besteht, haben wir eine ,, geschlossene Form“ gefunden.

Als néchstes betrachten wir die bestimmte Summation und versuchen eine
»geschlossene Form* fiir die Summe

sn:ZF(n,k)

kEZ
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zu finden, wobei das gegebene F'(n, k) hypergeometrisch beziiglich £ und n
ist. Eine , geschlossene Form“ kann nur (ohne Grenzwertbetrachtung) gefun-
den werden, wenn fiir jedes n € Z (bzw. n € Np) nur endlich viele & mit
F(n,k) # 0 existieren, das heifit, der Summand hat einen endlichen Triger.
Der Algorithmus von Doron Zeilberger ([Zei91]) nutzt eine angepasste Form
des Gosper-Algorithmus, um eine Rekursion fiir die Summe s,, zu finden.

Da unser Ziel eine ,,geschlossene Form* fiir eine gegebene Summe ist, miissen
wir eine hypergeometrische Losung fiir die Rekursionsgleichung finden, die wir
durch den Zeilberger-Algorithmus erhalten haben. Aus einer Rekursion erster
Ordnung erhalten wir den hypergeometrischen Quotienten s,1/s,, aus diesem
konnen wir dann die hypergeometrische Losung s, bestimmen. Ist die Ord-
nung aber hoher, brauchen wir einen weiteren Algorithmus: den Petkovsek-
Algorithmus. Dieser findet fiir eine homogene Rekursionsgleichung alle ratio-
nalen hypergeometrischen Losungen, die existieren. Der Algorithmus gibt uns
Losungen der Form s,,41/s, zuriick, diese kénnen wir dann leicht in hypergeo-
metrische Terme s, umformen. Die Losung ist dann eine Linearkombination
von hypergeometrischen Termen.

Danach beschéftigen wir uns mit der Summation mit festen Summations-
grenzen fiir k. Falls ein Term a; gospersummierbar ist, ist der Fall sehr einfach,
denn wir erhalten durch den Gosper-Algorithmus eine diskrete Stammfunktion
Sg. Indem wir die Grenzen fiir k in sx4+1 — si substituieren, erhalten wir eine
»geschlossene Form* fiir die bestimmte Summe.

Beim Zeilberger- Algorithmus ist die Summation iiber einem festen Summa-
tionsintervall nicht so trivial. Der Algorithmus liefert uns eine Darstellung

J
F(n, k) + Zaj(n)F(n +j,k) =G(n,k+1) — G(n, k),
j=1

wobei oj(n) (j = 1,...,J) rationale Funktionen sind, die abhéingig von n,
aber unabhénig von k sind. Auf der linken Seite haben wir eine Rekursion mit
rationalen Koeffizienten in n fiir die Summe s,, erhalten. Das G(n, k) auf der
rechten Seite ist die diskrete Stammfunktion der linken Seite.

Da F'(n, k) einen endlichen Tréger hat, gibt es natiirliche Summationsgren-
zen fiir die Summe s,. Summieren wir {iber ein Intervall, das auflerhalb dieser
natiirlichen Summationsgrenzen liegt, ist die rechte Seite auf Grund einer Tele-
skopsumme gleich Null. Wenn wir iiber ein Intervall summieren, das innerhalb
der natiirlichen Summationsgrenzen liegt, erhalten wir eine inhomogene Rekur-
sion fiir die Summe s,,.

Da der Petkovsek-Algorithmus nur homogene Rekursionsgleichungen 16sen
kann, miissen wir die inhomogene Rekursionsgleichung in eine homogene um-
wandeln. Mit Hilfe des Petkovsek-Algorithmus kénnen wir dann eine ,,geschlos-
sene Form* fiir s, finden, falls sie existiert.

Zum Abschluss fassen wir alle Algorithmen zusammen. Dadurch erhalten
wir einen Algorithmus, der fiir eine Summe, deren Summand aus einer Linear-
kombination von hypergeometrischen Termen besteht, eine geschlossene Form
findet, falls sie existiert.
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Die Algorithmen sind in der Arbeit als Pseudocode dargestellt. Einige Bei-
spiele in der Arbeit werden mit Hilfe von implementierten Befehlen in Mu-
PAD gelost. Diese Prozeduren sind auf der beiliegenden CD in dem Package
summation.mu zu finden. Die von mir vorgestellten und implementierten Algo-
rithmen sind zum grofiten Teil noch nicht in MuPAD implementiert und bieten
daher eine Verbesserung des in MuPAD verwendeten Summationsbefehls sum.

Danksagung

Ich danke Prof. Dr. Wolfram Koepf fiir die gute und freundliche Betreuung
wahrend der Implementierung und Erstellung dieser Arbeit. Auch mochte ich
mich fiir die Unterstiitzung und Hilfestellung bei MuPAD-Gruppe von Sciface
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Kapitel 1

Theoretische Grundlagen

1.1 Einfiihrung

Wir werden zuerst einige Grundlagen vorstellen, die wir im Laufe der Arbeit
verwenden werden. Aber zunéchst betrachten wir das Problem der Integration
als Motivation fiir das folgende Kapitel.

Mit der Stammfunktion F' einer Funktion f(z) und dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung kénnen wir jedes bestimmte Integral mit der
Rechenregel

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a)

l6sen. Mit groflen Datenbanken, in denen die Stammfunktionen vermerkt sind,
wird das Problem der bestimmten Integration losbar. Ein algorithmisches Ver-
fahren ist allerdings sehr wiinschenswert, da keine Datenbank vollstindig ist
und oft viele komplizierte Umformungen nétig sind, um die Eintridge in der
Datenbank zu finden. Fiir die Integration gibt es solche algorithmischen Ver-
fahren, auf die wir hier aber nicht néher eingehen wollen. Es kann aber in [Ris70]
nachgelesen werden.

Bei der Summation stellt sich ein d&hnliches Problem. Wir werden im weite-
ren Verlauf der Arbeit sehen, wie wir eine diskrete Stammfunktion sy fiir den
gegebenen Summanden ay, finden kénnen. Es ergibt sich dann die Teleskopsum-
me

b

Zak23b+1_Sb+...+8a+1_8a28b+1_3a. (1.1)
k=a

Wenn wir eine diskrete Stammfunktion s fiir a; gefunden haben, ist die be-
stimmte Summation also trivial.

Im néchsten Kapitel werden wir den Gosper-Algorithmus kennen lernen und
werden sehen, dass wir mit diesem in der Lage sind fiir eine grofle Klasse von
Fingabetermen, ndmlich fiir hypergeometrische Terme, eine hypergeometrische
Stammfunktion zu finden, falls eine solche existiert.

Zunéchst wollen wir aber definieren in welchen Kérpern wir uns bewegen.
Die vorgestellten Algorithmen dieser Arbeit benutzen Faktorisierungsalgorith-
men. Diese kénnen nur iiber Q garantiert werden. Daher setzen wir fiir die ganze
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Arbeit stillschweigend voraus, dass wir alles iiber dem Koérper K = Q oder Q
adjungiert um eine feste Anzahl von Konstanten (beispielsweise: Q(av, a2, a3))
betrachten. Es sei K (k) der Korper der rationalen Funktionen beziiglich der
Variablen k tiber dem Kérper K und K[k] sei der Ring der Polynome in & iiber
K.

Definition 1.1.1 Ein Term ay heifit hypergeometrisch tiber K, falls Polynome
pr und qr aus Kk| existieren, so dass ay, eine lineare homogene Rekursion
erster Ordnung

DPrk+1 — qrag = 0,

mit Polynomkoeffizienten in K[k] fir alle k € N erfillt. Weiter heifst das, dass
ax+1/ar in K(k) liegt.

Die Klasse der hypergeometrischen Terme umfasst trivialer Weise sowohl
Polynome als auch rationale Funktionen in k. Aber zusétzlich gehoren auch
Produkte und Summen von Binomialkoeffizienten dazu, da

n+1
( k ) k—n
=— c K(k 1.2
0y = it €KW (12)
gilt. Fakultidten gehoéren dazu, weil
k4 1)!
(Z}):k+1ek@) (1.3)

ist. Es gibt noch eine weitere Klasse, die den hypergeometrischen Termen an-
gehort, und zwar die Klasse der Pochhammersymbole.

Definition 1.1.2 Mit Pochhammersymbol bezeichnen wir

(a)r = (1.4)

1 falls k=0
a-(a+1)---(a+k—1) fallskeN.
Es ist zu erwdhnen, dass es eine erweiterte Definition von Pochhammersymbolen
fiir alle k € Z (als steigende oder fallende Faktorielle) gibt. Aber wir wollen uns
in der Arbeit nur auf den Fall £ € N beschrinken. In Kapitel 5 werden wir
sehen, dass die Pochhammersymbole eine wichtige Rolle bei der Ausgabe von
hypergeometrischen Lésungen spielen.
Die Pochhammmersymbole gehoren der Klasse der hypergeometrischen Ter-
me an, weil

(@Dt _ gy oe K0 (1.5)

gilt.
Damit wir hypergeometrische Terme erkennen kénnen, nehmen wir eine
Vereinheitlichung vor. Dafiir fiihren wir die Eulersche Gamma-Funktion ein.
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Definition 1.1.3 Die Gamma-Funktion ist durch
o
I'(z) :/ et at.
0

definiert. Das Integral existiert fiir z € C mit Re z > 0.

Mit der Gamma-Funktion lassen sich Fakultdten, Binomialkoeffizienten und
Pochhammersymbole darstellen. Die Darstellungen lassen sich aus der folgenden
Rekursion
t=00

= zI'(2) (1.6)

o
Iz+1) = / e dt — tFet
0 t=0

herleiten. Wir werden nun den simpcomb Algorithmus von W. Koepf aus seinem
Buch [Koe97] vorstellen. Dieser Algorithmus ist in der Lage zu entscheiden,
ob ein Term aj hypergeometrisch ist, mit anderen Worten, ob axi1/ax eine
rationale Funktion in k ist. Der Algorithmus driickt die Funktion in Form von
Gamma-Funktionen aus.

Algorithmus 1.1.4 (simpcomb) Der Algorithmus entscheidet, ob ein Term
ak+1/ax rational ist.

1. Input: agy1/ag, wobei ay, ein Produkt aus Quotienten von rationalen Funk-
tionen, Potenzen, Fakultiten, Gamma-Funktionen, Binomialkoeffizienten
und Pochhammersymbolen, welche rational linear in ihren Argumenten
sind, ist.

2. (togamma) Bilde a1 /ay. Schreibe Fakultiten, Binomialkoeffizienten und
Pochhammersymbole nach folgenden Regeln um:

El=T(k+1), ()
n _Z'(Z—l)'--(z—k+1) B T(z+1)
(7‘@) B k! THTG—k+1) und  (1.8)
Ttk

=2z (z4+1)---(2+k—-1) (1.9)

I'(2)
Vermeide negative Argumente. Im Fall der Binomialkoeffizienten kann
dies mit folgender Regel getan werden:

(—l)k% falls n € Z, n <0

<">—> 0 falls n—k €Z, n—k<0
k I'(n+1)

6 DY o Ca AT A t
TR+ DI (n—k+1) sonst.
3. (simplifygamma) Schreibe die erhaltenen Ausdriicke mit folgender Regel

um:

F'n+j)=n-(n+1)---(n+j—1)-T(n).

Wenn immer die Argumente n und n + j von zwei Gamma-Funktionen
eine ganzzahlige positive Differenz j haben, reduziere den resultierenden
Bruch durch Kiirzen der gemeinsamen Gammaterme.
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4. (simplifypower) Schreibe den resultierenden Ausdruck mit Hilfe der Re-
gel

b ="

um. Wenn immer die Argumente n und n + j von zwei Potenzen eine
ganzzahlige positive Differenz j haben, reduziere den resultierenden Bruch
durch Kiirzen der Potenz mit dem Argument j.

5. Der Ausdruck agy1/ay ist genau dann rational, wenn der im letzten Schritt
resultierende Bruch uy /vy, rational ist, das heifit, u, v, € K[k].

6. Output: (ug, vi).

Wir werden im weiteren Verlauf nicht mehr genauer auf die Gamma-Funktion
oder den simpcomb-Algorithmus eingehen. Aber in allen von mir implemen-
tierten Befehlen in MuPAD wird dieser Algorithmus verwendet, um zu ent-
scheiden, ob ein Term hypergeometrisch ist oder nicht. Dieser Algorithmus 16st
unsere spezielle Fragestellung viel effektiver als alle eingebauten Funktionen in
MuPAD.

In der gesamten Arbeit ist es unser Ziel die Eingabeterme in eine moglichst
,einfache Form*“ zu bringen. Dazu definieren wir den Terminus ,,geschlossene
Form*“:

Definition 1.1.5 FEine Funktion s, liegt in geschlossener Form vor, wenn sie
sich als Linearkombination mit einer festen Anzahl (r € N) von hypergeometri-
schen Termen darstellen ldsst.

Falls wir einen hypergeometrischen Term s,,11/s, € K(n) als Quotient einer
hypergeometrischen Losung erhalten, kénnen wir diesen in einen hypergeome-
trischen Term s, umschreiben. Dazu geben wir folgenden Algorithmus an:

Algorithmus 1.1.6 Der Algorithmus wandelt den hypergeometrischen Quoti-
enten Sp+1/sn € K(n) in einen hypergeometrischen Term s, um.

1. FEingabe: Ein hypergeometrischer Quotient sy41/sy,.

2. Berechne mit Hilfe von Algorithmus 1.1.4 die Polynome uy,, v, € K|n],

so dass 5 u
ntl = 0 i geT (up,v,) =1

Sn Un

gilt. Falls Algorithmus 1.1.4 ausgibt, dass s, nicht rational ist, brich ab
und gib aus, dass kein hypergeometrischer Term s, existiert.

3. Fiihre fiir u, und v, eine rationale Faktorisierung durch. Falls keine linea-
ren Foktoren entstehen, brich ab und gib aus, dass keine rationale Fakto-
risierung existiert. Falls die Faktorisierung erfolgreich war, haben u, und
v, in die Form:

up = A(ntaq)(ntaz) - - - (ntap) und v, = B(n+51)(n+02) - - - (n+LBg+1)-
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4. Berechne fir alle 8; (i = 1,...,q + 1), die eine ganze Zahl sind, das
kleinste 3; = m. Falls m < 1, shifte alle o;j (j = 1,...,p) und B; um
—m + 1. Dadurch erhalten wir die umgeschriebenen a; und [(3;.

5. Schreibe aj und B; in die Form:

_ Un _ A" (al)n(OQ)n t (ap)n

T e T B (B0 (B)n - Ber)n

6. Ausgabe: Der hypergeometrische Term s,.

Nachdem wir nun einige wichtige theoretische Grundlagen definiert haben
widmen wir uns im néchsten Kapitel nun der algorithmischen Summation von
hypergeometrischen Termen.
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Kapitel 2

Gosper-Algorithmus

2.1 Einfiihrung

Wir wollen uns zunéchst mit der Frage beschéftigen, in welchen Féllen eine
unbestimmte Summe ein hypergeometrischer Term ist. Dazu werden wir im
Verlaufe des Abschnitts einen Algorithmus kennen lernen.

Im letzten Kapitel haben wir als Motivation das Problem der Integration
angesehen, nun wollen wir unser Summationsproblem betrachten. Der Gosper-
Algorithmus ist ein Verfahren, das fiir einen (unbestimmt zu summierenden)
Term a;, eine diskrete Stammfunktion s; der Form

Ska1 — Sk = ak (2.1)

findet, so dass s ein hypergeometrischer Term ist, das heifit, dass s der Ei-
genschaft
Skl ¢ K (k)
Sk

geniigt. Da der Algorithmus einen hypergeometrischen Term findet, liegt das
Resultat in einer geschlossenen Form vor. Ahnlich wie bei der Integration verhélt
es sich auch bei der Summation: Haben wir eine diskrete Stammfunktion s von
ay, gefunden, so ist die bestimmte Summation trivial, denn wir erhalten eine Te-
leskopsumme

m
Z ap = (5n+1 - Sn) + (Sn - Snfl) + ...+ (Serl - Sm) = Sn+1 — Sm,
k=n

die sich an den Grenzen auswerten lésst. Auf diesen Fall werden wir genauer
in Kapitel 5 eingehen. Fiir den Moment und in diesem Kapitel betrachten wir
immer die unbestimmte Summation mit dem Summationsindex k, wobei wir
nur iiber ganze Zahlen summieren.

Aus der Forderung, dass s; ein hypergeometrischer Term ist, folgt sofort,
dass auch aj ein hypergeometrischer Term sein muss. Dieses ergibt sich aus der
Beobachtung;:

Sk+2
A1 Sk+2 — Sk+1 Sk4+1 Sk u
k+ _ k+ k+ _ k+ zllzii _ Uk e K(l{?), (22)
a Sk+1 — Sk Sk s T Vg

15
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wobei uy, und v Polynome aus K [k] mit ggT(ug, vx) =1 sind. Daher konnen wir
uns in diesem Kapitel auf die unbestimmte Summation von hypergeometrischen
Termen beschrénken.

Definition 2.1.1 Ein Term ai heiffit gospersummierbar, wenn er eine hyper-
geometrische diskrete Stammfunktion s hat.

Zu beachten ist, dass s ein rationales Vielfaches von aj ist, auf dies wer-
den wir im weiteren Verlauf noch genauer eingehen. Weiter ist zu beachten,
dass nicht fiir alle hypergeometrischen Terme eine diskrete hypergeometrische
Stammfunktion existiert.

2.2 Unbestimmte Summation

Zunichst wollen wir uns einen Uberblick iiber den Algorithmus von Gosper
verschaffen, um ihn spéter im Detail zu erlautern und zu beweisen. Dieser Teil
der Arbeit bezieht sich auf Kapitel 5 aus [Koe97].

Die Eingabe des Gosper-Algorithmus ist ein hypergeometrischer Term ay,
wobei aj11/ak, wie oben gesehen, durch die beiden teilerfremden Polynome uy
und vy reprasentiert wird. Diese Idee wird durch die Betrachtung des folgenden
Beispiels deutlicher:

Beispiel 2.2.1

Wir haben s, = (2k)!/k! gegeben. Wie wir dieses Resultat erhalten haben, spielt
zu diesem Zeitpunkt keine Rolle. Aus diesem s; wollen wir nun a; berechnen.
Es ergibt sich dann

(2k+2)!  (2k)!
B o DT

ein Produkt aus einem polynomialen Teil py = (4k + 1) und einem faktoriellen
Term by, = (2k)!/k!. Da b1 /br = qxy1/7rk+1 rational ist, kénnen wir annehmen,
dass ¢ und r; Polynome sind.

In dem Beispiel haben wir gesehen, wie ein solches aj im Speziellen aus-
sehen konnte. Als néchstes geben wir eine grobe allgemeine Zusammenfassung
des Gosper-Algorithmus. Fiir die im Beispiel auftretenden ¢ und rj gilt die
Eigenschaft

88T (i, Th45) =1 fir alle j € Np. (2.3)

Geniigen g und 7 nicht dieser Eigenschaft, kénnen sie durch ein algorithmi-
sches Verfahren so umgeschrieben werden, dass sie die Eigenschaft (2.3) erfiillen.
Dieses werden wir in Lemma 2.2.2 kennen lernen. Spéater werden wir sehen, wel-
che Bedeutung der grofite gemeinsame Teiler ggT (gx, ) genau hat.

Fiir a erhalten wir folgende Relation

ag
+1_ Pk+1 qk+17 (2.4)
ag Pk Tk+1
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wobei p dem polynomialen und gg11/7,+1 dem faktoriellen Teil entspricht.
Als letztes definiert Gosper eine Funktion fj, wie folgt:

Sk+1 Pk+1 Tk
fk = + + oder Sk = pikfk_lak. (2.5)

k41 Tk+1

Mit sg41 — Sk = ag sehen wir sehr schnell, dass diese Funktion rational ist:

_ Sk41Dkt+1 Sk+1  Pk+1 1 pra (2.6)
— — = - . .
Apt1 ThH1  Sk42 = Skl Thl 5o — 174

Gosper zeigt des Weiteren mit Hilfe von (2.3), dass fi ein Polynom ist. Durch
Einsetzen und Umformen ergibt sich:

k41
k+1

Tk
ak = Sk+1 — Sk = Jrary1 — Efk—lak-

Wenn wir nun mit py/aj multiplizieren und (2.4) verwenden, erhalten wir eine
lineare inhomogene Rekursiongleichung fiir f:

ak+1 Pk
ag  Pk+1

pr = The1 Sk — Tkfe—1 = Qo1 fr — TR So-1- (2.7)
Gosper entwickelte einen Algorithmus, welcher den méglichen Grad der Poly-
nomlosung fi der Rekursion (2.7) a priori bestimmt, dieser Algorithmus wird
in Satz 2.2.6 ndher erldutert. Das fithrt dazu, dass wir fj, als ein allgemeines Po-
lynom mit einem festen Grad gegeben haben. Von diesem kénnen wir dann die
Koeffizienten durch Losen eines linearen Gleichungssystems finden und damit
zum Abschluss auch eine Losung fiir s; aus (2.5) angeben.

Falls der Algorithmus kein Polynom f; findet, ist bewiesen, dass keine hy-
pergeometrische Stammfunktion si von aj existiert.

Nach diesem Uberblick werden wir im nichsten Abschnitt den Gosper-
Algorithmus genauer betrachten.

2.2.1 Der Gosper-Algorithmus

Da wir jetzt einen allgemeinen Uberblick des Algorithmus erhalten haben, wer-
den wir zunéchst alle Teile genauer analysieren und beweisen, bevor wir den
Algorithmus zusammenfassen.

Lemma 2.2.2 Gegeben sei agi1/ar € K(k). Dann kénnen pg, qi und rp mit
(2.4) so gewdhlt werden, dass

28T (qr,mi45) =1 fir alle j € No (2.8)
gilt.

Der folgende Beweis liefert gleichzeitig einen Algorithmus, der pg, gr und
T so bestimmt, dass sie Gleichung (2.8) geniigen.
Beweis: Zunichst wihlen wir pr = 1, g = up_1 und 7 = vg_1. Die Indexver-
schiebung von k ist notwendig, da wir in unserer Ausgangsgleichung (2.4) qx1
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und 741 betrachten. Jetzt ist entweder die Eigenschaft (2.8) erfiillt und der
Beweis ist erbracht oder Eigenschaft (2.8) ist nicht erfiillt. Dann existiert aber
ein festes j € Ny und eine g, € K[k], so dass

28T (qr, Thvj) = gx # 1 (2.9)

ist. Sei J die Menge aller j € N, die die Eigenschaft (2.9) erfiillen. Diese Menge
J heifit Dispersionsmenge. Wir werden in Satz 2.2.3 erldutern wie wir diese
algorithmisch bestimmen koénnen.
Wir kénnen nun fiir ein j € J den gemeinsamen Teiler g herausdividieren.
Dadurch erhalten wir die neuen Funktionen pj}, ¢) und r} wie folgt:
dk Tk

Pl = PkOkGk—1° " Gk—jt+1, Q= — und rp = ——. (2.10)
9k 9k—j

Denn es gilt:

/ /
Dry1 9+1  Pe+19k+19k " 9k—j+2 Qk+1 Jh—j+1 _ Pk41 Gk+1
Ph The1  PkORGE—1"" " Gk—j+1 Gkl Thil Pk Thtl

Mit (2.9) folgt nun

oo _ Ak Tk+j \ _
28T (qy, Tt j) ggT(gk, o > L,
so dass fiir p), ¢, und r}, die Gleichung (2.9) nicht mehr giiltig ist. Durch
Anwendung der Ersetzungsregeln (2.10) fiir alle j € J erfiillen pg, g und ry die
Eigenschaft (2.8). Falls die Menge J mehr als eine Zahl enthélt, muss vor jedem
Ersetzungsschritt die ggT-Eigenschaft iiberpriift werden, denn es ist moglich,
dass eines der vorigen g; bereits der Bedingung geniigt. O

Nun befassen wir uns mit der im Beweis erwédhnten Dispersionsmenge. Fiir
zwei Polynome ¢ und ry ist

disp(qk, ) = max{j € No|ggT(qk, ri45) # 1}

die Dispersion von ¢ und r;. Um eine vollstdndige Notation zu erhalten, sei
das Maximum der leeren Menge gleich —oo. Wir beachten, dass die Notation
nicht symmetrisch ist. Die Dispersionsmenge von g und r ist definiert durch

J ={j € N|ggT(qn,r+;) # 1}.

Die Dispersion von zwei Polynomen gibt Informationen iiber die Shift-Strukturen,
ob gemeinsame Teiler existieren, falls das Polynom 7 in seiner Variablen k£ um
j geshiftet wird.

Im néichsten Algorithmus werden wir die Dispersionsmenge J bestimmen.
Es gibt zwei Moglichkeiten diese zu bestimmen: Eine ist die algorithmisch ef-
fiziente rationale Faktorisierung, die wir im néchsten Satz betrachten werden,
eine andere besteht darin, sie mit Hilfe von Resultanten zu errechnen.

Die Menge J sind die nichtnegativen ganzzahligen Nullstellen des Polynoms
in j, das durch die Resultante von g und ;4 ; entsteht. Die Dispersionsmenge
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mit Hilfe der Resultante zu berechnen, scheint ein kurzer und sehr eleganter Weg
zu sein. Aber es stellt sich heraus, dass es ineffizienter ist als die Bestimmung
der Dispersionsmenge durch die rationale Faktorisierung. Ein Nachteil ist, dass
die Resultante das zu l6sende Problem zu einem Problem mit zwei Variablen
macht, obwohl die Dispersionsmenge nur die Information iiber eine Variable
benotigt. Des Weiteren erzeugt die Resultante der zwei Polynome g und 7y ;
mit dem Grad m und n beziiglich k ein Polynom mit dem Grad nm beziiglich
Jj, dies ist genauer auf den Seiten 79 — 84 in [PWZ97] erldutert.

Wir werden hier die Dispersionsmenge mit der effizienteren Methode der ra-
tionalen Faktorisierung berechnen. Eine wichtige Tatsache hierfiir ist, dass die
rationale Faktorisierung algorithmisch realisiert werden kann. Da die Berech-
nung einer Resultante ein Polynom (in j) mit viel hoherem Grad erzeugt, ist
die Berechnung der Nullstellen viel zeitaufwendiger als die Faktorisierung der
Ausgangspolynome g und rj ;. Weiter ist die Implementierung der meisten
Computeralgebrasysteme fiir die rationale Faktorisierung von Polynomen ge-
nauso effizient wie die, die alle ganzzahligen Nullstellen von Polynomen findet.

Der Algorithmus zur Bestimmung der Dispersionsmenge mit Hilfe der ra-
tionalen Faktorisierung wurde zuerst von Koornwinder!' implementiert und von
Man und Wright in [MW94] beschrieben. Er ist ein effizienter Weg um die
Dispersionsmenge zu erhalten und macht die Berechnung der Resultante iiber-
flissig. Wir verwenden den Algorithmus aus [Koe97].

Algorithmus 2.2.3 (Dispersionsmenge) Der folgende Algorithmus bestimmdt
die Dispersionsmenge

J ={j € No|ggT(qk, 7k+;) # 1}

zweier Polynome qi, 1, € K[k] unter Voraussetzung, dass ein Faktorisierungs-
algorithmus in K [k] existiert. Dies ist insbesondere dann anwendbar, falls g, T €

Q(ala ag, ... >ap)[k]'
1. Eingabe: Zwei Polynome qi und ry € KIk].
2. Faktorisiere qr und ry tber K.

3. Setze J = {}. Berechne fiir jedes Paar irreduzibler Faktoren s von gy
und ty von ry die Menge D = disp(s, t, k) in folgenden Schritten:

(a) Falls die Grade m = deg(sk, k) und n = deg(tx, k) verschieden sind,
gib D = {} aus®.

(b) Berechne die Koeffizienten® a = coeff(sy., k,n), b = coeff(sy, k,n—1),
¢ = coeff (tx, k,n) und d = coeff (tx, k,n — 1).

(¢) Falls j := %=% ¢ Ny, dann gib D = {} aus.

(d) Test, ob csy—atyy; = 0. Ist dies der Fall, setze D = {j}, andernfalls
D = {} und gib D aus.

!Der Algorithmus ist in Maple im Package zeilb implementiert und in [K0093] nachzulesen.
2deg(ak, k) steht fiir den Grad des Polynoms ay, beziiglich der Variablen k.
3coeff(ax, k,n) steht fiir den Koeffizienten von k™ des Polynoms ay.
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J=JUD.
4. Ausgabe: J.

Beweis: Als erstes zeigen wir, dass die Unterroutine disp(q, 7, k) fiir zwei iiber
K|[k] irreduzible Polynome g und rj, die Dispersion bestimmt.

Wenn die Polynome nicht den gleichen Grad haben, kénnen wir keine Di-
spersion finden. Daher nehmen wir zunéchst an, dass g, und ri eine Dispersion
7 > 0 und den gleichen Grad haben. Daher miissen sie auch ein Vielfaches
voneinander sein. Nach Definition gilt dann

88T (qr, Thtj) = gk # 1,

wobei gj, ein rationaler Faktor von ¢; und g_; ein rationaler Faktor von ry, ist.
Da nach Voraussetzung g und rj irreduzibel sind, muss g; den gleichen Grad
wie g und r; haben.

Daher haben die zwei Polynome

Qe =ak™ +0k" 1+ ... und rp=ck"+dk" 4. (2.11)
die Dispersion j € Ny genau dann, wenn
& . N — . _
J 6 = Tt =clk+i)"+dk+)" 1 4. =ck" + (ecnj + k™., (2.12)

wobel wir den binomischen Lehrsatz verwendet haben. Die entstandene Iden-
titit (2.12) kann nur giiltig sein, wenn die Koeffizienten von k"1 iibereinstim-

men. Es muss also nach (2.11) und (2.12) gelten % = cnj + d oder wie in
Algorithmus 2.2.3 angegeben wurde
bc — ad
j= = (2.13)
acn

Damit muss j eine aus (2.13) resultierende, nichtnegative ganze Zahl sein. Mit
dem gegebenen j kénnen wir nun 744 ; bestimmen und iiberpriifen, ob die Glei-
chung (2.12) gilt.

Der Algorithmus berechnet die ganze Dispersionsmenge J von ¢, und 7,
indem die Unterroutine disp fiir jedes irreduzible Paar von Faktoren die Disper-
sion bestimmt und sie in der Menge J zusammenfasst. g

Die Funktionen zur Bestimmung der Dispersion und der Dispersionsmen-
ge sind nach den oben erlduterten Algorithmen in MuPAD implementiert. Im
folgenden Beispiel vergleichen wir den Zeitaufwand des Algorithmus mit Resul-
tante und ohne Resultante.

Beispiel 2.2.4

Wir geben zwei Polynome in faktorisierter Form vor, so dass wir die Dispersions-
menge abgelesen kénnen. Wir werden den Zeitaufwand der beiden Prozeduren
in MuPAD vergleichen. Der Algorithmus, der die Resultante verwendet, ist sehr
leicht wie folgt zu implementieren. In dem Algorithmus nehmen wir mit assume
an, dass die Parameter beider Eingabeterme ganze Zahlen sind und verwenden
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den solve Befehl, der durch den Zusatz Domain=Dom: : Integer nur ganzzahlige
Losungen sucht.

[ MuPAD

>> dispersionsset:=proc(q,r,k)
begin
assume (indets(q) ,Type::Integer);
assume (indets(r) ,Type::Integer);
select(solve(polylib: :resultant(q, subs(r,k=k+j),k),j,
Domain=Dom: : Integer) ,testtype, Type::NonNeglnt) ;
end_proc:

Der von mir implementierte Befehl dispersionsmenge(q,r,k) gibt die Dis-
persionsmenge fiir zwei Polynome aus, wobei die Eingabeterme q und r die zu
betrachtenden Polynome sind und k die Variable der Polynome.

Zunéchst geben wir die Polynome ¢ und r; in MuPAD ein:

— MuPAD

>> q:=expand (4*k"3*6x (k+3000) * (k+a) “2* (k+b) ) ;
>> r:=expand (subs(q,k=k-799)):

Output

144000*a*k™5 + 48*axk”6 + 72000*bxk~5 + 24*b*k"6 + 72000*k~6
+ 24%k”7 + 72000*%a”2%k"4 + 24xa~2%xk”5 + 72000*a”2*xbxk"3
+ 24%a”2xbxk~4 + 144000*a*xbxk~4 + 48*axb*k”5

Wobei unser r; das Polynom ¢y, ist, in das wir £ = k—799 substituiert haben.
Dieses geben wir nicht aus, da der Ausdruck zu komplex ist und einen Grofiteil
des Bildschirms fiillt. Die Parameter in dispersionset und dispersionsmenge
sind die selben.

— MuPAD

(time () -t)*unit: :ms;
(time (O -t)*unit: :ms;

>> t:=time(): dispersionsmenge(q,r,k), time
>> t:=time(): dispersionsset(q,r,k), time

Output

{799, 3799}, time 108*ms
{799, 3799}, time = 119799*ms

Hier sehen wir, dass die Berechnung mit dem Algorithmus ohne Verwen-
dung der Resultante viel effizienter die beiden Shifts 799 und 3799 findet. Der
Zeitaufwand mit dispersionsmenge ist 108 Millisekunden und der mit Hilfe
der Resultanten 119799 ms. Wir kénnen weiter zeigen, dass allein der Aufwand
zur Berechnung der Resultante schon grofler ist als der ganze Algorithmus zur
Bestimmung der Dispersionsmenge durch rationale Faktorisierung.

— MuPAD

>> t:=time(): polylib::resultant(q, subs(r,k=k+j),k):
time = (time()-t)*unit: :ms;

Output

time = 61139*ms
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J

Daran sehen wir schon, dass die Bestimmung der Resultante sehr aufwendig
ist. Wenn wir nun den Grad des Polynoms in j ermitteln, ergibt sich:

- MuPAD

>> degree(polylib::resultant(q, subs(r,k=k+j),k));

Output

49

Damit sehen wir, dass durch das Bilden der Resultante ein Polynom in j vom
Grad 49 entsteht. Wir beobachten auch, dass die Koeffizienten, die entstehen,
sehr grof} sind, daher ist die Berechnung der Nullstellen sehr aufwendig. In
unserem Fall braucht der Algorithmus mit Hilfe der Resultante ungefdhr 1000
mal langer als mit der rationalen Faktorisierung.

Um die Berechnung der Resultante zu beschleunigen, sollten die Polynome vor-
her faktorisiert werden. Da kommt natiirlich die Frage auf, warum einige Au-
toren in ihren Biichern oder in implementierten Algorithmen {iberhaupt noch
die Methode mit der Resultante verwenden. Der einzige Grund ist, dass die auf
der Resultanten basierende Methode allgemeiner ist und sie {iber jedem Koérper
berechnet werden kann, indem die Determinate bestimmt werden kann. Auf
der anderen Seite ist kein allgemeiner Faktorisierungsalgorithmus fiir Polynome
tiber allen Koérpern bekannt. Da wir aber K = Q vorgegeben haben, kénnen wir
ohne Bedenken den Algorithmus, der auf der rationalen Faktorisierung basiert,
zur Bestimmung der Dispersionsmenge verwenden.

In (2.6) haben wir schon gesehen, dass fj rational ist. Mit Hilfe des néchsten
Lemmas koénnen wir sogar zeigen, dass fj ein Polynom ist.

Lemma 2.2.5 Die durch (2.5), (2.7) und (2.8) beschriebene Funktion f ist

ein Polynom.

Beweis: Angenommen fj ist kein Polynom. Damit ist fj rational und hat die
Form

wobei ¢ und dj, Polynome sind und deg(dg, k) > 0 ist. Dies werden wir nun zu
einem Widerspruch fithren. Es gilt dann:

geT(ck,dy) =1 =ggT(ck_1,dr—1)- (2.14)

Indem wir (2.7) mit dydy_; multiplizieren und dy, fi, durch ¢ ersetzen, erhalten
wir

didi—1pr = drdp—1(qe1.fe — TESr—1) = Cedr—1qQr+1 — Ck—1dRTk- (2.15)

Nun sei j > 0 die Dispersion von dy mit sich selbst. Sei j die grofite ganze Zahl,
die die Eigenschaft

geT(dy, dryj) = gp # 1 (2.16)
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erfiillt. Dieses j existiert, da 0 € disp(dy, di, k) ist. Da j maximal und dj; ein
Vielfaches von gy, ist, erhalten wir

geT(dr—1,drys) =1 = ggT(dx—1, 9x)- (2.17)

Wenn wir £ in (2.16) um —(j + 1) verschieben, ergibt sich

88T (dr—(j11), dk—1) = Gr—(j+1) # 1 (2.18)

und verschieben wir auf der linken Seite von (2.17) nun k& um j, gilt mit der
Eigenschaft dj_(;41) ein Vielfaches von gj_(;41), dass

geT(dy—(j11), dx) = 1 = 28T (gr—(j4+1)> dk)- (2.19)

Als Nichstes betrachten wir unsere Hauptgleichung (2.15) genauer. Zu zei-
gen ist, dass die Terme dieser Gleichung Polynome sind. Um diese zu priifen,
teilen wir die Gleichung durch g und wir erhalten:

dedk—1pr _ crdp—1qr1  Ck-1dkTE (2.20)
9k Ik Ik

Mit Gleichung (2.16) wissen wir, dass g ein Teiler von dy, ist, daraus konnen
wir folgern, dass die linke Seite der Gleichung ein Polynom ist. Mit der gleichen
Argumentation ist auch der ganz rechte Term ein Polynom, was zur Folge hat,
dass auch cpdi_1qx+1 durch g teilbar ist. Durch die Gleichung (2.17) folgt, dass
dip—1 und gy teilerfremd sind. Weiter kénnen wir sagen, dass g ein Teiler von
dy, ist und mit (2.14) folgt, dass auch ¢, und gj, teilerfremd sein miissen. Somit
muss qi+1 durch gi teilbar sein und damit ist auch gx_1 ein Teiler von gy.
Als niichstes teilen wir (2.15) durch g;_(;j41) und erhalten

drdi—1pr _ Crdr—1Gr4+1  Ch—1dkTk

Ik—(5+1) Ik—(5+1) Ik—(j+1)

(2.21)

Da nach (2.18) g_(j4+1) ein Teiler von dy_; ist, folgt, dass die linke Seite von
(2.21) ein Polynom ist. Das Gleiche gilt fiir den mittleren Teil der Gleichung.
Daraus folgt: ¢y 1dyry ist durch gp_(;j41) teilbar. Aus (2.19) erhalten wir, dass
d, und g,_(;+1) teilerfremd sind. Des Weiteren gilt nach (2.14), dass c;—1 und
gr—(j+1) teilerfremd sind, da sich aus (2.18) ergibt, dass gk—(j+1) ein Teiler von
dj—1 ist. Damit ergibt sich, dass 74 durch g;_(;41) teilbar ist und gx—; ein Teiler
von 7.y ist.

Dadurch haben wir gezeigt, dass g, und rp,; durch g;_; teilbar sind. Dies
widerspricht der Aussage (2.8) aus Lemma 2.2.2. Damit ist gezeigt, dass fj ein
Polynom ist. O

Der letzte Schritt zur Vervollstdndigung des Gosper-Algorithmus ist, dass
wir eine Gradschranke fiir das Polynom fi suchen. Kennen wir eine Gradschran-
ke a priori, so sind wir in der Lage ein allgemeines Polynom in die Gleichung
(2.7) einzusetzen und wir konnen fj durch einen Koeffizientenvergleich berech-
nen. Wenn wir keine Losung fiir unser Gleichungssystem finden, kénnen wir
daraus schlielen, dass kein solches fj, existiert.
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Anstatt den Satz speziell fiir die Gleichung (2.7) zu betrachten, werden wir
ihn allgemeiner zeigen und aufschreiben?.

Satz 2.2.6 (Gradschranke) Fiir jede Polynomlésung fi, der Rekursion

Al fr+1 + Bifr = Ci

mit den Polynomen Ay, By, Cy € K|[k| erhalten wir die Gradschranke durch
folgenden Algorithmus:

1. Ist deg(Ay — By, k) < deg(Ay + By, k) dann gilt

deg(fx, k) = deg(Ck, k) — deg(Ax + By, k).

2. Ist hingegen n = deg(Ayr — Bk, k) > deg(Ar + Bk, k), so sei a der Koef-
fizient von k™ des Polynoms Ay — By, (a # 0) und b der Koeffizient von
k"1 von Ay, + By.

(a) Falls —2b/a & N>o dann gilt
deg(f, k) = deg(Ck, k) —n + 1.
(b) Ist aber —2b/a € N>q, dann gilt
deg(fx, k) € max{—2b/a,deg(Ck, k) —n + 1}.

Der Satz ist allgemein formuliert, in unserem Fall sieht die Rekursion aus (2.7)
wie folgt aus:

Pk = Qet1fk — Tk fr—1. (2.22)

Um den Satz nun auf unser spezielles Problem anzuwenden, miissen wir nur
Ck = pr, Ax = qrp+1 und By = —r, setzen. Besonders bei der Implementierung
ist es wichtig, dass die Indexverschiebungen und Vorzeichenwechsel beachtet
werden. Wir kommen nun zum Beweis des Satzes.

Beweis: Wir schreiben unsere Rekursionsgleichung um und erhalten

Jer1+ fx Je+1 — fx

5+ Ak~ By) : (2.23)

Cr = (Ar + By) 5

Fiir jedes Polynom fi # 0 gilt dann die Gradbeziehung

deg(fr+1 — fr, k) = deg(fxr1 + fr, k) — 1, (2.24)

da beim Polynom fr1 — fx die hochste Potenz wegfillt, wobei sie bei fr11 + fx
stehen bleibt. Setzen wir nun noch deg(0) = —1, dann gilt (2.24) allgemein fiir
alle fr, € K[k] \ {0}.

Gilt also nun deg(Ax — By, k) < deg(Ax + Bk, k), dann ist der zweite Sum-
mand der Gleichung (2.23) definitiv vom Grad kleiner als der erste und daraus
folgt die erste Behauptung.

4Zu finden in [Koe06].
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Wenn nun deg(Ay — By, k) > deg(Ax + Bk, k), ist die Situation schwieriger
aufzulosen. Sei m der Grad von f; und fr = ck™ + .... Dann folgt fiir die
hochsten Koeffizienten von (2.23):

Cro=(b+ a%)ck’“"*l .
Daraus resultiert dann Behauptung (2). O

Es ist zu erwdhnen, dass es sich beim Algorithmus zur Bestimmung der
Gradschranke aus Satz 2.2.6 nicht in allen Féllen um den echten Grad handelt,
denn in Fall (2b) gibt es zwei Moglichkeiten, in den anderen Fillen wird der
Grad des resultierenden Polynoms aber exakt bestimmt.

Wenn wir nun eine Polynomlésung fiir das Polynom f; suchen, miissen wir
nur den Lésungsansatz in (2.22) einsetzen und durch einen Koeffizientenver-
gleich erhalten wir unser Resultat. Ist die Gradschranke keine nichtnegative
ganze Zahl oder besitzt das lineare Gleichungssystem keine Losung, ist erwie-
sen, dass die Rekursionsgleichung (2.22) keine Polynomlgsung hat. In Bezug auf
das Summationsproblem heiffit das, dass keine diskrete Stammfunktion s, von
ay, existiert, welche ein hypergeometrischer Term ist.

Wir fassen nun den Gosper-Algorithmus zusammen, dieser besteht aus den
kennen gelernten Algorithmen.

Algorithmus 2.2.7 (Gosper-Algorithmus) Gegeben ist ein hypergeometri-
scher Term ai. Der folgende Algorithmus bestimmt, ob eine hypergeometrische
diskrete Stammfunktion si existiert und gibt sie dann aus.

1. Eingabe: Fin (rationaler) hypergeometrischer Term ay, # 0.

2. Berechne den Quotienten von agy1/ar. Wir suchen ug, v, € K[k], so dass
arer _ i

a Uk
gilt.

3. Berechne py, qr und ri € K[k] mit der FEigenschaft (2.8) aus Lemma

4. Bestimme die Gradschranke M fiir das Polynom fi, € K[k] mit dem Algo-
rithmus aus Satz 2.2.6. Falls M < 0, brich ab. Wir wissen dann, dass kei-
ne hypergeometrische diskrete Stammfunktion fir den Fingabeterm exis-
tiert.

5. Setze das allgemeine Polynom
fi = bo + bik + bok® + ...+ by kM
in die Rekursionsgleichung

Pk = Qk1fk — Trfr—1

fir fr ein. Wir bestimmen die Koeffizienten, indem wir das resultieren-
de lineare Gleichungssystem nach den Unbekannten by (I = 0,..., M)
auflosen.
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6. Falls das lineare Gleichungssystem keine Ldsung besitzt, brich ab, denn
dann existiert keine hypergeometrische diskrete Stammfunktion fir den
Eingabeterm.

7. Ausgabe: sj := ;—’ka,lak.

Der Befehl gosper (a, k) ist die von mir in MuPAD implementierte Variante
des oben vorgestellten Algorithmus, wobei a dem Eingabeterm az und k dem
Summationsindex entspricht. Die Funktion berechnet die hypergeometrische
diskrete Stammfunktion s, falls sie existiert.

Wenn der Gosper-Algorithmus eine hypergeometrische Stammfunktion s
fiir ay, findet, kénnen wir nach (2.5) sagen, dass sj ein rationales Vielfaches von
ay, ist:

. Tk
s = Rayg mit Rp=—fr_1.
Pk
Wir nennen Ry, rationales Zertifikat des Gosper-Algorithmus. Wenn wir ndmlich
R, gegeben haben, ist es sehr leicht zu priifen, ob s = Rpaj eine hypergeome-
trische Stammfunktion von a; ist. Mit einfacher rationaler Arithmetik konnen
wir dann folgende Aussage iiberpriifen
Skt1 — Sk = Rpp1ap11 — Rpag = ag.
Diese Gleichung ist dquivalent zu
Ry +1  apqp
Rpt1 ar

Daran sehen wir, ohne zu wissen, wo das Resultat Rj; herkommt, ob s, =
Ryap eine Stammfunktion ist. Wir haben auch gesehen, dass sowohl fiir die
Anwendung des Gosper-Algorithmus als auch die Priifung des Resultats durch
Ry, nur rationale Arithmetik nétig ist.

Der in MuPAD implementierte Befehl gospertest (a,s,k) iiberpriift, ob s
eine hypergeometrische diskrete Stammfunktion des eingegebene Term ay, ist.
Bei dem Befehl ist a der hypergeometrische Eingabeterm a; und s die zu iiber-
priifende Stammfunktion. Der Befehl gibt TRUE aus, falls s eine hypergeometri-
sche Stammfunktion zum eingegebenen ay, ist und sonst FALSE. Intern verwen-
det er aber nicht das rationale Zertifikat, sondern tiberpriift sx+1 — sy —ax =0
aus Gleichung (2.1). Ist diese Gleichung gleich Null, ist s eine diskrete Stamm-
funktion zu ay,.

Zum Abschluss dieses Abschnittes werden wir uns nun mit einigen Beispielen
beschiftigen, um die Anwendungen des Algorithmus zu verdeutlichen.

Beispiel 2.2.8 (Polynome)

Jedes Polynom ay, ist gospersummierbar, da fiir jedes Polynom ay, eine poly-
nomiale Antidifferenz s, existiert. Wenn wir nicht die gemeinsamen Teiler aus
ak+1/a herausdivideren, fiihrt uns die Anwendung des Gosper-Algorithmus zu
folgender Wahl p, = 1, qp = ap und rp = ap_1. Es folgt dann, dass die Disper-
sionsmenge gleich 1 ist und durch Umschreiben nach Lemma 2.2.2 erhalten wir
pr = ap und g = 1, = 1. Dadurch erhalten wir nach (2.7) die Gleichung

ak = fr — fi—1 (2.25)
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fiir fr. Nach (2.5) gilt dann fy = sg11. Da gxr1 — 7, = 0 ist, ergibt sich aus dem
Fall (2b) aus Satz 2.2.6, dass die Gradschranke deg(pg, k) + 1 = deg(ax, k) + 1
ist. Die Koeffizienten fiir s; erhalten wir dann, indem wir ein lineares Glei-
chungssystem mit deg(ag, k) + 1 Variablen losen.

Wir betrachten mit Hilfe von MuPAD noch ein konkretes Beispiel und zwar
ap = k + 4k2 + 5k + 3:

- MuPAD

>> gosper (k" 3+4*k"~2+5xk+3,k) ;

Output

k~4/4 + (5%k~3)/6 + (3*xk"2)/4 + (7xk)/6 - 3

|

Damit ergibt sich die hypergeometrische diskrete Stammfunktion s, = k*/4+
(5k3)/6 + (3k2)/4 + (Tk)/6 — 3.

Um die Antidifferenz fiir Polynome zu bestimmen, existieren jedoch schnel-
lere Algorithmen als der Gosper-Algorithmus.

Beispiel 2.2.9 (Rationale Funktionen)

Mit dem Gosper-Algorithmus kénnen wir zeigen, dass nicht jede rationale Funk-
tion ay, gospersummierbar ist. Zum Beispiel hat a; = 1/k keine hypergeometri-
sche Stammfunktion. Wir setzen pr = 1, ¢x = k — 1 und rp = k. Diese erfiillen
(2.8) aus Lemma 2.2.2 und die Gradschranke nach Satz 2.2.6 ist gleich Null.
Fiir fy erhalten wir eine Konstante ¢ und damit gilt: nach (2.7)

1=ck—ck=0.

Aus dieser Gleichung folgt, dass keine Losung existiert. Damit haben wir ge-
zeigt, dass die harmonischen Zahlen

n n 1
H, = ap = -
n=Da=) g
k=1 k=1
keine hypergeometrischen Terme sind.
Falls ein rationaler Term ay, eine rationale hypergeometrische Stammfunkti-
on s besitzt, ist dieser gospersummierbar und der Gosper-Algorithmus findet
sicher eine Losung si. Wir betrachten dazu das folgende Beispiel:

k
(k+1)(k+2)(k+3)

Anstatt die Summe mit Hilfe einer Teleskopsumme zu bestimmen, werden wir
den Gosper-Algorithmus nutzen. Nach Vereinfachung von a1 /a; wihlen wir
pe =1, g = k* und r;, = (k — 1)(k + 3). Die Dispersionsmenge ist 1, daher
miissen wir die Polynome nach Lemma 2.2.2 umschreiben und wir erhalten:
pr =k, qp = k und rp = k + 3. Als néichstes bestimmen wir die Gradschranke
fiir f; mit Hilfe von Satz 2.2.6 und erhalten nach Fall (2b) die Schranke 2. Wir
setzen dann f = a + bk + ck? in unsere Hauptgleichung (2.7) ein und es ergibt
sich:

ap =

k=(k+1)(a+bk+ck?) — (k+3)(a+bk—1)+c(k—1)3).
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Wir fassen die Gleichung zusammen und es ergibt sich:
(ba—b—1)k+3b—2a—3c=0

Der Gleichung ist zu entnehmen, dass unser Losungsraum die Dimension 2 hat,
durch Bestimmung der Koeffizienten und indem wir ¢ = 0 setzen, erhalten wir
die Losungen a = —3/2 und b = —1. Diese setzen wir in das Polynom f; ein
und erhalten fi = —3/2 — k. Das Ergebnis fiir s; ist nach Gleichung (2.5):

o  (k+3)(3 k
Sk‘ﬁf‘f—lak_— k <2+(k_1)>(k+1)(k+2)(k+3)'

Dieses Ergebnis faktorisieren wir und erhalten:

(2k + 1)
2k +2)(k+ 1))

Nun berechnen wir die hypergeometrische diskrete Stammfunktion s mit
dem implementierten Befehl gosper (a,k). Der Befehl kann zusétzlich weitere
Zwischenergebnisse ausgeben, indem wir vor dem Befehl setuserinfo (gosper,6)
aufrufen®. Die Zwischenergebnisse kénnen optional mit einem Wert von 1 bis 6
aufgerufen werden, wobei 1 immer nur die Fehlermeldungen ausgibt, falls Fehler
entstehen und der Algorithmus scheitert.

S = —

— MuPAD

>> setuserinfo(gosper,6):

>> setuserinfo(umschreibenpolynome,1):
>> setuserinfo(gradschranke,1):

>> a:=k/(k+2)/(k+1)/(k+3):

>> s:=gosper(a,k);

Output

Info: alk+1]/alk]:=2xk/(k"2 + 4xk) + 1/(k"2 + 4%k) + k"2/(k"2 + 4x*k)
Info: Dispersionsmenge:={1}

Info: Teil 2b

Info: Gradschranke:=2

Info: p:=k

Info: q:=k

Info: r:=k + 3

Info: f:=- k - 3/2

-(2%k™2 + Tk + 3)/(2x(k + D*(k + 2)*(k + 3))

|

Damit sehen wir durch den Befehl gosper, dass —(2k+1)/(2(k+2)(k+1))
eine hypergeometrische Stammfunktion von ay, ist. Durch Info werden die oben
schon gesehenen Zwischenergebnisse, die wihrend der Berechnung entstehen,
ausgegeben.

Wir iiberpriifen auch gleichzeitig mit gospertest, ob das Ergebnis eine
hypergeometrische diskrete Stammfunktion ist.

5Um Informationen iiber die Dispersionsmenge und Gradschranke zu erhalten, muss auch
setuserinfo(umschreibenpolynome, 1) und setuserinfo(gradschranke,1) eingegeben wer-
den.
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— MuPAD

>> gospertest(a,s,k);

Output

TRUE

Beispiel 2.2.10 (Binomischer Satz)

Als néchstes wollen wir testen, ob ay = (Z) gospersummierbar ist. Dazu fassen
wir n als unbestimmte Variable auf, arbeiten also iiber dem Grundkérper K =
Q(n). Wenn ay, gospersummierbar wére, wiirden wir fiir ein beliebiges m einen
hypergeometrischen Term fiir die Formel

> (1)

finden. Wenn wir den Gosper-Algorithmus auf a; anwenden, erhalten wir im

ersten Schritt
Ak4+1 n—k

ag k—i-l.

Damit ergibt sich die endgiiltige Wahl p, = 1, ¢y = n—k+ 1 und r, = k.
Wenn wir diese Parameter als Eingabe fiir den Algorithmus zur Bestimmung
der Gradschranke aus Satz 2.2.6 verwenden, ergibt sich nach Fall (1) fiir fj, ei-
ne Gradschranke von —1. Damit existiert kein fj,, welches der Hauptgleichung
(2.7) geniigt und daraus folgt: ay ist nicht gospersummierbar. Durch den im-
plementierten Algorithmus wird dieses Resultat bestétigt:

[ MuPAD

>> setuserinfo(gosper,4):

>> setuserinfo(umschreibenpolynome,1):
>> setuserinfo(gradschranke,1):

>> gosper (binomial(n,k) ,k);

Output

Info: alk+1]/alk]l:=n/(k + 1) - k/(k + 1)

Info: Dispersionsmenge:={}

Info: Teil 1

Info: Gradschranke:=-1

Es existiert keine hypergeometrische Antidifferenz s[k], da die
Gradschranke < 0 ist

FAIL

Durch den Output FAIL wissen wir, dass fiir diese Eingabe keine hypergeo-
metrische Stammfunktion existiert. Dies bedeutet aber nicht, dass die Summe
nicht durch eine andere Methode in eine vereinfachte Form gebracht werden
kann. Wir werden dieses Problem im néchsten Kapitel wieder aufgreifen und
werden dann sehen, wie wir auch dieses algorithmisch 16sen kénnen.
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Falls wir den Binomialkoeffizienten mit (—1)* multiplizieren, sehen wir, dass
ar = (—1)*(}) gospersummierbar ist. Es gilt nun

ag+1  k—n
ag o kj+1'

Damit ergibt sich p, =1, ¢t = k—n — 1 und r, = k. In dem abgeénderten
Problem ist die Gradschranke fiir f; nach Fall (2a) aus Satz 2.2.6 gleich 0.
Indem wir nun f; = ¢ in unsere Gleichung (2.7) einsetzen, ergibt sich:

1=(k—n)c—kec=—nc.

Die Losung ¢ = —1/n fiihrt dann zu f;, = —1/n. Daraus ergibt sich dann nach
(2.5):
Tk k k (M
= — _ = —— = —— —1 .
Sk pkfk 10k - ak n( ) <k>

Zum Abschluss berechnen wir das Problem noch mit dem Befehl gosper. Mit
setuserinfo(gosper,2) erhalten wir nur den Quotienten a1 /ax und die Feh-
lermeldungen, die auftreten, falls der Algorithmus nicht erfolgreich ist.

— MuPAD

>> setuserinfo(gosper,2):
>> gosper ((-1) "kxbinomial (n,k) ,k);

Output
Info: alk+1]/alk]:=k/(k + 1) - n/(k + 1)
-(-1) "kxk*binomial(n, k)/n

Beispiel 2.2.11

Nun zeigen wir noch kurz, dass das Pochhammersymbol eine hypergeometrische
Stammfunktion besitzt. Dazu wéhlen wir ax = (k),. Auch hier betrachten wir
n als unbestimmte Variable und arbeiten iiber dem Grundkorper K = Q(n).

— MuPAD ]

>> gosper (pochhammer (k,n) ,k) ;

Output

(pochhammer (k,n)*(k - 1))/(n + 1)

Zu erwihnen ist, dass dieses Beispiel bis jetzt nur in der MuPAD Pro Version
4.5 funktioniert, da die Pochhammersymbole in den &lteren Versionen noch
nicht integriert waren.

Wir werden noch ein weiteres Bespiel betrachten, in dem ein Summand ay
gegeben ist, der in dieser Form iiblicherweise im Zeilberger-Algorithmus auftritt,
den wir im n#chsten Abschnitt kennen lernen werden.

Beispiel 2.2.12
Gegeben sei a = () — %(":1) Mit dem von mir in MuPAD implementierten
Befehl erhalten wir schnell ein Ergebnis.
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— MuPAD

>> gosper((binomial(n, k) - 1/2*binomial(n + 1, k)),k);

Output

(k*(binomial(n, k) - binomial(n + 1, k)/2))/(n - 2%k + 1)

J

Paule und Schorn haben den sehr bekannten Artikel [PS95] und dazu das
Package zb.m in Mathematica veroffentlicht. In diesem Package sind sowohl der
Gosper-Algorithmus als auch der Zeilberger-Algorithmus, den wir im néchs-
ten Kapitel vorstellen werden, implementiert. Das Interessante ist, dass der
Gosper-Algorithmus aus diesem Package nicht alle Probleme, die durch die
Gammafunktionen oder Binomialkoeffizienten dargestellt werden, 16sen kann.
Die Pochhammersymbole werden iiberhaupt nicht unterstiitzt. Das oben vor-
gefiihrte Beispiel ist solch ein spezielles Problem mit Binomialkoeffizienten, das
nicht gelost werden kann. Der Grund dafiir ist, dass der Algorithmus die Ein-
gabeterme nicht vereinfacht®. Wenn dies gemacht wird, sind auch mit diesem
Befehl alle Probleme losbar.

Wir wollen uns noch ein Beispiel ansehen, wo mein implementierter gosper
Befehl mit dem in MuPAD eingebauten sum Befehl verglichen wird.

Beispiel 2.2.13

Bei diesem Beispiel geht es weniger um die Resultate, da diese sehr komplex und
schlecht auszugeben sind. Wir interessieren uns fiir die unterschiedlichen Re-
chenzeiten, die beide Befehle bendtigen, um ein Resultat zu erzeugen. Zunéchst
definieren wir einen Term ay, der nicht gospersummierbar ist, und wenden beide
Algorithmen auf diesen an.

[ MuPAD

>> a:=(4xk+1)*k!/(2¥k+1) ! /k;
>> t:=time(): gosper(a,k): time = (time()-t)*unit::ms;
>> t:=time(): sum(a,k): time = (time()-t)*unit::ms;

Output
(k!'*(4xk + 1))/ (kx(2%k + 1))

time = 39*ms

time = 34x*ms

J

Es ist zu sehen, dass bei diesem Beispiel beide Algorithmen noch gleich
schnell sind. Aber als néchstes substituieren wir k = k£ + 20 in a; und bilden
eine Differenz aus beiden Termen, dadurch erhalten wir den Term ajyo9 — ag.
Wir werden im n#chsten Abschnitt genauer auf diesen Fall eingehen, aber wir
koénnen vorwegnehmen, dass diese Differenz immer gospersummierbar ist, falls
ar, hypergeometrisch ist. Nun wenden wir beide Befehle auf diesen Term an:

— MuPAD ]

>> a:=subs(a,k=k+20)-a;

SEin Maglichkeit der Vereinfachung ist der simpcomb Algorithmus, den wir in den Grund-
lagen vorgestellt haben.
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>> t:=time(): gosper(a,k): time = (time()-t)*unit::ms;
>> t:=time(): sum(a,k): time = (time()-t)*unit: :ms;

Output

((k + 20) '*(4*k + 81))/((2%k + 41)!*(k + 20)) -
(k!'*(4xk + 1))/ (kx(2xk + 1)!)

time = 3287*ms

7179664%ms

time

An diesem Resultat ist nun deutlich zu sehen, dass der von mir imple-
mentierte Befehl viel schneller ist. Obwohl der eingegebene Ausdruck nicht so
kompliziert aussieht, braucht sum sehr lange. Der Grund dafiir ist, dass ich in
dem Befehl gosper die rationale Faktorisierung verwende und der sum Befehl
vermutlich eine Resultante, um die Dispersionsmenge zu bestimmen. Wie wir
in Beispiel 2.2.4 gesehen haben, ist diese nicht sehr effizient.

Nachdem wir uns nun mit dem Gosper-Algorithmus ausfiihrlich beschéftigt
haben, wollen wir im nichsten Teil sehen, wie er sich bei einem Summanden, der
aus einer Linearkombination von hypergeometrischen Termen besteht, verhélt.

2.3 Linearisierung des Gosper-Algorithmus

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit dem Problem der Linearisie-
rung. Wir kénnen leicht zeigen, dass die Menge der hypergeometrische Terme
beziiglich der Multiplikation abgeschlossen ist:

Ap+1bp+1  Qpg1 bt

agby, ap by

Wenn zwei Terme hypergeometrisch sind, ist es ihr Produkt auch. Beziiglich
der Addition gilt dies nicht. Beispielsweise ist k2 + 1 als Term gospersummier-
bar, aber 2¥ 4+ 1 ist es nicht, obwohl 2* und 1 hypergeometrische Terme sind
und fiir beide eine hypergeometrische Stammfunktion existiert. Wir werden die-
ses Beispiel spiter noch einmal aufgreifen. Als Resultat erhalten wir, dass der
Gosper-Algorithmus nicht linear ist. Dieser Abschnitt basiert auf [PWZ97].

Im oben genannten Beispiel haben wir gesehen, wenn zwei Terme a; und by,
gospersummierbar sind, muss ay, + b nicht unbedingt gospersummierbar sein.
Weiter ist es sogar moglich, dass ai+by gospersummierbar ist, aber die einzelnen
Terme aj, und by miissen es nicht sein. Ein Beispiel hierfiir ist a = 1/(k + 1)
und by = —1/k.

Es ist wiinschenswert, eine Moglichkeit zu finden, die eine Linearkombina-
tion von hypergeometrischen Termen so einteilt, dass wir fiir die eingeteilten
Klassen entscheiden kénnen, ob eine hypergeometrische Stammfunktion exis-
tiert oder nicht. Petkovsek, Wilf und Zeilberger haben einen Weg gefunden den
Gosper-Algorithmus zu linearisieren.

Das entscheidende Werkzeug ist das Einteilen der hypergeometrischen Ter-
me in Aquivalenzklassen. Zwei hypergeometrische Terme a;, und by, werden dhn-
lich genannt, falls ihr Quotient ax /b € K(k), also eine rationale Funktion in
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k ist. Dadurch kénnen wir die hypergeometrischen Terme in Aquivalenzklassen
einteilen.

Wenn wir nun eine Linearkombination von hypergeometrischen Termen ge-
geben haben, kénnnen wir diese so sortieren, dass wir eine Linearkombination
von paarweise verschiedenen &hnlichen erhalten. Der von Petkovsek, Wilf und
Zeilberger” entwickelte Algorithmus zeigt dann, ob fiir die einzelnen nicht &hn-
lichen hypergeometrischen Terme eine hypergeometrische Stammfunktion exis-
tiert. Wir sind mit diesem Algorithmus also in der Lage eine Linearkombination
von hypergeomterischen Termen zu erzeugen, die aus vereinfachten Stammfunk-
tionen und nicht vereinfachten hypergeometrischen Termen besteht. Die nicht
vereinfachten hypergeometrischen Terme werden als Summen mit einem hyper-
geometrischen Summanden zuriickgegeben.

Fassen wir die eingegebene Linearkombination als einen Term auf, besitzt
dieser Term genau dann eine hypergeometrische Stammfunktion, wenn der
Gosper-Algorithmus fiir jeden der paarweise nicht &hnlichen Terme erfolgreich
ist und damit haben wir eine geschlossene Form erhalten.

2.3.1 Aquivalenzklassen von hypergeometrischen Termen

Wir werden uns mit zwei Fragen beschéftigen. Ist ein hypergeometrischer Term
aj, gegeben, konnen wir die Summe s;, = . a;, als Linearkombination von meh-
ren, aber endlich vielen, hypergeometrischen Termen ausdriicken? Zum Beispiel
konnen wir leicht zeigen, dass k! nicht gospersummierbar ist, daher finden wir
fir die Summe ), k! keine hypergeometrische diskrete Stammfunktion. Aber
eventuell konnen wir die Summe in eine gleichwertige umschreiben, die aus zwei,
drei oder mehr, aber festen von k& unabhéngigen, hypergeometrischen Termen
besteht, so dass diese eine hypergeometrische diskrete Stammfunktion hat.

Als zweites betrachten wir eine Linearkombination c¢; von hypergeometri-
schen Termen. Wie kénnen wir entscheiden, ob die Summe s, = ), ¢ in der
gleichen Form als Linearkombination von hypergeometrischen Termen ausge-
driickt werden kann, so dass wir eine Stammfunktion finden kénnen? Dabei ist
zu beachten, dass die Linearkombination gospersummierbar sein soll, aber die
einzelnen Terme es nicht sein miissen. Zum Beispiel ist ax41 —ay gospersummier-
bar, wobei a; ein hypergeometrischer Term ist, der es nicht ist. Einen d&hnlichen
Fall haben wir schon in Beispiel 2.2.13 betrachtet, indem a; ein nicht gosper-
summierbarer hypergeometrische Terme war, aber die Differenz a0 — ap war
es.

Zum Schluss verfolgen wir in diesem Abschnitt das Ziel eine gegebene Li-
nearkombination von hypergeometrischen Termen in eine Linearkombination
umzuschreiben, die aus hypergeometrischen Termen besteht, die weitestgehend
in ihre Stammfunktionen vereinfacht sind. Die nicht vereinfachten hypergeome-
trischen Stammfunktionen werden dann als Summen, mit einem hypergeome-
trischen Term als Summand, in die Linearkombination geschrieben.

Bei der Summation von hypergeometrischen Termen spielt das Einteilen in
Aquivalenzklassen eine sehr wichtige Rolle. Das fithrt uns zu folgender Defini-

"Er ist in [PWZ97] nachzulesen.
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tion:

Definition 2.3.1 Zwei hypergeometrische Terme ay und by sind dhnlich, falls
thr Quotient eine rationale Funktion in k ist. In diesem Fall schreiben wir
g ~ bk.

Unter Ahnlichkeit verstehen wir die Aquivalenzrelation verschiedener hy-
pergeometrischen Terme. Eine Aquivalenzklasse besteht zum Beispiel aus der
Menge aller rationalen Funktionen.

Satz 2.3.2 Wenn ay ein nicht-konstanter hypergeometrischer Term ist, dann
ist der hypergeometrische Term ap+1 — ay dhnlich zu ay.

Beweis: Es gilt a1 — ax = (a(’;% — 1)ak, dadurch erhalten wir ein rationales
Vielfaches von ay, dieses ist ungleich Null ist, da aj keine Konstante ist. O

Satz 2.3.3 Seien ap und by hypergeometrische Terme mit ay + by, # 0, dann
st ap, + b ein hypergeometrischer Term genau dann, wenn ay, dhnlich zu by, ist.

Beweis: Es seien f = agi1/ag, g = bgr1/bk, h = (ak+1 + bga1)/(ax + by) und
r = a /by (aus Notationsgriinden haben wir die Briiche f, g, h und r genannt.).
Fiir ag11/ax und by 1 /by gilt nach Definition, dass sie rationale Funktionen in
k sind. Es gilt

_ kit frtg

= , 2.26
ar + br r—+1 ( )
da
b b
e e
ar + b ag + by ay + by
b
(2 + % prig

(= +Dbe o+l

Damit ist h genau dann rational, wenn ay /by es ist, das heifit, wenn a; und by,
dhnlich sind.

Umgekehrt folgt, wenn h = ag41/ay ist, aus (2.26), dass axr1/ar = bgy1/bx
ist (Dies folgt aus hr+h = fr+g). Daraus folgt, dass a; und by konstante Viel-
fache voneinander sind und ay /by konstant ist. Wenn andererseits h # ag41/ax
ist, dann gilt mit (2.26):

a g—nh

In jedem Fall ist ay /by rational, wenn h es ist. Damit ist der Satz gezeigt, da
h genau dann hypergeometrisch ist, wenn aj und by dhnlich sind (ax /by ist

rational). O
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Satz 2.3.4 Seien ag), al(f), e ,a,&n) hypergeometrische Terme, so dass

S e =0 (2.27)
=1

(4)

gilt, dann folgt daraus, dass a;’ ~ ak fur mindestens ein Paar i und j, mit
1<i<y<n.

Beweis: Wir werden den Satz durch vollstéindige Induktion iiber n beweisen.
Ist n = 2, gilt dann a,g) ~ a,g), da ein hypergeometrische Terme nach
Definition ungleich Null ist®.
Sei nun n > 1 und ag}rl/ag) fir t =1, 2,...,n. Aus Gleichung (2.27) folgt,

dass Y 1" 4 ak 11 = 0 ist, daher gilt weiter

n (1)

’“(j)l al) = 0. (2.28)
=1 a’k

Als néchstes multiplizieren wir die Gleichung (2.27) mit a,(;_?l / a,(cn) und subtra-
hieren (2.28) von der entstanden Gleichung. Dadurch erhalten wir

(n) (i)
Z Bein  Thi1) (0 _ g (2.29)
: M) (l)
i=1 k
Ist nun (ak+1/ak - ak_s_l/a,c ) = 0 fiir ein ¢, dann ist a,(cn)/a,(:) eine Konstante

O

und damit gilt a,i n) a,,’. Ansonst sind alle Terme auf der linken Seite von
Gleichung (2.29) hypergeometrisch. Mit der Induktionsvoraussetzung gilt dann,
dass es ¢ und j gibt, fiir 1 <i < j <n —1, so dass

(afh/a” = o Ja))al ~ @ fa” = o) Ja el

Aber dann gilt auch a,(:) ~ a,gj ), O

Satz 2.3.5 Jede Summe, die aus einer endlichen Anzahl von hypergeometri-
schen Termen besteht, kann in eine Summe, die aus paarweise nicht dhnlichen
hypergeometrischen Termen besteht, umgeschrieben werden.

Beweis: Da eine Summe, die aus zwei #hnlichen hypergeometrischen Termen
besteht, entweder Null oder ein hypergeometrischer Term ist, kann dies durch
eine Klassenbildung von dhnlichen Termen erreicht werden. Nach Satz 2.3.2 ist
jede dieser Klassen ein einzelner hypergeometrischer Term. O

Es stellt sich die Frage, wie wir entscheiden kénnen, ob zwei hypergeome-
trische Terme &hnlich sind. Es reduziert sich darauf, ob ein gegebener hyper-
geometrischer Term rational ist oder nicht. In der Praxis wird dies von einer

8Die Differenz von zwei dhnlichen hypergeometrischen Termen ist gleich Null oder ein
hypergeometrischer Term.
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Vereinfachungsroutine? entschieden. Da alle Berechnungen von hypergeometri-
schen Termen in entsprechende Operationen der Reprisentanten von rationalen
Funktion umgewandelt werden kénnen, werden wir auch zeigen, wie die Ratio-
nalitdt von gegebenen hypergeometrischen Termen nur durch den Quotienten
zwei ahnlicher hypergeometrischer Terme bewiesen werden kann.

Es seien zwei hypergeometrische Terme ap und by gegeben, wie kénnen wir
entscheiden, ob sie dhnlich sind (bzw. in der gleichen Aquivalenzklasse liegen)?
Wir miissen nur den Quotienten ay /by beider Terme bilden und wenn dieser
rational beziiglich der Variablen k ist (ax/by € K(k)), sind beide hypergeo-
metrischen Terme &hnlich. Es ist zu erwédhnen, dass ich in meiner Implemen-
tierung den Vereinfachungsalgorithmus simpcomb verwende. Dieser wandelt die
gegebenen Funktionen in Gammaterme um und kann in einigen Fillen nicht
entscheiden, ob ay /by € K(k) gilt. In diesen Féllen findet er nicht heraus, dass
aj und by in einer Aquivalenzklasse liegen.

Mit diesen Kenntnissen sind wir in der Lage die Fragen vom Anfang des
Abschnittes zu beantworten.

Die erste Frage ist, ob wir einen hypergeometrischen Term als Linearkombi-
nation schreiben konnen, die dann gospersummierbar ist. Das heif3t, wir wiirden
Zz;é ap = Oz](:) + a,(f) +.. .a,gm) erhalten, wobei a,(;) hypergeometrische Terme
sind. Damit der Term «y, gospersummierbar ist, muss der Gosper-Algorithmus
fiir alle hypergeometrischen Terme a,(;) auf der rechten Seite erfolgreich sein.
Mit Hilfe von Satz 2.3.5 kénnen wir annehmen, dass die Terme auf der rechten
Seite, die ungleich Null sind, paarweise nicht dhnlich sind. Durch Satz 2.3.4
wissen wir, dass hochstens ein Term auf der rechten Seite ungleich Null ist.
Indem wir ndmlich sukzessive die &hnlichen hypergeometrischen Terme zusam-
menfassen, bleiben am Ende nur zwei hypergeometrische Terme iibrig. Daraus
folgt, dass m hochstens 2 ist und wenn es 2 ist, dann muss einer der Terme
a,(fl), a,(f) eine Konstante sein. Also folgt die Antwort auf unsere erste Frage
aus folgendem Satz.

Satz 2.3.6 Wenn der Gosper-Algorithmus nicht erfolgreich ist, dann kann die
Summe nicht als endliche Linearkombination von hypergeometrischen Termen
ausgedriickt werden. In anderen Worten: Die Summe kann nicht in einer ge-
schlossenen Form angegeben werden.

Wir haben die geschlossene Form im Kapitel der Grundlagen so definiert, dass
sie eine Linearkombination von hypergeometrischen Termen ist. Also wenn wir
einen hypergeometrischen Term gegeben haben, der nicht gospersummierbar ist,
koénnen wir diesen nicht als Linearkombination von hypergeometrischen Termen
schreiben, denn diese wéren alle dhnlich zueinander.

Ein Beispiel fiir diesen Satz wire die Summe ), k!. Fiir den Term k! finden
wir keine hypergeometrische Stammfunktion, damit ist er nicht gospersummier-
bar. Daraus kénnen wir schlieflen, dass wir ), k! nicht als Linearkombination
von hypergeometrischen Termen darstellen kénnen.

Die zweite Frage wird dann durch folgenden Algorithmus beantwortet:

9Der simpcomb-Algorithmus wird auf ax/bx angewendet.
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Satz 2.3.7 (Algorithmus) Bei der Eingabe von hypergeometrischen Termen

ag), . a,(gp ) gibt der Algorithmus hypergeometrische diskrete Stammfunktio-

(1) (9)

nen s;’, ..., s; aus, so dass
)N 0)
1) J
Zsk *Zak
i=1 j=1

Falls der Algorithmus erfolgreich ist, erhalten wir eine Linearkombination von
hypergeometrischen Stammfunktionen.

1. FEingabe: = 1a§g).

2. Schreibe al(j) = ;] 1 u,(g) um, so dass die u(]) paarweise nicht déhn-
lich sind.
3. Firj=1,2, ..., q:

Berechne mit Hilfe des Gosper—Algomthmus die hypergeometrischen dis-

kreten Stammfunktionen sé fiir jeden hypergeometrischen Term u,(j ),

4. Falls der Gosper-Algorithmus nicht erfolgreich ist, setze S,(Cj) = Zﬁ;(l) u,.
5. Ausgabe: ] 151:

Der linearisierte Gosper-Algorithmus ist m#chtiger als in diesem Algorith-
mus beschrieben. Er bietet uns die Moglichkeit eine Linearkombination von
hypergeometrischen Termen als Linearkombination von paarweise nicht dhnli-
chen hypergeometrischen Termen zuschreiben. Auf jeden einzelnen hypergeo-
metrischen Term kénnen wir dann denn Gosper-Algorithmus anwenden. Falls
der Term gospersummierbar ist, geben wir ihn als hypergeometrische diskre-
te Stammfunktion aus, falls nicht, als nicht vereinfachte Stammfunktion. Eine
nicht vereinfachte Stammfunktion ist eine Summe mit einem hypergeometri-
schen Term als Summand. Dadurch erhalten wir eine Linearkombination, die
sich aus hypergeometrischen Stammfunktionen und Summen von hypergeome-
trischen Termen zusammensetzt. Als Resultat erhalten wir also eine Linear-
kombination von hypergeometrischen Termen, die so weit es zu realisieren ist,
in vereinfachter Form (hypergeometrische Stammfunktion) vorliegen.

Der Befehl lingosper(a,k) realisiert in MuPAD den oben beschriebenen
Algorithmus. Dieser Befehl funktioniert genau wie der Befehl gosper, auch
hier ist a der hypergeometrische Eingabeterm und k ist der Summationsindex.
Der Unterschied ist nur, dass dieser bei einer Linearkombination von hyper-
geometrischen Termen sie in Aquivalenzklassen einteilt und dann den Gosper-
Algorithmus auf die paarweise verschiedenen hypergeometrischen Terme an-
wendet. Dadurch ist er méchtiger als der Befehl gosper. Der Befehl gibt bei
Misserfolg aber nicht FAIL aus, sondern die nicht vereinfachte Stammfunktion,
in der Form )", ax, wobei aj, ein hypergeometrischer Term ist. Bei dieser Aus-
gabe kann eine Linearkombination von hypergeometrischen diskreten Stamm-
funktionen und nicht evaluierten Summen mit hypergeometrischen Termen als
Summanden entstehen.
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Beispiel 2.3.8

Wir haben bereits erwihnt, dass ar = k! nicht gospersummierbar ist und wol-
len dies noch mal in einem Beispiel vorfithren. Dieses tun wir mit Hilfe von
MuPAD und dem Befehl 1lingosper und setzen setunserinfo(lingosper,1),
um Fehlermeldungen auszugeben:

— MuPAD

>> setuserinfo(lingosper,1):
>> lingosper (k! ,k);

Output

Info: Der Gosper-Algorithmus findet keine hypergeometrische
Stammfunktion s[k].
sum(k!, k)

Wir erhalten eine Fehlermeldung und die nicht vereinfachte hypergeometri-
sche Stammfunktion, die aus einer Summe und dem hypergeometrischen Term
ar = k! als Summand besteht. Damit ist aj nicht gospersummierbar und ein
Beispiel fiir Satz 2.3.6, denn k! kann nicht als Linearkombination von hyper-
geometrischen Termen ausgedriickt werden.

Wir kommen nun zu dem Beispiel, welches am Anfang des Abschnitts be-
trachtet wurde.

Beispiel 2.3.9

Wir betrachten aj, = 2¥ + 1. Beide Terme der Linearkombination sind gosper-
summierbar, aber die Summe beider nicht. Dieses betrachten wir zuerst mit
Hilfe des Befehls gosper. Auch hier wollen wir mit setuserinfo(gosper,1)
die Fehlermeldungen ausgeben.

— MuPAD

>> setuserinfo(gosper,1):
>> gosper(2°k+1,k);

Output

Error: Der Algorithmus konnte nicht angewendet werden, da der
Eingabe Term nicht hypergeometrisch ist! [gosper]

Durch die Error Meldung sehen wir, dass der Eingabeterm nicht hypergeo-
metrisch ist und damit ist die Linearkombination als solche nicht gospersum-
mierbar. Als nichstes verwenden wir den Befehl lingosper. Wie wir gesehen
haben, kénnen wir auch hier Informationen iiber die Zwischenergebnisse durch
das Aufrufen von setuserinfo erhalten'®. Zu beachten ist nur, dass hier die
Zwischenergebnisse aller paarweise verschiedenen hypergeometrischen Terme
ausgegeben werden, falls sie in ihre Aquivalenzklassen unterteilt wurden.

— MuPAD ]

Um alle Zwischenergebnisse zu erhalten, miissen wir setuserinfo(gradschranke,1)
setuserinfo(umschreibenpolynome,1),setuserinfo(gosper,6),setuserinfo(lingosper,1)
aufrufen.
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>> setuserinfo(lingosper,1):
>> s:=lingosper(2°k+1,k,1);

Output

k+2°k -1

Auch der Gospertest ist hier erfolgreich:

— MuPAD

>> gospertest(27k+1,s,k);

Output

TRUE

So haben wir gesehen, dass aj, obwohl es als Linearkombination nicht gosper-
summierbar ist, trotzdem mit Hilfe der linearisierten Form des Gosper-Algorith-
mus in eine geschlossene Form gebracht werden kann. Dies ist nur moglich, weil
die hypergeometrischen Terme der Linearkombination in ihre Aquivalenzklas-
sen eingeteilt werden und der Gosper-Algorithmus auf die einzelnen Klassen
angewendet wird.

Nachdem wir nun ein Beispiel fiir den linearisierten Gosper-Algorithmus ge-
sehen haben, wollen wir uns nun noch einmal genauer mit der Implementierung
beschiéiftigen. Es wird eine Linearkombination von hypergeometrischen Termen
eingegeben und diese Terme werden in ihre Aquivalenzklassen eingeteilt. Diese
Einteilung erzielt der Algorithmus indem er alle Quotienten ay /by priift, wobei
ar, und by verschiedene Terme der eingegebenen Linearkombination sind. Die
Terme, die in einer Aquivalenzklasse liegen, werden dann als Linearkombination
zusammengefasst.

Unter diesen Aquivalenzklassen existiert eine Klasse, die wir eventuell noch
weiter vereinfachen kénnten und das ist die Klasse der rationalen Funktionen
beziiglich der Summationsvariable k. Wir wissen aus Beispiel 2.2.9, dass nicht
jede rationale Funktion gospersummierbar ist und zusétzlich wissen wir aus Bei-
spiel 2.2.8, dass jedes Polynom eine hypergeometrische diskrete Stammfunktion
besitzt. Daher kénnen wir versuchen den polynomialen Anteil abzuspalten, um
alle moglichen hypergeometrischen Terme zu erhalten, die gospersummierbar
sind. Dies tun wir mit dem Ziel, dass der Zihler des rationalen Teils minimal
sein soll. Fiir den implementierten Algorithmus heifit das, dass die hypergeome-
trischen Terme in ihre Aquivalenzklassen eingeteilt werden und bei der Linear-
kombination der rationalen Funktionen zusétzlich eine Polynomdivision durch-
gefithrt wird, um den polynomialen Anteil abzuspalten. Dadurch erhalten wir
die grofite mogliche Anzahl an vereinfachten hypergeometrischen Stammfunk-
tionen und die geringste, der nicht vereinfachten, in unserer Linearkombination.

Ein einfaches Beispiel hierfiir ist die Linearkombination ax = 1/k + 5. Die
beiden Terme 1/k und 5 liegen in der gleichen Aquivalenzklasse (der der rationa-
len Funktionen) und werden daher als (5k+1)/k zusammengefasst. Dieser Term
ist nicht gospersummierbar. Aber wenn wir eine Polynomdivision durchfiihren,
erhalten wir wieder den polynomialen Anteil 5 und den rationalen 1/k. Dabei
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ist die 5 gospersummierbar, wir erhalten also als Ausgabe des Algorithmus

1 1
5k—5+2g statt Z(%;)
k k

Keines der beiden Resultate ist falsch. Aber unter dem Aspekt, dass wir die
,einfachste Form*“ erzielen wollen, das heifit, die Linearkombination soll aus
moglichst vielen vereinfachten hypergeometrischen Stammfunktionen bestehen,
ist es besser die Polynomdivision durchzufiihren.

Damit erhalten wir durch den angepassten linearisierten Gosper-Algorithmus
die Linearkombination, die aus vereinfachten hypergeometrischen und nicht ver-
einfachten Stammfunktionen besteht. Die nicht angepasste Form des linearisier-
ten Algorithmus erzeugt eine Linearkombination, die nur aus hypergeometri-
schen Stammfunktionen besteht und erzielt dadurch eine geschlossene Form.

Zum Abschluss des Kapitels werden wir uns nun noch ein Beispiel fiir die
Linearisierung des Gosper-Algorithmus ansehen.

Beispiel 2.3.10
Gegeben ist der Eingabeterm ay = k% + k + 1/k 414 2F 4 2843 ¢ (%) Wir wis-
sen aus den vorangegangenen Beispielen, dass alle Terme hypergeometrisch sind.
Die Terme werden in ihre Auivalenzklassen eingeteilt und als Linearkombination
in der jeweiligen Klasse zusammengefasst, dann ergibt sich: aj, = 284283 b, =
(3) und ¢ = (k* + k* + k + 1) /k. Wir wissen aus Beispiel 2.2.10, dass by nicht
gospersummierbar ist. Die Terme 2¥ und 253 liegen in einer Aquivalenzklasse,
da ihr Quotient eine rationale Funktion in k ist (in diesem Fall sogar konstant).
Dieser Term ist gospersummierbar. Die Linearkombination der Aquivalenzklas-
se der rationalen Funktion sieht wie folgt aus: ¢ = (k3 + k? + k + 1) /k. Diese
hat in dieser Form keine vereinfachte hypergeometrische Stammfunktion. Daher
spalten wir durch eine Polynomdivision den polynomialen Anteil k2 + k + 1 ab,
von dem wir wissen, dass er gospersummierbar ist und haben dann nur noch den
rationalen Teil 1/k in der Aquivalenzklasse der rationalen Funktionen stehen.
Auf diese einzelnen Teile wenden wir dann jeweils den Gosper-Algorithmus an.
Nun sehen wir uns an, welches Ergebnis wir mit dem in MuPAD implemen-
tierten Befehl 1ingosper erhalten.

[ MuPAD

>> setuserinfo(lingosper,1):
>> lingosper(binomial (n,k)+k"2+k+1/k+1+2"k+2" (k+3) ,k);

Output

Info: Mindestens einer der paarweise verschiedenen
hypergeometrischen Terme ist nicht gospersummierbar!
sum(binomial(n, k), k) + sum(1/k, k) + 9%2°k + k~3/3 - 1 +(2xk)/3

Dadurch ergibt sich folgende Losung;:

2 kyok+3, [TV _ n 1 ok kj 2k
Z(k A1 k142842 +<k>>—z<k>+z<k> 92M 4+ -1

k k k
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Wir sehen, dass eine Warnung ausgegeben wird, die besagt, dass mindestens ein
Term nicht gospersummierbar ist. Als Ergebnis wird also eine Linearkombina-
tion von vereinfachten hypergeometrischen Stammfunktionen und nicht verein-
fachten Stammfunktionen ausgegeben. Diese Warnung besagt, dass wir keine
geschlossene Form gefunden haben, da mindestens einer der Terme der Line-
arkombination eine nicht vereinfachte Stammfunktion ist. Dieser wird in Form
einer Summe, mit einem hypergeometrischen Term als Summand, dargestellt.
Falls wir keine Warnung erhalten, ergibt sich eine Linearkombination von hy-
pergeometrischen Stammfunktionen und damit eine geschlossene Form.
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Kapitel 3

Zeilberger-Algorithmus

3.1 Bestimmte Summation

Im vorigen Kapitel haben wir uns mit dem Gosper-Algorithmus beschéftigt.
Dieser beantwortet die Frage, ob ein gegebener hypergeometrischer Term un-
bestimmt summierbar ist oder nicht. Falls F'(k) ein gegebener Term ist, wollen
wir wissen, ob F(k) = G(k + 1) — G(k) fiir eine diskrete Stammfunktion G(k)
erfiillt ist.

In diesem Abschnitt werden wir einen Algorithmus betrachten, der sich mit
einer dhnlichen Fragestellung beschéftigt, und zwar mit der bestimmten Sum-
mation. Dieser Algorithmus heifit Zeilberger-Algorithmus oder kreative Tele-
skopsummierung!. Der Algorithmus kann nicht nur hypergeometrische Iden-
titditen iiberpriifen?, sondern, wie der Fasenmyer-Algorithmus®, sucht er eine
holonome Rekursionsgleichung fiir eine Summe mit einem hypergeometrischen
Term als Summanden. Dabei ist anzumerken, dass der Algorithmus von Zeil-
berger viel effizienter ist als der von Fasenmyer. Das Kapitel basiert auf den
Biichern [Koe97] und [PWZ97].

Wir interessieren uns fiir eine Summe der Form

Sp = ZF(n,k‘), (3.1)

kEZ

wobei der Summand von der Summationsvariablen & € Z und einer weiteren
diskreten Variablen n € Z abhingt. Weiter setzen wir voraus, dass die Sum-
me in Wirklichkeit nur endlich viele Summanden besitzt, dass also fiir jedes
n € Z (bzw. n € N>() nur endlich viele k mit F'(n, k) # 0 existieren. Das heifit,
dass der Summand F'(n, k) einen endlichen Tréger hat. Deswegen kénnen wir
annehmen, dass die Summationsgrenzen mit dem Index k die Menge aller gan-
zen Zahlen sind (das heifit: £ = —o0...00). Spéter werden wir sehen, dass
diese Annahme problemlos weggelassen werden kann. Wir werden dann auch
feste Summationsgrenzen verwenden, aber fiir den Moment betrachten wir eine
Summe iiber alle ganzen Zahlen.

1[Zei90] und [Zei91].
®Dies ist mit Hilfe der WZ-Methode méglich [WZ92].
3Nachzulesen in [Koe06].

43
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Unser Ziel ist es, s,, als geschlossene Form darzustellen. Solch eine Form liegt
vor, falls s, eine Linearkombination aus einem oder mehreren hypergeometri-
schen Termen ist. Die Linearkombination erhalten wir aus einer holonomen
Rekursionsgleichung mit geeigneten Anfangswerten.

Zunéchst definieren wir einen ,,zuléssigen“ hypergeometrischen Term. Die-
ser hat einen endlichen Triger und die Form F(n,k) = P(n, k)%wkzk, wo-
bei P(n,k) ein Polynom (der polynomielle Teil) ist und Q(n, k), R(n,k) sind
Produkte von Gammafunktionen mit ganzzahligen Argumenten (der faktorielle
Teil), nach [Koe97].

Definition 3.1.1 Fin zulissiger hypergeometrischer Term F(n, k) hat die Form

F(alk+51n+cl)"'F(apk‘i'ﬁpn‘i‘cp)wnzk (3.2)
F(71k+51n+d1>F(’qu"‘rdqn‘f'dq) ’ '

F(n,k) = P(n,k)

wobei P € Kn, k|, oy, B1, y,0 € Z und ¢, dj, w, z € Q sind.

Im folgenden Satz ([Koe06]) werden wir sehen, dass s,, dann holonom ist,
falls F'(n, k) eine k-freie Rekursion erfiillt.

Satz 3.1.2 Sei F(n, k) ein zulissiger hypergeometrischer Term, dann existiert
eine Rekursionsgleichung der Form

J J
Y aF(n+jk+i)=0 (aj € K[n], I, J€N), (3.3)
i=0 j=0

deren Polynomkoeffizienten a;; den Summationsindex k nicht enthalten. Wir
nennen eine derartige Rekursion k-frei. Dann ist s, aus (3.1) holonom (iber
Beweis: Eine Indexverschiebung zeigt, dass fiir alle ¢, j € Z

[e.o]

Y F(n+jk+i)=sn;

k=—o00

gilt. Indem wir die gegebene Rekursion von F'(n, k) iiber alle ganzen Zahlen
summieren, erhalten wir offenbar eine holonome Rekursion iiber K fiir s,. 0O

Weiter ist F'(n, k) ein hypergeometrischer Term beziiglich beider Variablen,
mit anderen Worten heifit das, F'(n+1,k)/F(n, k) und F(n,k+1)/F(n, k) sind
beides rationale Funktionen in n und &:

F(n+1,k)
F(n,k)

F(n,k+1)

K
€ K(n,k) und Fn k)

€ K(n,k).

Unser Ziel ist es eine Rekursionsgleichung fiir die Summe s, zu finden
und dieses erreichen wir, indem wir zuerst eine Rekursionsgleichung fiir den
Summanden F'(n,k) finden. Es ist zu beachten, wie sich die Fragestellung
von Kapitel 2 unterscheidet. Falls wir eine diskrete Stammfunktion G(n, k)
von F(n,k) finden, erhalten wir fiir die Summe s, die Gleichung F(n,k) =
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G(n,k + 1) — G(n,k), dann kénnen wir leicht eine Rekursion fiir s, finden.
Aber in diesem Fall kénnen wir die Summe sogar als Funktion mit einer Va-
riable als obere Grenze ausdriicken. Fiir den allgemeinen Fall ist dies zu viel
erwartet. Es gibt viele Summanden, die nicht unbestimmt summierbar sind, der
Gosper-Algorithmus findet also keine Losung fiir die Summe. Aber die Summe
spn kann trotzdem in eine geschlossene Form umgeformt werden, wenn der Index
k iiber alle ganzen Zahlen lauft.

Zum Beispiel ist der Binomialkoeffizient (Z) fiir ein festes n nicht {iber k
gospersummierbar. Aber fiir die uneingeschrinkte Summe gilt die einfache Form
>k (Z) = 2" und zwar, obwohl die unbestimmte Summe Zf:oo (Z) nicht als ein
einfacher hypergeometrischer Term in Ky (und n) ausgedriickt werden kann.
Diese Situation verhélt sich vollig analog zum Problem der bestimmten und
unbestimmten Integration. Hier gibt es das Beispiel der Funktion e . Die-
se ist nicht unbestimmt integrierbar, aber auf der anderen Seite gibt es eine
Losungsformel fiir das bestimmte Integral ffooo et = N

Zunéchst zeigen wir, dass die Anwendung der unbestimmten Summation
durch den Gosper-Algorithmus nicht zum Ziel fithrt ([Koe06]). Fiir ein allge-
meines F'(n, k) ist es nicht moglich einen hypergeometrischen Term s,, zu finden
der ungleich 0 ist.

Satz 3.1.3 Sei F(n,k) ein hypergeometrischer Term beziglich n und k, der
gospersummaerbar beziiglich k ist und eine hypergeometrische diskrete Stamm-
funktion s = G(n, k) besitzt, welche fir alle k € Z endlich sei. Zusdtzlich sei
F(n, k) wohldefiniert fir alle n € N>o und habe einen endlichen Trdager. Dann
gilt

i Fln,k) =0 (3.4)

k=—00

fir alle bis auf hochstens endlich viele n € Nsq. Genauer: Ist G(n,k) =
R(n,k)F(n,k) eine hypergeometrische diskrete Stammfunktion, dann gilt (3.4)
fir alle n € N>q, fiir welche der Nenner der rationalen Funktion R(n,k) €
K (n, k) nicht identisch Null ist.

Beweis: Ist F(n,k) gospersummierbar beziiglich k, dann gibt es eine hyper-
geometrische diskrete Stammfunktion G(n, k). Es gilt dann:

F(n,k) =G(n,k+1) — G(n,k).

Wenn wir nun die Gleichung iiber alle k € Z aufsummieren, erhalten wir

o0 o0

Y Fnk)= ) (G(n,kJr 1) — G(n,k:)) =0.

k=—0o0 k=—00

Da die rechte Summe eine Teleskopsumme ist, erhalten wir Null. Nach Vor-
aussetzung hat F'(n, k) einen endlichen Triger und wir erhalten eine endliche

Summe
o

> F(n,k)=> F(n,k),
k=b

k=—o00
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wobei a und b die natiirlichen Grenzen von F'(n, k) sind. Es kann passieren, dass
G(n, k) an bestimmten Stellen n € N>¢ Singularitéten besitzt. Da G(n, k) =
R(n, k)F(n, k) ein rationales Vielfaches von F'(n, k) ist, sind die Singularitéten
von G(n, k) die Pole von R(n, k). O

Damit haben wir gezeigt, dass die Anwendung des Gosper-Algorithmus auf
den Term F(n, k) nie eine hypergeometrische diskrete Stammfunktion G(n, k)
finden kann, so dass > ;- (G(n,k + 1) — G(n, k)) ungleich Null ist.
Beispiel 3.1.4
Gegeben ist a, = (—1)* (z) Zur Bestimmung der hypergeometrischen diskreten
Stammfunktion nutzen wir den Gosper-Algorithmus und wenden den Befehl
gosper (a,k), der in MuPAD implementiert ist, an.

— MuPAD

>> s:=gosper((-1) “k*binomial (n,k) ,k);

Output

-(-1) "k*k*binomial(n, k)/n

Damit haben wir gezeigt, dass aj gospersummierbar ist. Wir kénnen jetzt
jede beliebige Summe Zzzb ap = Spr1 — Sa ausrechnen*. Wir betrachten die
natiirlichen Grenzen und es gilt: Y ;2 ap = Y _,_, ai. Dafiir ergibt sich dann:

— MuPAD ]

>> simplify(subs(s,k=n+1)-subs(s,k=0));

Output

|

Die hypergeometrische diskrete Stammfunktion, die wir erhalten, ist die
rationale Funktion R(n,k) = —k/n, die abhénging von der Summationsva-
riablen k£ und n ist, multipliziert mit dem hypergeometrischen Eingabeterm
F(n,k) = (—=1)*(}). Damit ist die Stammfunktion nur fiir n € N, aber nicht
fir n = 0 definiert. Wir haben dieses Resultat durch Einsetzen der Grenzen
erhalten. Nach Satz 3.1.3 héitten wir fiir F'(n, k) = ay direkt

ki(—n’“@ - é(—l)k(Z) 0

folgern konnen.

Als néchstes betrachten wir noch eine Bemerkung zu Satz 3.1.3:

Bemerkung 3.1.5 Sei F(n,k) ein hypergeometrischer Term beziiglich k und
n, welcher fir alle n € Nx¢ wohldefiniert ist und einen endlichen Trdiger

4Auf die bestimmte Summation mit dem Gosper-Algorithmus werden in Kapitel 5 noch
genauer eingehen.
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hat. Falls > 72 F(n, k) durch einen von Null verschiedenen hypergeometri-
schen Term dargestellt werden kann, dann ist F(n,k) nicht gospersummierbar
beziiglich k.

Beispiel 3.1.6

Wegen
" /n
—9n
(i) =2
k=0
Z k <Z> =n2nt
k=0
sowie

AWEE
— k n
sind (7), k(}) und (2)2 nicht gospersummierbar beziiglich k.

Nun kommen wir zu unserem Summationsproblem (3.1) zuriick. Wir haben in
Satz 3.1.3 gesehen, dass wir im Allgemeinen nicht in der Lage sein werden, einen
Term G(n, k) zu finden, fir den F(n,k) = G(n,k + 1) — G(n, k) gilt. Dennoch
werden wir oft ein G(n, k) finden, so dass

F(n+1,k) — F(n,k) = G(n,k+ 1) — G(n, k) (3.5)

gilt. Wenn wir dieses finden, kénnen wir nicht die unbestimmte Summe fiir
F' bestimmen, aber wir konnen beweisen, dass s, konstant ist. Diese Methode
nach Wilf und Zeilberger wird WZ-Methode genannt ([WZ90)]), auf diese wollen
wir aber nicht weiter eingehen.

Wir kénnen nicht erwarten, dass wir eine Gleichung der Form (3.5) erzielen,
aber mit einem allgemeineren Differenzenoperator in n auf der linken Seite von
(3.5) konnen wir den allgemeineren Fall untersuchen. Hierzu definieren wir uns
folgende Operatoren:

Definition 3.1.7 Sei N (bzw. K) ein Vorwirtsoperator von n (bzw. k), dann
gilt Ng(n, k) = g(n+ 1,k) und Kg(n,k) = g(n,k+1).

Mit diesen Operatoren kénnen wir die Gleichung (3.5) wie folgt ausdriicken:
(N—-1)F = (K —1)G. Wir werden im Folgenden zeigen, dass wir immer in der
Lage sind, einen Differenzenoperator in der Form P(n, N) = og(n) 4+ o1(n)N +
o2(n)N? 4+ ...+ 07(n)N” zu finden, so dass

P(n,N)F(n,k) = (K —1)G(n, k)

gilt. Die Koeffizienten o;(n) (i = 0,...,J) in der Gleichung sind Polynome in
n und G(n, k)/F(n, k) ist eine rationale Funktion in n und k, so dass gilt:

ogi(n)F(n+j,k)=G(n,k+1)— G(n, k). (3.6)

<.
o
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Der Zeilberger-Algorithmus findet fiir einen gegebenen Summanden F'(n, k) die
Rekursionsgleichung (3.6).

Wir versuchen die Summe s, = Y o F(n,k) zu bestimmen. Auf den
folgenden Seiten stellen wir den Zeilberger-Algorithmus vor, dieser findet eine
Rekursionsgleichung der Form (3.6) fiir den Summanden F(n, k) und eine ra-
tionale Funktion R(n, k), fir die gilt: G(n, k) = R(n, k)F(n, k). Wie hilft dieses
bei der Suche nach unserer Summe s,,7 Da die Koeflizienten auf der linken Seite
von (3.6) unabhéngig von k sind, kénnen wir k iiber alle ganzen Zahlen sum-
mieren und da G(n, k) ein endlichen Tréger iiber k fiir alle n hat, gilt mit dem
Argument der Teleskopsumme

00 J
> oim)F(n+j,k) =Y oj(n)s(n+j) =0. (3.7)

k=—o00 j=0 Jj=0

Nun bestehen mehrere Moglichkeiten.

Es kann passieren, dass J = 1 ist, das heifit fiir uns, dass die Gleichung (3.7)
eine Rekursion og(n)s,+01(n)s,+1 = 0 erster Ordnung mit polynomialen Koef-
fizienten ist. Dann haben wir unser Ziel erreicht, denn sy,y1/s, = —og(n)/o1(n)
ist eine rationale Funktion in n. Somit ist die Summe s, mit Sicherheit ein hy-
pergeometrischer Term. Mit Algorithmus 1.1.4 erhalten wir die Form:

Sn+1 _ (_UO(j)) _ %
Sn (o1(4)) Uy

(3.8)

Der Algorithmus 1.1.6 liefert uns dann den hypergeometrischen Term s, und
mit Hilfe des Anfangswertes sg erhalten wir eine geschlossene Form fiir s,,.

Des Weiteren ist es moglich, dass in unserer Gleichung (3.7) J > 1 ist
und wir Gliick haben, dass alle Koeffizienten oj(n) (7 = 0,....J) Konstanten
sind. Dann ist unsere Summe leicht zu bestimmen, da wir nur eine lineare
Rekursionsgleichung mit konstanten Koeffizienten 16sen miissen. Damit sind wir
wieder in der Lage, eine explizite ,,einfache Form*“ fiir die Summe s,, anzugeben.

Wenn keiner der oberen Fille zutrifft, erhalten wir eine Rekursionsgleichung
fiir die Summe s, mit polynomialen Koeffizienten und wir wissen nicht, wie und
ob wir diese Rekursionsgleichung 16sen kénnen. Auch fiir diesen komplizierteren
Fall finden wir mit Hilfe des Algorithmus von Petkovsek, den wir im n#chsten
Kapitel erldutern, eine Antwort auf unsere Frage. Falls eine Linearkombination
aus einer festen Anzahl von hypergeometrischen Termen die Loésung unserer
Rekursion (3.7) ist, findet dieser Algorithmus sie. Andernfalls gibt er zuriick,
dass keine solche Losung existiert.

Wir kénnen also zu unserer Anfangsfrage zuriickkommen: Gegeben ist eine
Summe s, =Y ;2 F(n,k), wobei F ein hypergeometrischer Term in beiden
Variablen ist und wir wollen wissen, ob wir fiir diese Summe eine geschlossene
Form finden konnen. Diese Frage kénnen wir nun komplett algorithmisch be-
antworten und es ist bewiesen, dass der Algorithmus entweder diese einfache
Darstellung findet oder dass fiir die gegebene Summe keine geschlossene Form
existiert.

Das Problem eine geschlossene Form fiir eine bestimmte hypergeometri-
sche Summe zu finden, ist vergleichbar mit dem Problem der unbestimmten
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Integration im Sinn von Liouville und der unbestimmten Summation von hy-
pergeometrischen Termen, wie wir sie in Kapitel 2 kennen gelernt haben. Der
Zeilberger-Algorithmus zusammen mit dem Petkovsek-Algorithmus gehéren zu
der Klasse der klassischen mathematischen Probleme, die komplett algorith-
misch 16sbar sind.

3.2 Existenz der Rekursionsgleichung

Die Existenz der Rekursion fiir den Summanden F'(n, k) aus der Gleichung
(3.6) folgt daraus, dass F(n, k) ein zuldssiger hypergeometrischer Term nach
Definition 3.1.1 ist. Er ist hypergeometrisch beziiglich beider Variablen und es
existiert eine zwei-variablige Rekursion (S. 65 [PWZ97]). Der Abschnitt basiert
auf Kapitel 6 aus [PWZ97].

Wir kénnen zuerst eine zwei-variablige Rekursion finden und sie dann wie
im Beweis zum folgenden Satz 3.2.1 in eine Rekursion in Teleskopform (3.6)
umformen. Aber Zeilberger hat einen viel effizienteren Weg gefunden: Zur Im-
plementierung verwendet er eine abgednderte Form des Gosper-Algorithmus.

Satz 3.2.1 Sei F(n,k) ein zulissiger hypergeometrischer Term, wie in 3.1.1
definiert, dann erfillt F(n, k) eine nicht triviale Rekursion der Form

J
Y oi(n)F(n+j, k) = G(nk + 1) — G(n, k),
j=0

in der G(n,k)/F(n,k) eine rationale Funktion in n und k ist.

Beweis: Wir folgen dem Beweis von Wilf und Zeilberger aus [WZ92] und be-
ginnen mit einer zwei-variabligen Rekursion

I J
Y oijm)F(n+jk+1i)=0 fiir I, J € N (3.9)
i=0 j=0

Wir wissen, dass eine solche Rekursion existiert. Mit den Shiftoperatoren K
und N aus Definition 3.1.7 gilt dann: Ku(k) = u(k+1) und Nv(n) = v(n+1).
Dann kann (3.9) mit Hilfe der Operatoren in der Form P(N,n, K)F(n,k) =0
geschrieben werden. Angenommen wir nehmen das Polynom P(u,v,w) und
entwickeln es in eine Potenzreihe in w um den Punkt w = 1. Dann erhalten wir

P(u,v,w) = P(u,v,1) + (1 — w)Q(u,v,w),
wobei @ ein Polynom ist. Wenden wir dieses auf (3.9) an, ergibt sich
0= P(N,n,K)F(n,k) = (P(N,n,1)+ (1 — K)Q(N,n, K))F(n,k),
daraus folgt

P(N,n,1)F(n,k) = (K — )Q(N,n, K)F(n, k). (3.10)
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Die linke Seite der Rekursion variiert nur in n und die rechte Seite ist G(n, k +
1) — G(n, k), falls wir G(n, k) = Q(N,n,k)F(n, k) setzen. Dann ist G ein ratio-
nales Vielfaches von F'. Jeder Shiftoperator, der auf einen hypergeometrischen
Term angewendet wird, ist nur eine Multiplikation mit einer rationalen Funk-
tion, das heifit, das Resultat ist wieder hypergeometrisch.

Wir fordern, dass die Rekursion (3.10) nicht trivial ist. Der folgende Teil
des Beweises beruht auf Graham, Knuth und Patashnik [GKP89].

Wir wissen, dass es nicht triviale Operatoren P(N,n, K) gibt, die nur ab-
hingig von N, n und K sind, welche F'(n, k) annuliert. Sei nun P = P(N,n, K)
einer von diesen, der den niedrigsten Grad in K hat. Entwickeln wir bei K =1,
erhalten wir

P(N,n,K)=P(N,n,1) — (K — 1)Q(N,n, K),

wodurch der Operator ) definiert wird.

Angenommen P(N,n,1) =0, dann ist (K — 1)G(n, k) = 0, das heifit, G ist
unabhéngig von k. Daher ist G nur ein hypergeometrischer Term in der Varia-
blen n, das bedeutet, dass GG eine Rekursion erster Ordnung mit polynomialen
Koeffizienten in n erfiillt. Somit existiert ein Operator H(N,n) erster Ordnung,
so dass H(N,n)G(n,k) = 0 gilt.

Falls @ = 0 gilt, ist P(N,n,K) = P(N,n,1) ein k-freier Operator (# 0),
der unabhingig von K und k ist und F(n, k) annuliert. Ist Q # 0, dann ist
H(N,n)Q(N,n,K) ein k-freier Operator (# 0), der F'(n, k) annuliert.

In beiden Fillen haben wir einen k-freien Operator (# 0) gefunden, der
F(n, k) annuliert und dessen Grad in K kleiner ist als der von P(N,n, K).
Dies ist ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung, denn P sollte unter allen
Operatoren den kleinsten Grad in K haben. O

Daraus folgt, dass eine Rekursion mit einer Teleskopsumme auf der rech-
ten Seite immer existiert. Im néchsten Abschnitt werden wir den Algorithmus
vorstellen, der diese Frage untersucht.

3.2.1 Der Zeilberger-Algorithmus

Die Idee von Zeilberger besteht darin, den Gosper-Algorithmus nicht auf F(n, k),
sondern fiir ein geeignetes J € N auf den Ausdruck

J
ar = F(n,k)+ Y oj(n)F(n+j,k) (3.11)

j=1

anzuwenden, wobei die noch zu bestimmenden Variablen o;(n) von n, aber
nicht von k abhéngen. Es ist zu beachten, dass der Koeffizient o¢(n) von F(n, k)
weggelassen werden kann. Dies ist eine Normierung, wir setzen og(n) = 1. Denn
wenn es eine Losung {og(n), o1(n),...,o5(n)} fir (3.7) mit og(n) # 0 gibt,
gilt:

 0;(n) . 0j(n)
0= P F(n+j.k) = Fln, k) + Y L2 F(n+ g, k).
= ool = oo(n)

oo(n)
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Finden wir eine Losung {o1(n),...,o5(n)}, dann ist die Ordnung J hoch genug
gewihlt.
Weiter gilt dann:
k41 _ F(n,k+1)+ Z}]:1 oj(n)F(n+j.k+1)
i F(n, k) + 327 05 (n) F(n + j, k)
J F(n+jk+1
Flnk+1) 1+ 37 05(n) St

_ . € K(n, k). (3.12)

Fnk) 14 Y7 oy(n)Eead)

Damit sehen wir, dass ag41/ax rational beziiglich k ist und damit ist aj hy-
pergeometrisch und wird von Algorithmus 2.2.7 aus dem vorigen Abschnitt als
Eingabe akzeptiert.

Nun werden wir uns den Gosper-Algorithmus Schritt fiir Schritt anschauen,
wenn er auf den Term ay angewendet wird. Zuerst bestimmen wir ag41/ax und
aus diesem rationalen Term gewinnen wir dann die drei Polynome pg, ¢i und
rE, wobei pr = 1, qx = ug_1 und rp = vi_1 gesetzt werden, wie in Lemma
2.2.2. Die Dispersionsmenge enthilt auf Grund der Summe immer den Wert 1.
Daher enthélt py nach dem Umschreiben (Lemma 2.2.2) immer die Unbekannten
oj(n) (j =1,...,J) in linearer Form. Als néchstes wird die Gradschranke M
flir fi bestimmt. Diese erhalten wir, indem wir den Algorithmus aus Satz 2.2.6
iiber K(n)[k] anwenden. Wir ignorieren mogliche Werte von n, fiir welche die
Gradschranke kleiner ist, da wir auf der Suche nach einer Gradschranke sind,
die fiir alle n giiltig ist.

Mit der Gradschranke erhalten wir ein allgemeines Polynom, wie folgt

fr = bo + bik + bok? + ...+ bpsk™.

Wir setzen nun fj in Gleichung (2.7) ein. Bei einem Koeffizientenvergleich er-
halten wir ein lineares Gleichungssystem mit den Koeffizienten b; (I =0,..., M)
von fi und den Unbekannten oj(n) (j = 1,...J). Zeilbergers entscheidende Be-
obachtung ist dann, dass wir beim Bestimmen der Polynomlosung gleichzeitig b;
(l=0,...,M)und auch o;(n) (j = 1,...J) finden kénnen, wobei 0;(n) € K(n)
ist. Wenn dieser Schritt erfolgreich ist, erhalten wir dadurch

,
G(n,k) = — fr_1ax,
Dk

wobei G(n, k) abhéngig von n ist und a; der Form (3.11) entspricht. Weiter
finden wir eine Menge von rationalen Funktionen o;(n) € K(n), so dass

J
G(n,k+1) = G(n,k) = a, = F(n,k) + > _ oj(n)F(n+ j, k) (3.13)
j=1
gilt. Summieren wir jetzt auf, ergibt sich
00 00 J
Z ay = Z <F(n, k) + Zaj(n)F(n—i—j, k:))
k=—00 k=—0oc0 7=1

o0

J
= Sp + Zaj(n)3n+j = Z (G(n, k+1)—G(n, k)) =0.

k=—o00
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Wie wir vorher gesehen haben, ist die rechte Seite gleich Null, da es sich um
eine Teleskopsumme handelt. Indem wir mit dem Hauptnenner multiplizieren,
erlangen wir eine holonome Rekursionsgleichung der Ordnung J fiir die Summe
Sp. Dies entspricht der Darstellung, die wir in (3.7) angestrebt haben. Wir haben
nur einen leicht anderen Ansatz gewihlt, indem wir den ersten Koeffizienten
oo(n) normiert haben.

Wir miissen beachten, dass der Gosper-Algorithmus ein Entscheidungsalgo-
rithmus ist, das heif3t, er gibt immer ein Ergebnis zuriick, falls er erfolgreich ist
und bricht ab, falls er nicht erfolgreich ist und dann ist bewiesen, dass keine
Losung existiert. Damit wird er immer erfolgreich sein, falls eine Gleichung der
Form (3.13) fiur F'(n,k) giltig ist. Zum Gliick von Zeilberger trifft das in fast
allen Fillen zu. Es gibt aber keine Garantie, dass wir mit dieser Methode die
holonome Rekursionsgleichung niedrigster Ordnung fiir s, finden. Wir kénnen
aber beweisen, dass der Algorithmus terminiert, indem wir Einschriankungen
fiir den Eingabeterm vornehmen. Im weiteren Verlauf werden wir sehen, dass,
wenn wir das beschriebene Verfahren bei J = 1 starten und bei Misserfolg um
1 erhohen, der Algorithmus abbricht.

Als n#chstes betrachten wir ein Beispiel fiir das der Gosper-Algorithmus
keine diskrete Stammfunktion findet.

Beispiel 3.2.2
Wir erinnern uns an Beispiel 2.2.10 zuriick. Das Ziel ist es eine holonome Re-
kursionsgleichung erster Ordnung fiir

zu finden. Zuerst wird

gesetzt. Der Ansatz fiir den Zeilberger-Algorithmus ist dann

ap = F(n, k) + o1(n)F(n + 1, k) = <Z> oy (”Zl>

Nun wird der erste Schritt des Gosper-Algorithmus angewendet und es ergibt
sich:

apy1  (n+1—-Fk)(n—k+oi(n)n+o1(n))

ak m+1—k+o(n)n+o(n)(k+1)

(3.14)

Die Dispersionsmenge enthélt dann die 1 und nach dem Umschreiben nach
Lemma 2.2.2 ergibt sich dann py =n+1—k+oi1(n)n+o1(n), g =n+2—k
und 7 = k. Die Gradschranke nach Satz 2.2.6 ergibt, dass der Grad fiir fj gleich
0 ist. Durch Einsetzen des allgemeinen Polynoms fi = by in die Gleichung (2.7)
kommen wir zu der Identitét

n+1—k+oi(n)n+o1(n)=(n+1-k)by — kbp.
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Fin Koeffizientenvergleich beziiglich k gibt uns die linearen Gleichungen

—1+2byg =0,
n+1+ O’1(7”L)ﬂ+ 0’1(77,) - (n+ 1)b0 =0.

Diese kénnen wir nach den Unbekannten {bg,o1(n)} auflosen, als Ergebnis er-
halten wir

{bo = 1/2, o1(n) = —1/2}.

Damit ergibt sich fy = 1/2, aber die wichtige Information, die wir dadurch
erhalten, ist, dass o1(n) = —1/2 ist. Durch Einsetzen ergibt sich die Rekursi-
onsgleichung

Sp — §sn+1 = 0.

Diese Rekursion kénnen wir auch mit dem implementierten MuPAD Befehl
zeilberger (F,k,s(n)) finden, wobei F der Summand, k der Summationsindex
und s(n) der Name der unbekannten Summe ist.

— MuPAD

>> zeilberger (binomial(n,k),k,s(n));

Output

2%¥s(n) - s(n+1) =0

Der Befehl zeilberger kann auch mit weiteren Parametern aufgerufen wer-
den. Als vierter Parameter kann J eingegeben werden, der angibt wie oft der
Zeilberger-Algorithmus aufgerufen werden soll. Wie beim Befehl gosper kénnen
durch setuserinfo® Informationen iiber Zwischenergebnisse abgefragt werden.

Durch unser Ergebnis erhalten wir s,4+1/s, = 2 und zusammen mit dem
Anfangswert sy = 1 ergibt sich aus (3.8) die bekannte Vereinfachung s,, = 2.
Mit MuPAD ist dies schnell gezeigt, der Befehl rechyper® findet alle hypergeo-
metrischen Losungen.

- MuPAD

>> rechyper(2*s(n) - s(n + 1) = 0,s(n));

Output

{2}

Damit haben wir auch mit MuPAD die hypergeometrische Losung fiir dieses
Problem gefunden.

Wir wollen nun den Zeilberger-Algorithmus nochmals zusammenfassen.

Algorithmus 3.2.3 Gegeben ist F(n, k), der Algorithmus sucht dann eine ho-
lonome Rekursionsgleichung fir s, =Y e F(n, k).

®Genauer miissen alle setuserinfo wie beim Befehl gosper gesetzt werden und zusitzlich
setuserinfo(zeilberger,5).
SWir werden auf diesen Befehl genauer in Kapitel 4.3 eingehen.
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1. Eingabe: F(n,k) # 0, welches ein (rationaler) hypergeometrischer Term
beztiglich k und n ist.

2. Setze J = 1.

3. Setze a, = F(n,k) + Z;Izl oj(n)F(n + j, k), mit den zu bestimmenden
Variablen o, welche von n aber nicht von k abhdngig sind.

4. Der angepasste Gosper-Algorithmus wird auf den Term ap angewendet.
Im letzten Schritt losen wir ein Gleichungssystem fiir die Koeffizienten
von fi und zur gleichen Zeit fir die Unbekannten o;(n) (j = 1,...,J).
Wenn der Algorithmus erfolgreich ist, findet der Gosper-Algorithmus ein
G(n, k) mit der Eigenschaft

Gn,k+1)—G(n, k) = ax.

Zu beachten ist, dass es maoglicherweise ganzzahlige Nullstellen im Nenner
beziiglich n gibt, wo das rationale Zertifikat

G(n, k)

R(n, k) = o

fiir die resultierende Rekursionsgleichung mdglicherweise nicht giiltig ist.
Die Berechnung bestimmt auch die Funktionen oj(n) € K(n) (j =1,...,J).
Wenn die Prozedur nicht erfolgreich ist, erhohe J um eins und gehe zu
Schritt 3 zuriick.

5. Ausgabe: Wir erhalten
J
Sn + Z oj(n)sptj =0
j=1

fiir s,,. Falls die rechte Seite eine Teleskopsumme ist, insbesondere wenn
F(n,k) einen endlichen Trager beziiglich k hat, ergibt sich durch Multi-
plikation mit dem Hauptnenner die gewiinschte holonome Rekursionsglei-
chung.

Fiir G(n, k) gilt, dass es ein rationales Vielfaches von ay, ist, das heiit: G(n, k) =
R(n,k)ag. Da wir in diesem Kapitel nur die bestimmte Summation iiber alle
ganze Zahlen betrachten, miissen wir auf G(n, k) nicht so ein grofies Augenmerk
legen. In Kapitel 5, in dem wir die bestimmte Summation mit festen Summati-
onsgrenzen betrachten, werden wir genauer auf die Form von G(n, k) eingehen.

Es bleibt noch eine unbeantwortete Frage in Bezug auf den Zeilberger-
Algorithmus offen: Kénnen wir garantieren, dass der Algorithmus wirklich ter-
miniert? Wenn der Algorithmus fehlschlégt, erh6hen wir immer weiter die Ord-
nung J. Weiter wissen wir auch, dass der Zeilberger-Algorithmus nicht immer
die Rekursion mit der niedrigsten Ordnung berechnet, sondern eine mit hherem
Grad. Wie koénnen wir unter diesen Umsténden sicher sein, dass er terminiert?
Wir koénnen beweisen, dass der Algorithmus fiir zuldssige hypergeometrische
Eingabeterme wirklich terminiert.
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In Definition 3.1.1 wurde die zuléssigen hypergeometrischen Terme definiert.
Fiir solche Terme existiert nach Satz 3.1.2 eine k-freie holonome Rekursions-
gleichung mit Polynomen o; j(n)

I J
YD) oij(m)F(n+jk+i)=0 (3.15)

i=0 j=0

fiir ein I und J, die grof§ genug sind. Eine solche Rekursionsgleichung existiert,
wenn

p q p q
J>Jo= leal+> |nlund I > <Z|ﬁl\ + 16l - 1> - Jo deg P(n, k)
=1 =1 =1 =1

gilt.

Der Beweis kann in [Koe97] auf Seite 110 bis 112 nachgelesen werden. Die
Existenz der Rekursion haben wir in Abschnitt 3.2 durch Satz 3.2.1 bewiesen.
Das fithrt uns zu folgendem Satz.

Satz 3.2.4 Fir Summen mit zuldssigen hypergeometrischen Termen terminiert
der Zeilberger-Algorithmus.

Beweis: Wir haben mit dem Beweis aus Satz 3.2.1 die Existenz der Rekursion
bewiesen. Das heif}t, fiir einen zuléssigen hypergeometrischen Term F'(n, k) nach
3.1.1 hat die Summe des Zeilberger-Algorithmus

aj(n)F(n+j,k)

M-

j=0

eine zuldssige hypergeometrische Stammfunktion G(n,k) fiir passende o;(n)
(j=0,...,J) und J € N. Da der Gosper-Algorithmus ein Entscheidungsalgo-
rithmus ist, findet er ein G(n, k). Die Summation fithrt dann zur gewiinschten
Rekursionsgleichung fiir die Summe, falls F'(n, k) einen endlichen Tréger hat.

O

Dennoch ist zu erwdhnen, dass der Zeilberger-Algorithmus nicht fiir alle
hypergeometrischen Terme terminiert, sondern nur fiir die, die nach Definition
3.1.1 zuléssig sind.

Nun werden wir noch einige Beispiele mit Hilfe des Zeilberger-Algorithmus
l6sen.

Beispiel 3.2.5

Gegeben ist der Summand F(n, k) = (Z)2 und wir wollen zunéchst per Hand
und spédter mit MuPAD das Problem mit Hilfe des Zeilberger- Algorithmus l6sen.
Zunéchst versuchen wir eine Rekursion fiir J = 1 zu finden. Dazu setzen wir
ap = (2)2 +o1(n) (";CH)Q und es ergibt sich:

apyr (n—k+1)2 (k% + o1(n)(n? 4+ 2n + 1) + n? — 2kn) Uk

ar  (k+12 2n—2k+k2+o(n)(n2+2n+1)+n2—2kn+1) v
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Dann setzen wir pp = 1, & = urp_1 und r = vp_1 wie in Lemma 2.2.2. Da wir
wissen, dass die Dispersionsmenge immer die 1 enthélt, ergibt sich nach dem
Umschreiben von pg, ¢ und rp, wie im Beweis von Lemma 2.2.2:

pe = (n+1)%01(n) + (k —n — 1)
Q. = (k:—n—2)2

Tk = kz.

Nun fragen wir uns, ob o;(n) und eine Polynomlosung fj, fiir Gleichung (2.7)
existieren. Mit Hilfe von Satz 2.2.6 finden wir durch Teil (2a) die Gradschranke
1 fur das allgemeine Polynom fj. Setzen wir nun f; = by + bik in (2.7) ein,
ergibt sich

(k—n— 1)2(b0 + bik) — k2(b0 +b0i(k—1))=(n+ 1)20'1 +(k—n-— 1)2.
Durch den Koeflizientenvergleich beziiglich k erhalten wir die Resultate

1 1
OZM =——— und oy(n) = —

(n+1)
(4n+2) ' (2n+1)

(4n+2)
. . . . .. 2
Damit erhalten wir folgende Rekursionsgleichung fiir F'(n, k) = (Z) :

(n+1)

Fonk) = )

Fln+1,k) = G(n,k+1) — G(n, k).

Der Algorithmus hat uns nun eine Rekursion fiir die Summe s, = >, (z)2
zuriickgegeben und diese kénnen wir dann leicht auswerten. Wenn wir iiber
alle ganzen Zahlen k summieren, wird die rechte Seite zu Null und mit dem
Hauptnenner multipliziert ergibt sich:

22n+1)sp, — (n+ 1)spy1 = 0.

Dieses Ergebnis kann auch mit MuPAD erzielt werden:

— MuPAD

>> zeilberger(binomial (n,k)"2,k,s(n));

Output

2%s(n)*(2%n + 1) - s(n + D*x(n + 1) =0

Mit dem Anfangswert sg = 1 finden wir dann die einfache Form s, = (25)

Beispiel 3.2.6
Wir betrachten hier die Summe

2

Unser Ziel ist es eine Rekursion fiir diese Summe zu finden. Mit Hilfe des in
MuPAD implementierten Befehls finden wir eine Rekursion zweiter Ordnung
fiir die Summe s,,:
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— MuPAD

>> setuserinfo(zeilberger,1):
>> zeil:=zeilberger(binomial (3*k+1,k)*binomial (3*n-3*k,n-k)/(3xk+1),
k,s(n),1);

Output

Die Ordnung ist nicht hoch genug
FAIL

|

Da wir fiir diese Ordnung keine Rekursion gefunden haben, erh6hen wir J
um 1.

[ MuPAD ]

>> zeil:=zeilberger (binomial (3%k+1,k)*binomial (3*n-3*k,n-k)/(3*xk+1),
k,s(mn),2);

Output

4xs(n + 2)*x(n + 2)*x(2*xn + 3)*(2*n + 5) - 12%s(n + 1)*(2*%n + 3)*
(9%n"2 + 27*n + 22) + 81l*s(n)*(n + 1)*(3%n + 2)*(3*n + 4) = 0

|

Wir kénnen diese Rekursion, da sie eine hohere Ordnung als eins hat, nicht
mit den bis jetzt bekannten Verfahren l6sen. Aber beim Durchsuchen einer Liste
von Binomialkoeffizienten, so wie in [GKP89], finden wir folgende Identitét:

tk+r\ [tn —tk+ s T tn+r—+s
S S ) a s ) e

k

Wenn wir nun ¢t = 3, r = 1 und s = 0 setzen erhalten wir die spezielle Identitét
3k+1\ [(3n—3k 1 3n+1
— = . 1
Z};( k >(nk>3k+1 < n > (3:.17)

Dies bedeutet, dass unser s, ein hypergeometrischer Term ist. Indem wir den
Term (3"n+1) in unsere Rekursion fiir s, einsetzen, konnen wir leicht (3.17)
beweisen:

— MuPAD
>> t := fp::unapply(binomial (3*n+1,n),n):
>> factor(expand(eval(subs(zeil,s =t))));

Output
0=0

Da s, auch fiir n = 0 und n = 1 gilt, folgt, dass s,, = (3”;1) ist. Weiter ist zu
beachten, dass der Term aus (3.16) nicht hypergeometrisch fiir k& oder n ist, falls
t eine Variable ist. Aber fiir jede feste ganze Zahl t ist es ein hypergeometrischer
Term in allen verbleibenden Variablen und daher ist auch die rechte Seite von

Gleichung (3.16) ein solcher.

Bei dem letzten betrachteten Beispiel hatten wir das Gliick, dass wir eine
Identitat fiir den Binomialkoeffizienten finden konnten. Aber im Allgemeinen
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wissen wir jetzt noch nicht, wie wir eine geschlossene Form fiir eine Rekursi-
onsgleichung mit einer Ordnung J > 1 finden. Dieses Problem werden wir im
néchsten Kapitel genauer untersuchen.



Kapitel 4

Petkovsek-Algorithmus

4.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel werden wir untersuchen, wie wir eine geschlossene Form aus
einer Rekursionsgleichung erhalten kénnen. Nach unserer Definition ist die ge-
schlossene Form eine Linearkombination von hypergeometrischen Termen. Fiir
die unbestimmte Summation finden wir direkt mit dem Gosper-Algorithmus
eine geschlossene Form, falls eine solche existiert. Im vorigen Kapitel haben wir
gesehen, wie wir fiir die bestimmte Summation eine Rekursion finden. Diese
bringt die Summe s,, noch nicht in eine solche Form. Falls die Rekursion erster
Ordnung ist, sind wir fertig, denn wir haben gesehen, dass wir einen hyper-
geometrischen Term erhalten, der in eine geschlossene Form gebracht werden
kann. Ist die Ordnung der Rekusionsgleichung > 2, ist noch offen wie wir eine
geschlossene Form finden. Im weiteren Verlauf werden wir uns damit beschéfti-
gen, wie wir erkennen koénnen, ob so eine Losung existiert und wie wir alle
Losungen dieser Form bestimmen koénnen.

Wir werden sehen, dass wir mit dem PetkovSek-Algorithmus in der Lage
sein werden, solch eine Form zu finden, falls es eine gibt. Es ist zu beach-
ten, dass dieser Algorithmus vollig unabhéngig vom Zeilberger-Algorithmus ist.
Die Situation, die wir untersuchen, ist allgemeiner: Wir haben eine holonome
Rekursionsgleichung gegeben und wollen alle hypergeometrischen Losungen be-
stimmen. Der Petkovsek-Algorithmus ist, wie der Gosper-Algorithmus, ein Ent-
scheidungsalgorithmus. Wir kénnen mit Hilfe dieser Prozedur entscheiden, ob
hypergeometrische Losungen fiir eine Rekursionsgleichung, die wir durch den
Zeilberger-Algorithmus erhalten, existieren oder nicht. Diese konnen wir dann
in eine geschlossene Form umwandeln.

Der Petkovsek-Algorithmus ist in zwei Teile unterteilt. Der eine findet die
Polynomlésungen fiir eine gegebene holonome Rekursionsgleichung. Der andere
ist eine Unterroutine, die die hypergeometrischen Termlosungen fiir eine gege-
bene holonome Rekursionsgleichung bestimmt.

59
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4.2 Polynoml6sungen fiir eine Rekursionsgleichung

Wir werden den Algorithmus anhand eines allgemeinen Beispiels erldutern. Aus
Notationsgriinden beschrinken wir uns auf eine Rekursionsgleichung zweiter
Ordnung, diese sind vom grofiten Interesse. Dieses Beispiel fiihrt uns dann zum
Algorithmus von Petkovsek [Pet92]. Die weiteren Grundlage dieses Abschnittes
stammen aus [Koe97].

Beispiel 4.2.1
Angenommen, es ist eine holonome Rekursion zweiter Ordnung fiir s,, gegeben
durch

Pn5n+2 + Qnanrl + Rpsy, =0, (41)

wobei P, @, R, € K[n] sind.

Unser Ziel ist es nun alle Polynomlésungen s, # 0 fiir diese Gleichung zu
bestimmen. Um diese zu finden, brauchen wir nur eine obere Gradschranke fiir
jede Polynomltsung. Sobald wir eine solche Gradschranke haben, kénnen wir ein
allgemeines Polynom mit dieser in die Gleichung (4.1) fiir s,, einsetzen und die
Koeffizienten bestimmen, indem wir das entstandene lineare Gleichungssystem
fiir die unbekannten Koeffizienten von s, losen. Falls das lineare Gleichungs-
system eine nicht triviale Losung hat, haben wir ein s, gefunden, andernfalls
existiert keine Polynomlésung fiir (4.1).

Als n#chstes werden wir uns damit befassen, wie wir eine obere Gradschran-
ke N fiir die nicht triviale Polynomlésung

sn:nN+61nN*1+...+6N,

mit den unbestimmten Koeffizienten 6; (I = 1,..., N) bestimmen koénnen. Da
die Rekursion linear und homogen ist, ist auch jedes Vielfache der Losung eine
Losung. Daher reicht es, wenn wir als Losung normierte Polynome betrachten,
das sind die, deren fiihrender Koeffizient gleich Eins ist.

Die gegebenen Polynome aus (4.1) haben die Form

M—1_|_

Pn:agnM+a1n ...+ ar,

Qn = Bon™ + Bin™ ™ + L+ By

und

M—-1

R, = yon™ 4+ y1n + ...+

Dabei ist M die maximale Gradzahl von P,,, @, und R,,, genauer: (g, 5o, Y0) #
(0, 0, 0). Nun kann fiir jedes j € N der Shift s, ; durch den binomischen Lehr-
satz ausgedriickt werden

snpj =M+ NN +o(n+ )N 4G+ )V 4oy

oN(N —1)

=nN + (61 + NN+ (02 + 5(N = 1)61 + 5 AR



4.2. POLYNOMLOSUNGEN FUR EINE REKURSIONSGLEICHUNG 61

Wir setzen nun alle Polynome in (4.1) ein und erhalten:

0 =(agn™ + ™1 . YN 4 (61 +2N)nV 14

+ (Bon™ + Bn™M =t 4 )N + (6 + NN+ (4.2)
+ (yor™M + et 4 N 4 eV 4.
M+

Zunichst bestimmen wir die Koeffizienten von ™+ und es ergibt sich:

o + fo + 0 = 0. (4.3)

Fiir jede nicht triviale Polynomlésung muss diese Gleichung giiltig sein. Ist (4.3)
also nicht erfiillt, existiert keine Polynomlésung und wir kénnen abbrechen.
Ist (4.3) erfiillt, berechnen wir die Koeffizienten von n™ V=1 aus (4.2). Aus
Gleichung (4.3) ergibt sich: ap = —fy — 0. Damit kann «g durch die beiden
anderen ausgedriickt werden und wir erhalten die Eigenschaft

a1+ B+ — (Bo+2v)N = 0. (4.4)

Nun konnen zwei Félle eintreten. Ist Gy + 299 # 0, dann erlangen wir aus (4.4)
eine eindeutige Gradschranke N fiir s,. Falls sich keine nicht negative ganze
Zahl fiir N ergibt, konnen wir aufhéren, da keine obere Gradschranke gefunden
werden kann. Andernfalls haben wir die gesuchte Gradschranke gefunden.

Ist andererseits

Bo + 27 =0, (4.5)
dann gilt weiter mit (4.4)
ai+pB1+71=0. (4.6)

Wir bestimmen die Koeffizienten fiir n™+¥=2 aus (4.2). Mit (4.3), (4.5) und
(4.6) als Ersetzungsregeln, ergibt sich die Eigenschaft

N%y — (B1+7 +271)N + ag + 2 + 72 = 0.

Zum Abschluss zeigen wir noch, dass mit dieser Eigenschaft nur noch zwei
Moglichkeiten fiir NV existieren. Wir werden iiberpriifen, ob vy # 0 gilt. Dann
nehmen wir an, dass vy = 0 ist. Es gilt mit Gleichung (4.5) 8y = 0 und mit (4.3)
ag = 0, das ist ein Widerspruch zu unserer Wahl M. Dies bedeutet, wir finden
eine Gradschranke und dies beweist, dass der Algorithmus alle Polynomlosun-
gen fiir (4.1) findet. Wir bestimmen die Losung, indem wir das allgemeine Poly-
nom mit maximalem Grad N in (4.1) einsetzen und einen Koeffizientenvergleich
durchfiihren.

Wir haben in diesem Beispiel gesehen, wie wir die Polynomlésung fiir eine
Rekursion zweiter Ordnung bestimmen. Nun wollen wir den Algorithmus fiir
den allgemeinen Fall kurz zusammenfassen.

Algorithmus 4.2.2 (Polynomlésung einer Rekursionsgleichung) Der fo-
lgende Algorithmus findet alle polynomialen Lisungen einer gegebenen holono-
men Rekursionsgleichung falls solche existieren.
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. Fingabe: Fine holonome Rekursionsgleichung

J
> Pi(n)sns; =0 (4.7)
j=0

mit den Polynomen
M
Pj(n) = ZajlnM_l € K[n],
1=0

so dass mindestens ein ojo #0 (7 =0,...,J).

. Setze m = 0.

. Berechne fiir allel =0,...,m
J
bim = Zjlaj,m—l-
j=0
Falls by, = 0 fiir alle l = 0,...,m, erhéhe m um eins und wiederhole

Schritt (3).

. Sei N die Menge der nicht negativen ganzen Nullstellen N € Ny der

Polynome

5 (Vo 4

=0

. Falls N =0 gib aus, dass keine Polynomldsung existiert.

. Sei N = max N. Wir setzen das allgemeine Polynom mit Grad N in die

Gleichung ein und fihren einen Koeffizientenvergleich durch. Wenn wir
das entstandene lineare Gleichungssystem ldsen, erhalten wir eine allge-
meine Polynomlésung s, fir (4.7).

. Ausgabe: Die polynomiale Lisung fir s,, die im oberen Schritt bestimmt

wurde.

Wir werden hier diesen Algorithmus nicht beweisen und verweisen auf [Pet92]
und S. 148 — 150 [PWZ97]. Aber es ist darauf hinzuweisen, dass die Hauptauf-

gabe im Beweis des Algorithmus ist, zu zeigen, dass die Iteration in Schritt 3
terminiert. Es stellt sich heraus, dass sie nicht iiber J Schritte hinauslduft und

dass die Formel (4.8) giiltig ist. Dies kann in [Pet92] nachgelesen werden.
Zum Abschluss des Abschnitts werden wir uns ein Beispiel mit Hilfe von

MuPAD ansehen.

Beispiel 4.2.3
Wir haben die homogene Rekursionsgleichung

nn+1)s(n+2) —2n(n+7)s(n+ 1)+ (n+6)(n + 7)s(n) = 0.
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gegeben. Mit dem von mir implementierten Befehl recpoly(eqn,s(n)) kénnen
wir die gewiinschte Polynomlosung erhalten.

[ MuPAD

>> recpoly(n*(n+1) *s(n+2) -2*n* (n+7) *s (n+1) +(n+6) * (n+7) *s (n) ,s(n)) ;

Output

nx(n + 5)*x(n + 4)x(n + 3)*x(n + D*x(n + 1)*
(delta2 - 15*deltal + deltal*n)

Damit haben wir eine Polynomlésung erhalten.

Mit der kennengelernten Routine kénnen wir uns im n#chsten Abschnitt
dem Hauptproblem, der Bestimmung aller hypergeometrischen Losungen einer
holonomen Rekursionsgleichung, widmen.

4.3 Hypergeometrische Losung einer Rekursion

In diesem Abschnitt erlautern wir genauer, wie wir alle hypergeometrischen
Losungen fiir eine gegebene holonome Rekursionsgleichung finden kénnen. Er
basiert auf [Koe97] S. 149 — 157 und [PWZ97] S. 151 — 155.

Um die hypergeometrischen Lésungen zu finden, brauchen wir eine strengere
Version des Lemmas 2.2.2 von Gosper fiir rationale Funktionen. Diese Modifi-
zierung hat Petkovsek im Rahmen seines Algorithmus vorgenommen.

Lemma 4.3.1 (Gosper-Petkovsek Darstellung von rationalen Funk-
tionen) Jede rationale Funktion t;, € K(k)\ {0} hat eine Darstellung der
Form

Cpk+1 gk+1 (4'9)

tk - )
PE Tk4+1

wobei pr, qx, Tr € K[k] normierte Polynome sind und C € K. Bei geschickter
Berechnung erfiillen diese zusdtzlich die folgenden Figenschaften:

1. ggT(qr,Tk+5) = 1 fiir alle j € No,
2. ggT(kaQk+1) = 1;
3. ggT(pk,rk) =1.

Beweis: Das Lemma und der dazugehorige Beweis bilden auch einen Algorith-
mus zur Bestimmung von pg, qr und ri. Der Beweis verlduft analog zu dem
von Lemma 2.2.2. Er kann vollstindig in [Koe97] oder in [PWZ97] nachgelesen
werden. ]

Die Teile 2. und 3. aus dem Lemma unterstreichen, dass in der Darstellung
(4.9) sowohl g1 und py als auch pgy; und 7447 zueinander teilerfremd sind.
Dadurch ist die Gosper-Petkovsek Darstellung eindeutig. Bei jedem Umschrei-
ben ist es notwendig, immer das kleinste mogliche j € N zu wéhlen.
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Wir werden nun den Petkovsek-Algorithmus wieder anhand einer allgemei-
nen Rekursion zweiter Ordnung als Beispiel vorfithren. Die dadurch erlang-
ten Kenntnisse werden uns auch hier zu dem allgemeinen Algorithmus fithren
[Pet92].

Beispiel 4.3.2 (Hypergeometrische Losung einer Rekursion)
Wir wihlen wie in Beispiel 4.2.1 eine Rekursionsgleichung zweiter Ordnung fiir
Spt

Pospi2+ Qnsnt1 + Rnsn =0 (P, Qn, R, € K[n]). (4.10)

In diesem Beispiel wollen wir alle hypergeometrischen Losungen fiir s, # 0 fir
die Rekursion finden.
Da wir annehmen, dass s,, ein hypergeometrischer Term ist, ist der Quotient

Sn+1
Sn

=t, € K(n) (4.11)

rational. Indem wir uns auf Lemma 4.3.1 berufen, wissen wir, dass C' € K und
Dny Gn, Tn € K[n| existieren, so dass

- o Prtl Intl (4.12)
Pn Tn41

gilt und es gelten die ggT-FEigenschaften aus Lemma 4.3.1.
Indem wir nun (4.11) in (4.10) einsetzen und die resultierende Gleichung
durch s, teilen, erhalten wir

Pntn-i-ltn + Qntn + Rn =0.

Als néchstes setzen wir (4.12) fiir ¢,, ein und multiplizieren mit p,r,4175t2.
Daraus ergibt sich die Gleichung

C2PnPn+2Qn+2Qn+1 + CQnpn+1Gn+1Tn+2 + Rupnrant1mnee = 0. (4~13)

Nun nutzen wir die ggT-Eigenschaft aus Lemma 4.3.1. Der erste und zweite
Summand aus (4.13) haben den gemeinsamen Faktor ¢,,+1. Teilen wir nun durch
diesen Term, muss der dritte Term R,pnrp17n+2 durch g, teilbar sein. Wir
wissen aus Lemma 4.3.1, dass gn41 keine gemeinsamen Teiler mit p,, 1541
und 742 hat. Daraus folgt: R, /gn+1 € K|[n]. Aus dieser Eigenschaft kénnen
wir folgern, dass ¢, ein normierter Faktor von R,_; ist. Es gibt also nur eine
endliche Anzahl von Moglichkeiten, aber es konnen sehr viele sein, falls R,, viele
Teiler hat.

Ahnlich ist es mit dem zweiten und dritten Summanden aus (4.13): Sie
haben den gemeinsamen Faktor 7,42. Teilen wir durch diesen, muss also der
erste Summand P, p,+2qn+2¢n+1 durch r,49 teilbar sein. Da nach Lemma 4.3.1
Tnt2 keine gemeinsamen Teiler mit p,19, ¢ni2 und g,41 hat, muss P, /r,q2 €
K[n] sein. Damit ist 7, einer der normierter Faktoren von P, _s. Die Anzahl
dieser Faktoren ist wieder endlich.
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Fiir jede Wahl des Paares (g, m,) aus den Faktoren von (R,_1, P,—2),
koénnen wir ¢, 417+2 aus der Gleichung (4.13) herauskiirzen und erhalten die
Polynomgleichung
P, Ry

Prnt2qni2 + CQnpny1 +
Tn42 Gn+1

02

PnTni1 = 0. (4.14)

Nun bestimmen wir C', indem wir den fithrenden Koeflizienten von n der linken
Seite von (4.14) betrachten. Da py,, pp+1 und p,42 alle den gleichen Grad haben,
entsteht eine quadratische Gleichung fiir C'. Damit gibt es fiir jede Wahl von ¢,
und r,, aus den Faktoren von R,_; und F,,_», maximal zwei Moglichkeiten fiir
die Wahl von C € K.

Fiir jede feste Wahl von ¢,,, 7, und C kénnen wir Algorithmus 4.2.2 verwen-
den, um herauszufinden, ob eine Polynomltsung fiir p,, aus (4.14) existiert oder
nicht. Jede solche Losung liefert uns mit (4.12) eine hypergeometrische Losung
fiir (4.10). Falls keine weiteren Losungen gefunden werden koénnen, existiert
auch keine weitere hypergeometrische Losung.

Wir fassen nun noch den allgemeinen Algorithmus von Petkovsek zur Be-
stimmung von hypergeometrischen Losungen zusammen. Wir werden ihn nicht
beweisen, aber der Beweis kann in [PWZ97] nachgelesen werden.

Algorithmus 4.3.3 (Hypergeometrische Lésungen fiir eine Rekursi-
onsgleichung) Der Algorithmus findet alle hypergeometrische Lésungen fiir
eine gegebene holonome Rekursionsgleichung, falls solche existieren.

1. FEingabe: Eine holonome Rekursionsgleichung
J
S Py (n)susy =0 (4.15)
§=0
mit den Polynomen P; € K|n].
2. Setze L = {}.
3. Fir alle normierten Faktoren q, von Py(n — 1) und r, von Py(n — J):

(a) Fiir j =0,...,J setze

J J
h (n) = P; (n) H qn+1 H Tn+l
=1 I=j+1

(b) Sei M = Jnax deghj(n) und o (j =0,...J) sind die Koeffizienten
<<
von n™ in hj(n).

(c¢) Wende fiir jede rationale Lisung C' € K aus der Polynomgleichung

J
> a7 =0 (4.16)
j=0
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den Algorithmus 4.2.2 fiir die Rekursionsgleichung
J .
> Cohj(n)pni,; =0 (4.17)
§=0

an und finde so alle Polynomlésungen py, fir (4.17). Falls eine Po-
lynomlosung p, existiert, fiige den rationalen Term

t, = Cpn+1 n+1
Pn Tn+il

zu der Menge L hinzu.

4. Ausgabe: Gib die Menge L, die alle rationalen hypergeometrischen Termlds-
ungen aus (4.15) enthdlt, aus.

Es ist zu erwihnen, dass der Algorithmus eine leere Menge zuriickgibt, falls
keine hypergeometrischen Losungen existieren.

Wir sehen, dass die rationale Faktorisierung eine wichtige Rolle im Pet-
kovsek-Algorithmus spielt. Den Begriff der Ahnlichkeit von hypergeometrischen
Termen haben wir in Abschnitt 2.3.1 kennen gelernt. Dies finden wir im Pet-
kovsek-Algorithmus wieder, denn er findet nicht nur die Menge aller hypergeo-
metrischen Losungen, sondern diese Menge bildet eine Basis fiir alle Linear-
kombinationen von hypergeometrischen Losungen. Weiter gilt, dass, wenn der
Algorithmus keine Losung findet, keine Linearkombination von hypergeometri-
schen Termen als Losung existieren kann.

Wir koénnen die hypergeometrischen Losungen der bestimmten Summation
vollstandig algorithmisch bestimmen, wenn eine Summe

o0

Sp = Z F(n,k),

k=—o00

gegeben ist, wobei F(n, k) ein hypergeometrischer Term beziiglich beider Va-
riablen ist und einen endlichen Trager hat. Indem wir zuerst den Zeilberger-
Algorithmus anwenden, finden wir eine holonome Rekursionsgleichung fiir s,,.
Der Petkovsek-Algorithmus findet fiir die resultierende Rekursionsgleichung
dann alle hypergeometrischen Losungen, falls solche hypergeometrischen Ter-
me existieren. Wenn wir nun noch geniigend viele Anfangswerte iiberpriifen,
kénnen wir entscheiden, ob s, durch einen hypergeometrischen Term oder eine
Linearkombination von diesen dargestellt werden kann. Damit ist die bestimm-
te Summation vollstdndig algorithmisch 16sbar und wir kénnen die geschlossene
Form angeben, falls eine solche existiert.

Falls die polynomialen Koeffizienten der Rekursionsgleichung einen sehr ho-
hen Grad haben, ist zu beachten, dass die Komplexitit des Petkovsek-Algorith-
mus in der Praxis sehr hoch ist, denn dann miissen sehr viele Moglichkeiten
getestet werden.

Zum Abschluss betrachten wir noch ein Beispiel, in dem wir eine hypergeo-
metrische Losung fiir eine Summe mit einem hypergeometrischen Summanden
suchen. Wir werden in diesem Beispiel die in MuPAD implementierten Befehle
zeilberger und rechyper zu Hilfe nehmen.
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Beispiel 4.3.4
Dazu greifen wir noch einmal Beispiel 3.2.6 auf. Gegeben sei also die Summe

. i": 3k + 1\ (3n—3k\ 1
" k n—k )3k+1’
k=—o00
wobei der Summand F(n,k) = (?’kk+ 1) (%:ik)ﬁ einen endlichen Triiger hat
und hypergeometrisch beziiglich & und n ist. Wir wollen das Problem nun
vollstdndig algorithmisch mit Hilfe der implementierten Befehle in MuPAD
losen. Wir werden daher zuerst den Befehl zeilberger auf den Summanden

anwenden und erhalten die Rekursionsgleichung:

— MuPAD

>> zeilberger (binomial (3*k+1,k)*binomial (3*(n-k) ,n-k)*1/(3xk+1),
k,s(n));

Output

81*s(n)*(3*n + 2)*(3*n + 4)*(n + 1) - 12xs(n + 1)*(2%n + 3)*
(9%n"2 + 27*n + 22)+ 4xs(n + 2)*(2%n + 3)*(2*n + 5)*x(n + 2) = 0

J

Wir erhalten eine Rekursion zweiter Ordnung. Diese kénnen wir nicht mehr
ohne den Petkovsek-Algorithmus l6sen. Daher nutzen wir den von mir imple-
mentierten Befehl rechyper (eqn,s(n)), der diesen Algorithmus realisiert und
alle hypergeometrischen Losungen fiir die Rekursionsgleichung findet, falls sol-
che existiert. In diesem Befehl ist eqn die zu berechnende Rekursionsgleichung
und s(n) ist wieder der Name der unbekannten Summe. Es ergibt sich dann:

— MuPAD ]

>> rechyper (81*s(n) * (3*n+2) * (3*n+4) * (n+1) -12*s (n+1) * (2*n+3) *
(9*n~2+27*n+22)+4*xs(n + 2)*(2*n + 3)*(2*n + B)*(n + 2)= 0,s(n));

Output

{27*(n+1)) /(2% (2%n+3) ) , (3% (3*n+4) * (3*n+2) ) / (2% (2+n+3) * (n+1) ) }

Die Menge, die ausgegeben wird, enthélt dann alle hypergeometrischen
Losungen fiir die Rekursionsgleichung. In diesem speziellen Beispiel erhalten
wir zwei hypergeometrische Losungen fiir die Summe s,,:

thyr  27(n+1) nd Untl _ 3(3n+4)(3n +2)
tn  2(2n+3) up,  22n+3)(n+1)°

Es ist zu beachten, dass wir nur die Quotienten der hypergeometrischen Terme
erhalten.

Dieses Beispiel zum Abschluss des Abschnitts hat uns gezeigt, dass wir fiir
eine bestimmte Summe vollstindig algorithmisch entscheiden kénnen, ob eine
hypergeometrische Losung existiert oder nicht. Mit den in MuPAD vorgestellten
Befehlen erhalten wir vorerst nur eine Menge der hypergeometrischen Losungen,
die als Quotienten s,,11/s, ausgegeben werden. Im nichsten Abschnitt werden
wir sehen, wie wir aus diesen eine Linearkombination erhalten kénnen.
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4.3.1 Linearkombinationen von hypergeometrischen Termen

Wir haben gesehen, wie wir hypergeometrische Losungen mit Hilfe des Pet-
kovsek-Algorithmus erhalten. Nun beschéftigen wir uns noch damit, wie wir
mit Hilfe von ihnen eine geschlossene Form finden kénnen.

Der Algorithmus von PetkovSek gibt uns eine Menge von hypergeometri-
schen Quotienten der Form si;)rl / sgf) zuriick!. Wir betrachten zunichst jeden
dieser Quotienten einzeln und faktorisieren den Nenner und den Zé&hler. Dann
konnen wir die irreduziblen Faktoren durch Potenzen und Pochhammersymbole
ausdriicken und wir erhalten den hypergeometrischen Term sg) des jeweiligen
Quotienten. Wir bilden eine Linearkombination der hypergeometrischen Terme
s

Als néchstes bestimmen wir die Ordnung der Rekursionsgleichung, diese
nennen wir p. Wir bestimmen dann p Anfangswerte, indem wir n = 0 bis p in
die eingegebne Summe » ;> ay, wobei aj die Form F(n, k) hat, einsetzen.
Dabei ist zu beachten, wenn der fithrende Koeffizient der Rekursionsgleichung
eine Nullstelle bei einer negativen ganzen Zahl m oder Null hat, muss n um
—m + 1 geshiftet werden.

Die Linearkombination unserer hypergeometrischen Terme wird dann mit
den Anfangswerten gleichgesetzt und indem wir in die Linearkombination das
jeweilige n des Anfangswertes einsetzen, erhalten wir ein lineares Gleichungs-
system mit p Gleichungen:

Sp = alsg) + agsg) +...+ alsgf) (n=0,...,p—1), (4.18)
wobei p die Anzahl der Anfangswerte ist und [ die Anzahl der verschiedenen
hypergeometrischen Terme?. Indem wir das lineare Gleichungssystem lsen, er-
halten wir die [ Koeffizienten a; (j = 1,...,1) und kénnen dann die hyper-
geometrischen Terme als Linearkombination der Form (4.18) ausgeben. Damit
haben wir eine geschlossene Form fiir die Summe s,, gefunden.

Es ist zu beachten, dass die Anzahl der Anfangswerte grofler sein kann als
die der hypergeometrischen Terme. Wir erhalten auch nur eine geschlossene
Form, wenn fiir das entstandene Gleichungssystem eine Losung existiert.

Als néchstes fassen wir den Algorithmus nochmals zusammen.

Algorithmus 4.3.5 Der Algorithmus wandelt Quotienten vom Typ sfﬁrl/sg)
(i=1,...,1), wobei l die Anzahl der hypergeometrischen Lésungen ist, in eine
geschlossene Form

Sp = alsgll) + agsf) +... .+ alsg)

um, falls eine solche existiert.

1. FEingabe: Eine Menge von hypergeometrischen Quotienten der Form s,(fil/sg)
(i=1,...,0).

'Es gilt: ¢ = 1,...,0 und  ist die Anzahl der linear unabhéingigen hypergeometrischen
Terme.
2Diese Gleichung ist ohne Shifts, eventuell muss n um —m -+ 1 geshiftet werden.
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(©)

. Syl up
2. Setze jedes HONRET

3. Fiihre eine rationale Faktorisierung fir u, und v, durch.

4. Driicke die Faktoren von u, und v, durch Pochhammemymbole und Po-
tenzfunktionen aus und gebe fiir jeden Quotienten ein sq(f) aus (Algorith-
mus 1.1.6).

5. Bestimme p Anfangswerte fir s,.

6. Stelle das lineare Gleichungssystem fiir
sn=a1sW +ass@ + . +aqsV (n=0,...,p—1),

auf. Liose das Gleichungssystem und bestimme dabei die | Koeffizienten a;
(j =0,...,1). Falls das Gleichungssystem keine Lisung hat, gib alle sgf)
als Menge aus.

(1) (0)

7. Ausgabe: Gib die Linearkombination s,, = a1y, +ags£l2) +...4aisy’ aus.

Der Algorithmus findet immer eine geschlossene Form, falls das lineare Glei-
chungssystem fiir passende Anfangswerte eine eindeutige Losung hat.

Beispiel 4.3.6

In Beispiel 4.3.4 haben wir nur die Mengen der hypergeometrischen Lésungen
durch den Petkovsek-Algorithmus erhalten. Wir wollen nun eine geschlossene
Form fiir die Summe

> /3k+1\ [/3n— 3k 1
=) < k ><n—k>3k+1

k=—o00

finden, falls eine existiert. Durch den Zeilberger-Algorithmus ergab sich die
Rekursionsgleichung

81s(n)(3n+2)(3n+4)(n+1) — 12s(n + 1)(2n + 3)

(9n? + 27n 4 22) + 4s(n + 2)(2n 4 3)(2n + 5)(n + 2) = 0.

Der Petkovsek-Algorithmus liefert uns die Quotienten der hypergeometrischen
Terme als Losungen

thyr  27(n+1) and Yttt _ 3(3n+4)(3n+2)
tn  2(2n+3) u,  22n+3)(n+1)

fiir s,. Da die Rekursionsgleichung die Ordnung zwei hat, bestimmen wir zwei
Anfangswerte fiir s,,. Wir erhalten dann sg = 1 und s; = 4. Als néichstes wan-
deln wir die Quotienten mit Hilfe von Algorithmus 1.1.6 in hypergeometrische
Terme um und es ergibt sich:

o= () g o= (7) Bl
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Diese Terme konnen mit Hilfe des von mir implementierten Befehl tohyper
bestimmt werden:

[ MuPAD

>> tohyper ((27*(n + 1))/(2*x(2*n + 3)),n);
>> tohyper ((3*(3*n + 4)*(3*n + 2))/(2%(2*%n + 3)*(n + 1)),n);

Output
((27/4) "nxpochhammer (1,n) ) /pochhammer (3/2,n)
((27/4) "nxpochhammer (2/3,n) *pochhammer (4/3,n))/
(pochhammer (1,n)*pochhammer(3/2,n))

Nun fassen wir die hypergeometrischen Terme als Linearkombination zu-
sammen und setzen sie mit den Anfangswerten gleich:

arty, + asu, = s, firn=0,1.

Die Losungen des Gleichungssystems sind: a; = 0 und oy = 1. Damit erhalten
wir fiir s, die geschlossene Form:

(27)”(§%K§)n
Sn — Z TN /38
(Dn(3)n
Diese Losung kénnen wir auch durch die in MuPAD implementierten Befehle
erzeugen. Wir erhalten die Linearkombination durch:

[ MuPAD

>> rek:=81*s(n)*(3*n+2) * (3*n+4)* (n+1)-12%s (n+1) * (2*n+3) *
(9%n"2+27%n+22) +4*s (n+2) * (2*n+3) * (2*xn+5) * (n+2)=0:

>> F:=binomial (3*%k+1,k)*binomial (3*(n-k) ,n-k)*1/(3*xk+1):

>> t:=((27/4) “n*pochhammer (1,n))/pochhammer (3/2,n):

>> u:=((27/4) “n*pochhammer (2/3,n) *pochhammer (4/3,n) )/
(pochhammer (1,n) *pochhammer(3/2,n)) :

>> lincomb(rek,F, [t,ul ,k,s(n));

Output

((27/4) "n*xpochhammer (2/3,n) *pochhammer (4/3,n) )/
(pochhammer (1,n)*pochhammer (3/2,n))
J

Der Befehl 1incomb erwartet als Eingaben: Die Rekursionsgleichung, den
Summand der Summe, die hypergeometrischen Lésungen in einer Liste und die
verwendeten Parameter k£ und s(n). Im oben vorgefiithrten Beispiel haben wir
die Eingabeterme nicht ausgeben lassen.

Die ganze beschriebene Prozedur kann in einem Befehl aufgerufen werden.
Der Befehl zeilbergersum findet fiir einen Summanden, der ein hypergeome-
trischer Term beziiglich beider Variablen ist, eine geschlossene Form, falls eine
solche existiert.

— MuPAD ]

>> zeilbergersum(binomial (3*k+1,k)*binomial (3*(n-k) ,n-k)*1/(3xk+1),
k,s(n));

Output
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((27/4) "n*pochhammer (2/3,n) *pochhammer (4/3,n) )/
(pochhammer (1,n) *pochhammer (3/2,n))

Wir {iberpriifen unser Resultat, indem wir es in die Rekursionsgleichung,
welche wir durch den Zeilberger-Algorithmus erhalten haben, einsetzen. Dieses
tun wir mit Hilfe von MuPAD:

— MuPAD

>> u:=fp: :unapply(((27/4) "n*pochhammer (2/3,n) *pochhammer(4/3,n))/
(pochhammer (1,n)*pochhammer(3/2,n)) ,n):
>> factor(expand(eval (subs(rek,s=u))));

Output

0=0

Nachdem wir nun gesehen haben, wie wir sowohl fiir die bestimmte als auch
flir die unbestimmte Summation vollkommen algorithmisch eine geschlossene
Form finden kénnen, werden wir uns im néchsten Kapitel mit der Summation
von hypergeometrischen Term mit festen Summationsgrenzen beschéftigen.
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Kapitel 5

Bestimmte Summation

5.1 Einfiihrung

Wir haben in den letzten Kapiteln Algorithmen zur Summation von hypergeo-
metrischen Termen kennen gelernt. In diesem ist eine Summe

b
S=> ax (5.1)
k=a

gegeben, wobei der Summand ay, ein hypergeometrischer Term ist und der Sum-
mationsindex ist k. Bei der unbestimmten Summation haben wir keine festen
Summationsgrenzen eingesetzt, wir haben nur vorausgesetzt, dass wir nur iiber
ganze Zahlen summieren. Im Fall des Zeilberger-Algorithmus haben wir im-
mer einen Summanden F'(n, k) gegeben, der einen endlichen Tréiger hat. Daher
haben wir eine endliche Summe mit natiirlichen Grenzen, wenn wir iiber alle
ganzen Zahlen summieren. In diesem Kapitel wollen wir nun untersuchen, wie
wir algorithmisch summieren kénnen, wenn die Summationsgrenzen feste ganze

Zahlen sind.

5.2 Unbestimmte Summation mit festen Grenzen

In Kapitel 2 haben wir den Gosper-Algorithmus vorgestellt. Gegeben war eine

Summe
b
S = E ag,
k=a

wobei ai ein hypergeometrischer Term ist. Unser Ziel war es eine hypergeo-
metrische diskrete Stammfunktion sj fiir a; zu finden. Falls eine existiert, ist
die bestimmte Summation von einer Grenze zur anderen trivial, dies haben wir
schon in Abschnitt 2.1 gesehen. Denn wir erhalten eine Teleskopsumme

b
S = Zak = (Sq+1 — Sa) + (8q — Sa—1) + - - - + (Sp+1 — Sp) = Sp+1 — Sa,
k=a

wenn wir von a bis b summieren. Indem wir die beiden festen Grenzen einset-
zen, erhalten wir die bestimmte Summe von a bis b und das Resultat ist eine

73
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geschlossene Form. Zu beachten ist, dass die Rekursion eventuell nicht fiir alle
Grenzen auswertbar ist. Beispielsweise ist s = —1/k nicht fiir £ = 0 auszuwer-
ten. Dann miissen die Summationsgrenzen verschoben werden. Wir fassen den
Algorithmus zusammen:

Algorithmus 5.2.1 (Gosper-Summation) Der Algorithmus findet eine Lis-
ung fiir die bestimmte Summe

b
S
k=a
falls eine hypergeometrische Stammfunktion existiert, wobei der Summand ay,

hypergeometrisch ist und die Summe von a bis b lauft.

1. Eingabe: Ein hypergeometrischer Summand ai und der Summationsindex
k von a bis b.

2. Wende den Gosper-Algorithmus auf ar an. Falls er keine Ldsung findet,
brich ab.

3. Berechne S = spi1 — Sq. Falls die Rekursion fir ein k aus dem Intervall
[a, b] nicht auswertbar ist, brich ab.

4. Ausgabe: Gib S aus.

Diese Funktion ist auch in MuPAD implementiert, und zum Abschluss betrach-
ten wir noch einige Beispiele mit MuPAD.

Beispiel 5.2.2
Gegeben sei die Summe

n—1 n—1
1
S:
;“’“ kz::l k+1)(k +2)

In diesem Beispiel betrachten wir, was passiert, wenn wir von £ = 1 bis n — 1
summieren. Der Gosper-Algorithmus liefert uns das Ergebnis s = —1/(k +
1) fur die unbestimmte Summation. Der in MuPAD implementierte Befehl
gospersum(a,k=1..n-1) findet dann die gewiinschte Losung, wobei a der hy-
pergeometrische Summand ist und durch k die Summationsgrenzen festgelegt
werden.

— MuPAD

>> gospersum(1/(k+1)/(k+2) ,k=1..n-1);

Output

1/2 - 1/(a + 1)

|

Damit haben wir das gewiinschte Resultat, eine geschlossene Form, fiir die
bestimmte Summation von 1 bis n — 1 erhalten. Dabei ist die Unbekannte n
eine ganze Zahl. Wir kénnen genauso gut jede andere ganze Zahl eingeben, wie
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zum Beispiel n = 76. Dann ergibt sich mit MuPAD das Resultat 19/39. Dieser
Fall ist aber nicht wirklich interessant. In diesem Beispiel sehen wir auch sehr

leicht, dass sgy+1 — si fiir die Summationsgrenze k = —1 nicht definiert ist und
MuPAD gibt folgendes zuriick:
[ MuPAD

>> setuserinfo(gospersum,1):
>> gospersum(1/(k+1)/(k+2) ,k=-1..n-1);

Output

Info: Die diskrete Stammfunktion ist an den Summationsgrenzen
nicht auswertbar!
FAIL

L |

Der Gosper-Algorithmus fiir feste Summationsgrenzen ist in MuPAD auch in
den Befehlen gosper und lingosper implementiert. Wir miissen nur fiir k feste
Grenzen eingeben, wie zum Beispiel k=0..n. Auflerdem koénnen bei allen drei
Befehlen die Zwischenergebnisse des Gosper-Algorithmus durch die Eingabe von
setuserinfo abgefragt werden.

Beispiel 5.2.3
Wir betrachten noch einmal Beispiel 2.3.9, wo wir sehen, dass wir auch eine
Linearkombination von hypergeometrischen Termen fiir bestimmte ganzzahlige

Summationsgrenzen summieren kénnen. Dazu summieren wir aj = 2% 1+ 1 von
1 bisn — 1.

[ MuPAD

>> lingosper(2°k+1,k=1..n-1);

Output

n+2™n-3

Im néchsten Abschnitt werden wir uns mit der bestimmten Summation
durch den Zeilberger-Algorithmus beschéiftigen. Hier ist die Summation mit
festen Grenzen nicht so trivial wie beim Gosper-Algorithmus, indem eine Tele-
skopsumme entsteht.

5.3 Bestimmte Summation mit festen Grenzen

Hier beschéftigen wir uns mit einem weitaus komplizierten Fall und zwar der
bestimmten Summation, die wir in Kapitel 3 kennen gelernt haben. Die Summe
liegt in der Form

b
Sp = Z F(n,k)
k=a

vor, wobei F'(n, k) ein hypergeometrischer Term beziiglich beider Variablen ist
und einen endlichen Triger hat. Diese Summe wollen wir fiir die bestimmten
Summationsgrenzen k = a bis b auswerten und dann in eine geschlossene Form
bringen.
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Wir wissen nach (3.13), dass
J
F(n,k)+ Y _oj(n)F(n+j,k) = G(n,k+1) — G(n, k) (5.2)
j=1

gilt. Wenn wir iiber die ganzen Zahlen aufsummieren, gilt nach Satz 3.1.3,
dass die rechte Seite Null wird, da auf dieser eine Teleskopsumme entsteht. In
Kapitel 3 haben wir dann unsere gewiinschte Form erhalten, eine homogene
Rekursion fiir den hypergeometrischen Summanden F'(n, k). Wir konnten im
Folgenden die Koeffizienten der Rekursion bestimmen und haben eine homogene
holonome Rekursionsgleichung gefunden. Da F(n, k) einen endlichen Triger
hatte, handelte es sich um eine endliche Summe mit natiirlichen Grenzen.

In diesem Abschnitt stellen wir uns die Frage, ob es eine Rekursion fiir die
bestimmte Summation gibt, falls wir von festen Summationsgrenzen ausgehen.
Das Problem gestaltet sich dann wie folgt: Wir haben eine Summe s,, gegeben
und wir konnen nach Kapitel 3 eine Gleichung der Form (5.2) finden. In diesem
Fall summieren wir nicht iiber alle ganzen Zahlen und daher wird die rechte
Seite nicht zu Null.

Aus Notationsgriinden bezeichnen wir die linke Seite von (5.2) mit Re(n)!.
Fiir die rechte Seite gilt: G(n, k + 1) — G(n, k), wenn wir dieses fiir feste Sum-
mationsgrenzen auswerten wollen, miissen wir fiir k& die Grenzen einsetzen. Die
rechte Seite ist dann nur noch abhéingig von n, aber nicht mehr von k. Dadurch
entsteht eine Differenz aus zwei hypergeometrischen Termen beziiglich n, diese
sind nach Definition 2.3.1 #hnlich. Sie liegen also in einer Aquivalenzklasse und
konnen als ein hypergeometrischer Term aufgefasst werden. Aus diesem Grund
withlen wir als Bezeichnung fiir die rechte Seite? G(n). Weiter gilt, dass G(n, k)
ein rationales Vielfaches von Re(n) ist, da G(n, k) = R(n, k)Re(n) gilt>.

Betrachten wir nun die Summe s, fiir k = a bis £ = b, wobei der Summand
F(n, k) ein hypergeometrischer Term beziiglich beider Variablen ist und einen
endlichen Tréiger hat. Es ergibt sich nach (5.2) die inhomogene Rekursionsglei-
chung

J
Re(n) = F(n, k) + Zaj(n)F(n +j,k) =G(n,a+1) —G(n,b) =G(n) (5.3)
j=1

fiir s,. Fir G(n, k) gilt nach (2.5) G(n, k) = ri/prfr—1Re(n).

Da der Summand F'(n, k) einen endlichen Tréger hat, existieren natiirliche
Grenzen. Wenn wir diese fiir k auf der rechten Seite einsetzen, ergibt sich wieder
eine homogene Rekursionsgleichung, wie wir sie aus Kapitel 3 kennen, und wir
konnen mit Hilfe des Petkovsek-Algorithmus die hypergeometrischen Losungen
fir die Rekursion finden. Durch die natiirlichen Summationsgrenzen erhalten
wir ein Summationsintervall. Sobald wir ein gréfleres Intervall einsetzen, das
heifit, die untere Grenze a ist kleiner als die natiirliche unter Grenze und die

1Es handelt sich um eine Rekursionsgleichung.
2Es handelt sich um einen hypergeometrischen Term beziiglich n.
3In Kapitel 3 haben wir Re(n) mit aj, bezeichnet.
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obere Grenze b ist grofier als die natiirliche obere, erhalten wir mit G(n) = 0
wieder eine homogene Rekursionsgleichung.

Der kritische Fall, den wir in diesem Abschnitt genauer betrachten wol-
len, tritt ein, wenn wir Grenzen ([a, b]) einsetzen, die innerhalb des natiirlichen
Summationsintervalls liegen. Dann entsteht auf der rechten Seite ein hypergeo-
metrischer Term beziiglich n, der ungleich Null ist, das heifit: G(n) # 0.

Wir wollen nun genauer betrachten, wie wir die rechte Seite G(n) einer
inhomogenen Rekursion fiir F(n, k) bestimmen koénnen. Die Summationsgren-
zen haben dabei folgende Eigenschaften (Aus Notationsgriinden und um die
Abhéngigkeit zu n zu zeigen, setzen wir: @ = a,, und b = by,):

1. Esexistiert ein j € (0,...,J), so dass fiir allen € Nound A, = {an—; | j =
0,...,J} stets max(Ay,) = an—j = a, ist.

2. Es existiert ein j € (0,...,J), so dass fiir allen € Ng und B, = {b,—; | j =
0,...,J} stets min(B,) = b,—; = [, ist.

Wir summieren nun Gleichung (5.2) iiber k von «;, bis (3,, auf, wobei F'(n, k) und
G(n, k) auf dem entsprechenden Bereich wohldefiniert seien. Es ist zu beachten,
dass 0j(n) € K(n), dass heifit, sie sind rationale Funktionen in n. Haben diese
Funktionen Polstellen, dann gilt die Rekursionsgleichung erst fiir hinreichend
grofle n. Indem wir aufsummieren, erhalten wir:

Bn J Bn
> > oin)F(n+j.k) = > (G(n,k+1) - G(n,k)).
k=ay, 7=0 k=an

Daraus ergibt sich dann:

anp—1 bn—j
crj(n)<s(n+j)— Z F(?’L—i—],k)— Z F(n"{']ak))

k=an_, k=Pn+1
= (G(n, Bn + 1) — G(n, o).

.
] Ma
o

Als néichstes miissen wir die ,,Korrekturterme* auf die rechte Seite bringen und
erhalten dadurch eine inhomogene Rekursionsgleichung fiir die Summe s,,:

J
Zaj(n)s(n + ]) = G(nyﬁn + 1) - G(TL, an)
7=0

J anp—1 bn—j
+Z<k2 F(n+j,k) - Z F(n+j,k:)>. (5.4)

=Qn—1 k=pBn+1

Bei der Implementierung der inhomogenen Rekursion ist folgendes zu beach-
ten: Es sollte iiber den Summationsbereich k von «,, bis (3, summiert werden.
Es ist theoretisch denkbar iiber k£ von min(A,) bis max(B,) zu summieren,
aber das ist problematisch, da F'(n, k) (teilweise) auflerhalb des Summations-
bereiches nicht wohldefiniert ist. Ist dies der Fall, findet der Algorithmus keine
Losung, obwohl die Herleitung einer Rekursion die Summe s,, aus der Rekursion
fiir den Summanden F'(n, k) moglich ist.
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Dadurch haben wir eine inhomogene Rekursionsgleichung gefunden, diese
konnen wir aber nicht mit Hilfe des Petkovsek-Algorithmus 16sen, da dieser nur
homogene Rekursionsgleichungen 16sen kann. Aber wir kénnen die inhomoge
Rekursion in eine homogene umschreiben. Der einzige Nachteil ist, dass die
Ordnung der homogenen Gleichung um 1 hoher ist, als die der urspriinglichen.

Um die inhomogene Rekursionsgleichung (5.3) in eine homogene umzu-
schreiben, betrachten wir beide Seiten getrennt. Die linke Seite ist Re(n) und die
rechte ist ein hypergeometrischer Term beziiglich n. Wir bezeichnen sie weiter
mit G(n) (und die Grenzen bezeichnen wir wieder mit a und b), das heifit

J
Re(n) = F(n, k) + Z oj(n)F(n+j,k) und
j=1
G(n) =G(n,b+1)—G(n,a).
Setzen wir auf beiden Seiten n = n+1 ein, erhalten wir die beiden Gleichungen

Re(n)
Re(n+1) =

G(n) und (5.5)
G(n+1). (5.6)
Es gilt dann nach (5.5) und (5.6):

Re(n+1) G(n+1) _

Re(n) G(n) Pn

(5.7)

Da auf der rechten Seite ein Quotient* des Termes G(n), der hypergeometrisch
beziiglich n ist, auftritt, konnen wir diesen mit Hilfe von Algorithmus 1.1.4
vereinfachen und erhalten: ¢, /p, € K(n), wobei ¢, und p,, Polynome aus K[n]
sind. Wenn wir (5.7) mit dem Hauptnenner multiplizieren, ergibt sich die ho-
mogene Rekursionsgleichung:

pnRe(n + 1) — gn,Re(n) = 0. (5.8)

Damit haben wir eine homogene Rekursionsgleichung gefunden, deren Ord-
nung um 1 hoher ist als die der urspriinglichen. Aber nun kénnen wir, wie in
Kapitel 4 angegeben, den Petkovsek-Algorithmus auf diese Rekursion anwenden
und finden dadurch alle hypergeometrischen Losungen fiir die Summe s,,, falls
solche existieren. Aus diesen kénnen wir dann eine geschlossene Form gewinnen.

Nun fassen wir den Algorithmus zur bestimmten Summation mit festen
Grenzen noch mal zusammen.

Algorithmus 5.3.1 Der Algorithmus findet alle hypergeometrischen Lisungen
fir die bestimmte Summation von k = a bis k = b, falls solche existieren.

1. Eingabe: s, = Zzza F(n,k).

*G(n+1)/G(n).
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2. Suche mit Hilfe des Zeilberger-Algorithmus die Rekursionsgleichung
J
F(n,k)+ ) _0j(n)F(n+j,k) = G(n,a+1) = G(n,b) = G(n),
j=1

falls sie existiert, sonst brich ab.

3. Falls die Rekursionsgleichung inhomogen ist, wende folgende Unterroutine
an, sonst gehe zu Schritt 4:

(a) Eingabe: Inhomogene Rekursion: Re(n) = G(n).

(b) Bilde Re(n+1) =G(n+1).

(c) Bilde den Quotienten G(n+ 1)/G(n). Vereinfache ihn mit Hilfe von
Algorithmus 1.1.4 zu ¢n/pn, wobei g, und p, Polynome aus K|n]
sind.

(d) Ausgabe: pp,Re(n + 1) — gn,Re(n) = 0.

4. Nutze den Petkovsek-Algorithmus, um alle hypergeometrischen Lisungen
fiir die gegebene homogene Rekursion zu finden. Falls der Algorithmus

keine findet, brich ab.

5. Forme die hypergeometrischen Ldsung mit Hilfe von Algorithmus 4.3.3 in
eine geschlossene Form fiir die Summe s, um. Falls keine existiert, brich

ab.

6. Ausgabe: Eine geschlossene Form fiir s,.

Wir haben gesehen, dass auch die bestimmte Summation mit vorgegebe-
nen Grenzen komplett algorithmisch mit den vorgestellten Prozeduren geltst
werden kann. Die Summation mit festen Summationsgrenzen liauft sehr analog
zur bestimmten Summation®. Der groBe Unterschied ist, dass wir durch den
Zeilberger-Algorithmus in einigen Féllen eine inhomogene Rekursionsgleichung
anstatt einer homogenen erhalten.

Wenn wir G(n, k) = R(n,k)Re(n) gefunden haben, ist die Grenzwertbe-
trachtung der Summationsgrenzen und das Bestimmen der , Korrekturterme*
ein wenig komplizierter. Aber sobald wir diese gefunden haben, kénnen wir
die rechte Seite auswerten und erhalten eine inhomogene Rekursion. Die wir
dann nur noch in eine homogene umwandeln miissen. Das Anwenden des Pet-
kovsek-Algorithmus funktioniert dann analog zu Kapitel 4 und wir erlangen
alle hypergeometrischen Losungen fiir die Summe s,, falls solche existieren.
Aus diesen erhalten wir dann die geschlossene Form fiir s,,.

Zum Abschluss dieses Kapitels werden wir uns noch einige Beispiel ansehen,
die wir mit Hilfe der in MuPAD implementierten Befehlen 16sen wollen.

Beispiel 5.3.2
Zuerst greifen noch einmal Beispiel 3.2.5 auf, in dem wir die Summe

Sn = i Fn, k) = i <Z>2

k=—00 k=—oc0

®Kapitel 3 und 4.
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gegeben haben. Diesmal wollen wir aber iiber feste Grenzen summieren. Wir
wissen, dass die natiirlichen Grenzen von F(n, k) 0 und n sind. Zunéchst sum-
mieren wir also von & = 0 bis n. Zu dieser Berechnung werden wir MuPAD
verwenden, denn im implementierten Befehl zeilberger besteht die Moglich-
keit statt k auch die Summationsgrenzen k=0. .n einzugeben.

— MuPAD

>> zeilberger(binomial(n,k)"2,k=0..n,s(n));

Output

2%¥s(n)*(2%n + 1) - s(n + D*x(n + 1) =0

Es zeigt sich, dass wir eine homogene holonome Rekursionsgleichung erhal-
ten. Diese ergibt sich auch, wenn wir ein grofleres Summationsintervall als das
natiirliche wéhlen:

- MuPAD

>> zeilberger (binomial(n,k)"2,k=-2..n+1,s(n));

Output

2xs(m)*(2*n + 1) - s(n + D*x(n + 1) =0

Die Erkenntnisse aus diesem Abschnitt haben sich bestétigt und wir erhalten
die homogene Rekursionsgleichung

2s(n)(2n+1)—s(n+1)(n+1) =0,

falls wir iiber die natiirlichen Grenzen (bzw. iiber ein grofieres Summationsin-
tervall als das natiirliche) summieren. Wir erhalten eine Rekursionsgleichung
erster Ordnung. Fiir diese brauchen wir nicht den Petkovsek-Algorithmus aus
Kapitel 4 zu verwenden, denn wir kénnen den hypergeometrischen Quotienten
fiir s,, sofort ablesen:
Sn+1 N (4n + 2)
s (n+1)

Indem wir nun den Quotienten s,,41/s, mit Hilfe von Algorithmus 1.1.6 in einen
hypergeometrischen Term s,, umformen, erhalten wir:

[ MuPAD

>> tohyper(1/(n + 1)*(4*n + 2),n);

Output

(4" n*pochhammer (1/2,n) ) /pochhammer (1,n)
J

Dieser Befehl schreibt die hypergeometrischen Quotienten der Form s,,41/s5,
mit Hilfe von Algorithmus 1.1.6 in einen hypergeometrischen Term s, um. Mit
dem Anfangswert sy = 1 erhalten wir die geschlossene Form:
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Wir iiberpriifen dieses Ergebnis, indem wir es in die Rekursionsgleichung ein-
setzen:

[ MuPAD

>> u:=fp::unapply((2*n)!/n!"2,n):
>> factor (expand(eval (subs(2*s(n)*(2*n+1)-s(n+1)*(n+1)=0,s=u))));

Output

0=0
J

Nun werden wir uns dem interessanteren Teil dieses Beispiels widmen: Wie
verhilt sich s,, wenn wir iiber Grenzen summieren, die innerhalb der natiirli-
chen liegen? Dazu summieren wir von & = 1 bis n — 1. Dies werden wir mit
Hilfe von MuPAD untersuchen.

[ MuPAD

>> zeilberger (binomial(n,k)"2,k=1..n-1,s(n));

Output

2xs(m)*(2*n + 1) - s(n + D*(n + 1) = - 6%n - 2

In diesem Fall erhalten wir die inhomogene Rekursionsgleichung
22n+1)s(n) —s(n+1)(n+1) = —6n — 2 (5.9)

als Ausgabe des Zeilberger-Algorithmus. Um die hypergeometrischen Lésungen
fiir diese zu finden, miissen wir sie in eine homogene Rekursionsgleichung um-
wandeln. Dies erreichen wir, indem wir in (5.9) n durch n + 1 substituieren.
Dann ergeben sich die beiden Gleichungen

22n+1)s(n) —s(n+1)(n+1) = —6n —2 und
22n+3)s(n+1) —s(n+2)(n+2) = —6n — 8.

Als néchstes bilden wir den Quotienten der beiden rechten Seiten und verein-
fachen ihn. Dann ergibt sich nach dem Algorithmus 5.3.1 p, = 3n + 1 und
gn = 3n + 4. Nun setzen wir diese beiden in Gleichung (5.8) ein, wobei Re(n)
und Re(n + 1) jeweils die linken Seiten der beiden oberen Gleichungen sind. Es
ergibt sich dann die homogene Gleichung

—(Bn+1)(n+2)s(n+2)+ (150 +29n+10)s(n+1) — (3n+4)2(2n+1)s(n) = 0.

Wir sehen, dass wir eine homogene holonome Rekursionsgleichung erhalten ha-
ben, deren Ordnung um 1 hoher ist als die der Ausgangsgleichung. In MuPAD
wandelt der implementierte Befehl inhom2hom (Re,s(n)) eine inhomogene Re-
kursionsgleichung in eine homogene um, wobei Re die Rekursionsgleichung und
s(n) die Unbekannte reprisentieren.

[ MuPAD

>> inhom2hom(2*s(n)*(2%n + 1) - s(n + *(n + 1) = -6*n-2,s(n));

Output
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s(n + 1)*(15*%n"2 + 29%n + 10) - 2*s(n)*(2*n + 1)*(3*n + 4)-
s(n + 2)x(n + 2)*(3*n + 1) =0

Da wir nun eine homogene Rekursionsgleichung vorliegen haben, kénnen
wir auf diese den Petkovsek-Algorithmus anwenden und wir erhalten alle Quo-
tienten der hypergeometrischen Terme als Losung, falls solche existieren. Auch
dieses werden wir wieder mit MuPAD vornehmen:

— MuPAD

>> rechyper(s(n + 1)*(15*n"2 + 29*%n + 10) - 2*s(n)*(2*n + 1)*
(3*n + 4)-s(n + 2)x(n + 2)*(3*n + 1) = 0,s(n));

Output

{1, 1/(a + 1)*(4*n + 2)}

Damit sehen wir, dass wir fiir diese Rekursion, beziehungsweise fiir die Sum-
me s,, zwei Quotienten von hypergeometrischen Termen als Lésung finden:

tnt1 1 und Uni1 (4n+2).
tn Un (n+1)

Indem wir sie durch Potenzfunktionen und Pochhammersymbole ausdriicken
(nach Algorithmus 1.1.6), erhalten wir die hypergeometrischen Terme:

(1/2)n
(Dn

Nun bestimmen wir noch mit Hilfe von MuPAD die Linearkombination der
beiden hypergeometrischen Terme:

t,=1" und wu, =4"

— MuPAD

>> rek:=s(n+1)*(15*n"2+29%n+10) -2*s (n) * (2*xn+1) * (3*n+4)
-s(n+2)*(3*n+1) * (n+2)=0:

>> F:=binomial(n,k) "2:

>> h:=[1, (4"n*pochhammer (1/2,n))/pochhammer(1,n)]:

>> lincomb(rek,F,h,k=1..n-1,s(n));

Output

(4" n*pochhammer (1/2,n) ) /pochhammer (1,n) - 2

Die Funktion lincomb bestimmt bei Eingabe der hypergeometrischen Ter-
me, der Rekursion, dem Summanden von s, und den Summationsgrenzen die
Linearkombination der hypergeometrischen Terme. Die geschlossene Form ist
die Linearkombination:

o2 (0

I () M (1)

Der Befehl zeilbergersum bestimmt fiir eine Summe s,, sofort die geschlossene
Form, falls solch eine existiert und gibt durch setuserinfo die Zwischenergeb-

— 2.

nisse der Rechnung aus:
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— MuPAD

>> setuserinfo(zeilbergersum,2):
>> zeilbergersum(binomial(n,k)"2,k=1..n-1,s(n));

Output
Info: REK:=2*s(n)*(2%n + 1) - s(n + L)*x(n + 1) = - 6%n - 2
Info: Hypergeometrische Qutienten:={2%(2*n + 1)/(n + 1), 1}
Info: Hypergeometrische Terme
s_n:=[1, 4"n/pochhammer (1,n)*pochhammer(1/2,n)]

(4" n*pochhammer (1/2,n) ) /pochhammer (1,n) - 2
|

Bei diesem Beispiel und im Allgemeinen ist zu beachten, dass die ersten An-
fangswerte gleich Null sein konnen. Daher wihlen wir als ersten Anfangswert
den ersten der ungleich Null ist. In diesem Beispiel haben wir die Anfangs-
werte so = 4 und s3 = 18 gewiihlt. Diese Anfangswerte und die dazugehorige
Linearkombination bestimmen wir nun noch mit Hilfe von MuPAD:

— MuPAD

>> s2:=eval (subs(binomial(n,1)"2,n=2));
>> s3:=eval (subs(binomial(n,1) "2+binomial(n,2)"2,n=3));

Output

18

— MuPAD

>> rekl:=ax(4 " n*pochhammer (1/2,n))/pochhammer (1,n)+b:
>> lsg:=op(solve([subs(rekl,n=2)=4,subs(rekl,n=3)=18],{a,b}));
>> subs(rekl,lsg);

Output
[a=1, b =-2]
(4 n*pochhammer (1/2,n)) /pochhammer (1,n) - 2

Nach diesem Kapitel sind wir in der Lage sowohl fiir die unbestimmte als
auch fiir die bestimmte Summation vollkommen algorithmisch zu entscheiden,
ob eine geschlossene Form existiert oder nicht. Im néchsten Kapitel werden wir
die ganzen kennen gelernten Algorithmen zusammenfassen und damit einen all-
gemeinen Summationsalgorithmus fiir Summen mit einem hypergeometrischen
Summanden erhalten.
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Kapitel 6

Summationsalgorithmus

6.1 Zusammenfassung des Summationsalgorithmus

In diesem Kapitel werden wir nun die Algorithmen zusammenfassen, die wir
in den ersten Kapiteln kennen gelernt haben. Unser Ziel ist es eine geschlosse-
ne Form fiir eine Summe s,, zu finden. Hierzu werden wir zuerst ein Beispiel
betrachten und nachher mit Hilfe dieses Beispiels den Algorithmus zusammen-
fassen.

Beispiel 6.1.1
Wir werden ein sehr komplexes Beispiel betrachten, um alle Schritte des Algo-
rithmus aufzuzeigen. Gegeben ist die Summe

n—1 n—1 n . 1
S = ap = + 2 + -+ 1 )
wobei der Summand ay, eine Linearkombination von hypergeometrischen Ter-
men ist. Im Folgenden werden wir die kennen gelernten Implementierungen aus
MuPAD benutzen, um Teilergebnisse zu erzielen.

Zunéchst werden wir den linearisierten Gosper-Algorithmus von k = 2 bis
n — 1 auf den Term a; anwenden. Dieser schreibt die Terme der Linearkom-
bination so um, dass wir eine Linearkombination von paarweise verschiedenen
Aquivalenzklassen erhalten. Die gospersummierbaren werden als Linearkombi-
nation von hypergeometrischen Stammfunktionen ausgegeben und die anderen
als nicht vereinfachte Stammfunktionen, wobei diese als Summe von k& = 2 bis
n — 1 dargestellt werden.

- MuPAD

>> lingosper (binomial(n,k)+2"k +1/k+1,k=2..n-1);

Output
sum(1/k, k = 2..n - 1) + sum(binomial(n, k), k = 2..n - 1)
+2™n -6 +n

Wir sehen, dass der Term 2* eine hypergeometrische Stammfunktion hat
und summiert von 2 bis n — 1 ergibt sich fiir ihn die geschlossene Form 2" — 4.

85
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Der konstante Term 1 ist gospersummierbar und wir erhalten n — 2, wenn wir
von k = 2 bis n — 1 summieren. Der Term 1/k ist nicht gospersummierbar
und er wird als nicht vereinfachte Stammfunktion als Summe von 2 bis n — 1
dargestellt. Da diese Summe nur abhéngig von k ist, kénnen wir a priori sagen,
dass der Zeilberger-Algorithmus fiir diese Summe keine Rekursionsgleichung
finden wird. Daher kénnen wir diese Summe vorerst aufler acht lassen.

Die andere Summe, in der a; = (Z) ist, hat mit n einen weiteren Parameter.
Indem wir diesen zu Hilfe nehmen, kénnen wir ap = F(n, k) setzen und den
Zeilberger-Algorithmus auf 775 F(n, k) anwenden.

— MuPAD

>> zeilberger (binomial(n,k),k=2..n-1,s(n));

Output

2%¥s(n) - s(n+1) =-n-1

Es ergibt sich eine inhomogene Rekursionsgleichung der Ordnung 1, diese
schreiben wir in eine homogene der Ordnung 2 um, damit wir den Petkovsek-
Algorithmus auf sie anwenden kénnen.

— MuPAD

>> hom:=inhom2hom(2*s(n) - s(n + 1) = -n - 1, s());

Output

s(n + 1)*(3%n + 4) - 2%s(n)*(n + 2) - s(n + 2)*(m + 1) =0

Auf diese kénnen wir nun den PetkovSek-Algorithmus anwenden, der uns
die Quotienten der hypergeometrischen Terme ausgibt, falls solche existieren.

[ MuPAD ]

>> rechyper (hom, s(n));

Output

{2, 1/ + 2)*(n + 3)}

Wir erhalten diese zwei hypergeometrischen Quotienten:

tpa1 — 9 und Upt1 :n+3.
tn Up, n-+2

Diese formen wir nun zu hypergeometrischen Termen um:

3) 2+n

t, =2" und wu :( ==

Nun kénnen wir die Linearkombination der hypergeometrischen Terme bestim-
men:

[ — MuPAD ]

>> rek:=s(n + 1)*(3*n + 4) - s(n + 2)*x(n + 1) - 2xs()*(n + 2) = O:
>> F:=binomial(n,k):
>> h:=[2"n, (pochhammer (3,n))/pochhammer (2,n)]:
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>> lincomb(rek,F,h,k=2..n-1,s(n));

Output

2°n - (2*pochhammer(3,n))/pochhammer(2,n)
|

Damit haben wir jeden Term der Linearkombination, die wir durch den
linearisierten Gosper-Algorithmus erhalten haben, ausgewertet. Nun miissen
wir nur noch die Resultate als Linearkombination zusammenschreiben und es
ergibt sich die geschlossene Form fiir s,,:

Sp = 2" — 2((23)2) —6+2"+n+:z::<]1> :(2"+1—8)+:Z:<i>.

Dieses Resultat héitten wir auch direkt mit dem in MuPAD implementierten
Befehl summe erhalten konnen. In dieser Prozedur ist der folgende Algorithmus
6.1.2 implementiert.

— MuPAD

>> summe (binomial(n,k)+2"k +1/k+1,k=2..n-1);

Output

n + sum(1l/k, k = 2..n - 1) - (2xpochhammer(3,n))/pochhammer (2,n)
+ 2%x2°n - 6

|

Bei diesem Befehl ist der dritte Parameter intern auf s(n) gesetzt, daher
braucht man ihn nicht eingeben. Aber damit kann der Befehl den Zeilberger-
Algorithmus nur fiir ein F(n, k) mit n € Z als eine weitere diskrete Variable
aufrufen. Durch eine Eingabe des dritten Parameters kann dies gedndert werden.

Damit erhalten wir eine Linearkombination von hypergeometrischen Ter-
men, diese sind vereinfachte hypergeometrische oder nicht vereinfachte Stamm-
funktionen. In unserem Beispiel ist 1/k der einzige Term, der als nicht verein-
fachte Stammfunktion vorliegt. Das heifit aber nicht, dass er nicht durch einen
anderen Algorithmus in eine ,einfache Form“ gebracht werden kann, diese ist
aber nach unserer Definition keine geschlossene.

Wir fassen nun den im Beispiel kennen gelernten Algorithmus zusammen:

Algorithmus 6.1.2 (Summationsalgorithmus) Gegeben ist

b
Sn = Z ag,
k=a

wobet der Eingabeterm ay, eine Linearkombination von Termen ist, die beziiglich
der Summationsvariable k hypergeometrisch sind. Der Algorithmus findet fiir
die Summe eine geschlossene Form, falls solch eine existiert. Falls er keine ge-
schlossene Form findet, gibt er eine Linearkombination aus nicht vereinfachten
Stammfunktionen und hypergeometrischen Termen zuriick. Die nicht verein-
fachten werden als Summen dber k dargestellt.
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1. FEingabe: Eine Linearkombination von hypergeometrischen Termen Z?:l ag)

und eine Summationsvariable k (Falls ein zweiter Parameter bendtigt
wird, muss dieser als s(n) eingegeben werden).

2. Wende den linearisierten Gosper-Algorithmus 2.3.7 aufzg-’zl a,(j) an. Die-

ser gibt eine Linearkombination von hypergeometrischen Stammfunktio-

nen und Summen von hypergeometrischen Termen 22:1 S]E:j)+Z§:1 >k b](cj)
aus.

3. Schreibe die verschiedenen Terme in Listen um:

(a) Schreibe alle hypergeometrischen Stammfunktionen in eine Liste:

Leg={s{} (i =1,....q).

(b) Schreibe alle anderen Terme, die wir in Form von Summen erhalten
haben, in eine Liste:

Nisg={> b} G =1,...,7).
k

4. Wende auf jeden einzelnen Summanden b,gj) der Liste {) b,(cj)} (j =
1,...,r), die Unterroutine Zeilbergersumme an:

(a) Falls b](gj) nur abhdnging von k ist, brich ab.

(b) Wihle eine zweite Variable neben k aus b]ij) und wende den Zeilberger-
Algorithmus auf den Summanden b,(g) an (Zeilberger-Algorithmus 3.2.3
oder 5.3.1). Falls er nicht erfolgreich ist, brich ab.

(c) Falls die Ausgabe eine inhomogene Rekursionsgleichung ist, schreibe
sie in etne homogene um.

(d) Wende auf die homogene Rekursionsgleichung den Petkovsek-Algorith-
mus 4.3.3 an.

(e) Falls dieser erfolgreich ist, schreibe die hypergeometrischen Léisungen
in eine geschlossene Form s, um und gib sie als Linearkombination

aus (Algorithmus 4.3.5) und streiche ), bg) aus der Liste Nlsg.
5. Schreibe sy, in die Liste Lsg.

6. Schreibe die Fintrdge der Liste Lsg und N Lsg als Linearkombination und
addiere sie zusammen.

7. Ausgabe: Eine geschlossene Form oder eine Linearkombination von hy-
pergeometrischen Termen und nicht vereinfachten Stammfunktionen.

Bei diesem Algorithmus ist zu beachten, dass er nur fiir die Summation mit
festen Grenzen k = a bis b Sinn macht. Denn wenn wir unbestimmt summieren,
erhalten wir als Ausgabe eine Linearkombination, in der hypergeometrische
Terme stehen, die abhéingig von dem Summationsindex k sind.
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In diesem Kapitel haben wir alle Algorithmen zusammengeschrieben, die
wir in den vorangehenden Kapiteln vorgestellt haben. Damit haben wir die
komplette hypergeometrische Summation abgeschlossen. Die vorgestellten Al-
gorithmen finden fiir jeden hypergeometrischen Eingabeterm eine geschlossene
Form, falls eine solche existiert.

Im letzten Kapitel werden wir zum Abschluss einen Ausblick geben und
Optimierungsvorschlige fiir die implementierten Algorithmen vorstellen.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und
Ausblick

In dem letzten Kapitel wollen wir noch einmal alle wichtigen Ergebnisse zusam-
menfassen und einen Ausblick geben, welche Teile der Algorithmen verbessert
werden kénnen.

Wir haben uns mit der algorithmischen Summation von hypergeometrischen
Termen beschéftigt. Unser Ziel war es, die Summe in eine geschlossene Form zu
bringen, das heift, sie als Linearkombination von einem oder mehreren hyper-
geometrischen Termen auszudriicken.

Die vorgestellten Algorithmen sind ein sehr méchtiges Instrument der al-
gorithmischen Summation. Der Gosper-Algorithmus ist nicht nur interessant,
weil er geschlossene Formen finden kann, falls eine solche existiert. Er spielt
durch die Einbettung in den Zeilberger-Algorithmus auch eine sehr grofie Rolle
bei der unbestimmten Summation. Der Petkovsek-Algorithmus findet als An-
schluss an den Zeilberger-Algorithmus die geschlossene Form der entstandenen
Rekursionsgleichung, falls eine solche existiert.

Zuerst haben wir gesehen, dass fiir eine Summe mit dem Summationsin-
dex k und einem Summanden, der hypergeometrisch beziiglich k ist, mit Hilfe
des Gosper-Algorithmus entschieden werden kann, ob eine hypergeometrische
Stammfunktion existiert oder nicht. Wenn wir eine solche Stammfunktion ge-
funden haben, war die bestimmte Summation iiber k fiir geeignete Summati-
onsgrenzen trivial. Da die hypergeometrische diskrete Stammfunktion ein ratio-
nales Vielfaches des Summanden ay, ist, kann es passieren, dass fiir einige Werte
k die rationale Funktion, die mit a; multipliziert wird, nicht definiert ist.

Der Gosper-Algorithmus ist nicht abgeschlossen beziiglich der Addition.
Aber wir konnen eine Linearkombination von hypergeometrischen Termen in
Aquivalenzklassen einteilen, so dass eine Linearkombination von paarweise ver-
schiedenen #hnlichen hypergeometrischen Termen entsteht. Auf diese Terme
konnen wir dann den Gosper-Algorithmus anwenden und erhalten eine Linear-
kombination, die aus vereinfachten hypergeometrischen und nicht vereinfachten
Stammfunktionen besteht. Besteht diese nur aus vereinfachten hypergeometri-
schen Stammfunktionen, also nur aus hypergeometrischen Termen, haben wir
eine geschlossene Form gefunden.
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Danach betrachten wir Summen, die abh#ingig von der Summationsvariablen
k € Z und einer weiteren diskreten Variablen n € Z sind und einen endlichen
Tréger haben. Somit betrachten wir Summen, die nur endlich viele Summan-
den F(n, k) haben, die ungleich Null sind. Der Summand ist hypergeometrisch
beziiglich beider Variablen. In diesem Fall kénnen wir die Summe nicht sofort
in eine geschlossene Form umwandeln. Aber wir sind in der Lage eine Rekursion
fiir diese Summe zu finden, die unabhéngig von der Summationsvariablen k ist.
Fiir die Summation iiber Summationsgrenzen, die auflerhalb der natiirlichen
liegen, finden wir eine homogene Rekursionsgleichung mit Hilfe des Zeilberger-
Algorithmus. Falls wir Summationsgrenzen wéhlen, die innerhalb der natiirli-
chen Grenzen liegen, erhalten wir eine inhomogene Rekursionsgleichung fiir die
Summe s,,.

Es ist erwdhnenswert, dass der Zeilberger- Algorithmus nur in wenigen Fillen
eine Rekursion hoherer Ordnung erzeugt, obwohl eine niedrigerer Ordnung exis-
tiert.

Um fiir diese Rekursion eine geschlossene Form zu finden, miissen wir den
Petkovsek-Algorithmus auf die durch den Zeilberger-Algorithmus entstandene
Rekursion anwenden. Dieser findet fiir eine homogene Rekursion als Losung alle
Quotienten der hypergeometrischen Terme, falls solche existieren. Falls wir eine
inhomogene Rekursion erhalten, schreiben wir diese in eine homogene um. Der
Grad der Ordnung erhoht sich dabei um 1.

Die durch den Petkovsek-Algorithmus erhaltenen hypergeometrischen Ter-
me konnen wir dann als Linearkombination ausdriicken. Dadurch kénnen wir
auch eine geschlossene Form fiir die bestimmte Summation finden.

Zum Abschluss haben wir noch alle Algorithmen zusammengefasst. Mit
Hilfe dieses Algorithmus kann jede Summe, die einen Summanden hat, der
aus einer Linearkombination von hypergeometrischen Termen besteht, in ei-
ne Linearkombination von hypergeometrischen Termen und nicht vereinfachten
Stammfunktionen gebracht werden. Eine geschlossene Form erhalten wir, wenn
die Linearkombination nur aus hypergeometrischen Termen besteht.

Im Verlaufe der Arbeit haben wir gesehen, dass die Summation von hyper-
geometrischen Termen vollstdndig algorithmisch entschieden werden kann. Wir
haben alle Algorithmen vorgestellt, um mit Hilfe von mechanischen Prozeduren
systematisch eine Antwort zu erhalten.

Wir werden nun noch einige Schwéchen der Algorithmen aufdecken und
Verbesserungsvorschlidge angeben.

Zuerst betrachten wir die bestimmte Summation. Mit Hilfe des Zeilberger-
Algorithmus kénnen wir eine holonome Rekursionsgleichung fiir eine Summe
sp finden. Bei der Implementierung dieses Algorithmus haben wir intern eine
Schranke fiir die Ordnung J eingebaut. Die Ordnung ist auf 5 gesetzt, das heifit,
der Algorithmus wird 5 mal durchlaufen und wenn er dann nicht erfolgreich ist,
bricht er ab und gibt aus, dass die Ordnung nicht grof3 genug ist. Der Nutzer
kann sie aber durch Eingabe eines vierten Parameters in den Befehl zeilberger
manuell verédndern und neu setzen.
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Wir haben in Abschnitt 3.2.1 uns mit der Frage beschéftigt, ob der Zeilberger-
Algorithmus terminiert ([WZ92] und [GKP89]) und gesehen, dass fiir ,,zuléssi-
ge* hypergeometrische Terme F'(n, k) eine Schranke J a priori bestimmt werden
kann. Wenn diese Prozedur in den Zeilberger-Algorithmus eingebaut wird, kann
er vollstédndig algorithmisch operieren und bei einer Eingabe eines Summanden
und der zugehorigen Variablen findet er eine Rekursion fiir die Summe, falls
eine solche existiert.

Aber bei der Berechnung von Rekursionen J > 5, werden die Ausdriicke
so komplex, dass eine effiziente algorithmische Bestimmung nicht mehr moglich
ist. Die Berechnung wird sehr zeitaufwendig und die resultierenden Rekursionen
sehr komplex.

Wenn wir eine homogene Rekursion mit Hilfe des Zeilberger-Algorithmus
erhalten haben, wenden wir den Petkovsek-Algorithmus auf diese an und er-
halten alle hypergeometrischen Losungen fiir diese Rekursionsgleichung. Die-
ser Algorithmus ist sehr langsam, weil der Algorithmus zur Bestimmung der
Polynomlosung exponentiell (beziiglich des Grades der Eingabepolynome) oft
aufrufen werden muss. Dieser Algorithmus gibt die richtigen Ergebnisse aus,
aber es gibt einen viel effizienteren Algorithmus, der die gleiche Fragestellung
behandelt. Der Algorithmus ist von van Hoeij und ist in [CvHO6] zu finden.
Er bestimmt auch alle hypergeometrischen Losungen einer homogenen Re-
kursionsgleichung. Falls wir eine inhomogene Rekursion durch den Zeilberger-
Algorithmus erhalten, miissen wir diese immer erst noch in eine homogene
umformen. Aber der van Hoeij-Algorithmus ist viel effizienter im Losen von
Rekursionsgleichungen.

In den drei groflien Algorithmen von Gosper, Zeilberger und Petkovsek lauft
es am Ende immer auf das Losen eines linearen Gleichungssystems hinaus.
In den implementierten Algorithmen werden immer die eingebauten solve-
Prozeduren verwendet. Diese sind aber in unserem Fall nicht sehr effizient. Denn
wir wissen, dass wir ein lineares Gleichungssystem l6sen miissen und dafiir gibt
es effizientere Moglichkeiten, die nur dazu da sind, um lineare Gleichungssys-
teme zu l6sen. Indem wir unser Wissen ausnutzen, dass es sich um ein lineares
System handelt und eine Prozedur einbauen, die speziell lineare Gleichungssys-
teme 16st, konnen die Algorithmen beschleunigt werden und dadurch werden
sie effizienter.

Der implementierte Zeilberger-Algorithmus ist fiir den inhomogenen Fall
sehr langsam. Das liegt einerseits daran, dass die Grenzwertberechnung, die
durchgefiihrt werden muss, sehr lange dauert. Der andere Grund ist, dass ich
die Terme mit Hilfe des simpcomb Befehls in Gammafunktion umschreibe und
diese Terme haben nicht die ,einfachste“ Darstellung beziiglich der Gamma-
funktionen, daher muss ich auf diese den Befehl simplify anwenden. Dieser ist
einer der zeitaufwendigsten Verinfachungsbefehle. Aber eine vollstdndige Ver-
einfachung ist durch andere Befehle nicht gewéhrleistet. Das Problem ist, wenn
die Gammafunktionen nicht in der ,,einfachsten“ Form vorliegen, findet der Be-
fehl 1imit nicht den richtigen Grenzwert. Daher kann der Algorithmus durch
eine verbesserte Vereinfachungsprozedur beschleunigt werden.

Zur Vereinfachung ist noch anzumerken: Einige meiner implementierten Be-
fehle geben Pochhammersymbole aus, diese sind nicht bis zum letzten verein-
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facht (beispielsweise: (1), = n!) und kénnten daher noch mit einigen Sonderre-
geln vereinfacht werden.

In den implementierten Prozeduren arbeiten wir mit vielen Polynomen. Wir
konnen die Algorithmen beschleunigen, indem wir alle polynomiellen Ausdriicke
mit poly(£) in Polynome des Kern-Domains DOM_POLY umwandeln.

Zum Abschluss ist noch zu erwihnen, dass die von mir implementierten
Befehle grofitenteils mit Hilfe der Entwicklerversion MuPAD Pro 4.5 entwickelt
worden sind. Daher ist es moglich, dass einige Befehle in MuPAD Pro 4.0 nicht
fehlerfrei laufen. Ein Beispiel hierfiir sind die Pochhammersymbole, die erst ab
Version 4.5 unterstiitzt werden.
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