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Kapitel 1: Einleitung

1 Einleitung

In der reellen und komplexen Analysis sind Potenzreihen wichtigste Objekte. Sie werden meist
als spezielle Funktionenreihen eingefiihrt. Dabei ist eine Funktionenreihe eine Folge von Partial-
summen

n
5.(2) = Y fil(2)
k=0
im allgemeinen komplexwertiger Funktionen f(z). Im Fall f,(z) = a;(z - zO)K fiir alle k € IN,
wird von einer Potenzreihe gesprochen, a; € C heilen Koeffizienten und z, Entwicklungspunkt

der Potenzreihe

k
F(z) = Y az-z) -
k=0
Mit Potenzreihen lassen sich u. a. die elementar-transzendenten Funktionen und ihre Eigenschaf-

ten in einfacher Weise darstellen bzw. nachweisen. Vor allem in der komplexen Analysis zeigen
die Potenzreihen ihren hohen Nutzen (z. B. beim Nachweis der Eulerschen Gleichung

e'* = cos(z) +isin(z) ) [W90, S. 178]. Die Entwicklung einer komplexwertigen Funktion f(z)
in die geschlossene Form einer Potenzreihe gewinnt damit eine gro3e Bedeutung. Zugleich ent-
steht ein Interesse an Methoden zur Entwicklung der zahlreichen Funktionen, und insbesondere
stellt sich die Frage, ob diese Entwicklungen algorithmisiert werden konnen, d. h. ob es universel-
le Verfahren dafiir gibt. Mit dem Aufkommen der an der Mathematik orientierten symbolischen
Programmiersprachen, sog. Computer Algebra Systeme, finden die Antworten auf die letzte Fra-
ge eine zusitzliche und wertvolle Anwendung.

Die vorliegende Arbeit untersucht verschiedene Methoden zur algorithmisierten Entwicklung

komplexwertiger Funktionen in eine formale Potenzreihe 2 aka bzw. - in einer leichten
k=0

Verallgemeinerung - in eine formale Laurentreihe. Ein Merkmal einer “formalen” Reihe ist ein

beliebig zugrunde gelegter Korper K, mit a, € K und X als Platzhalter. Die Frage nach dem

Konvergenzradius der Reihe ist deshalb zunédchst von geringerer Bedeutung [GKPS8S, S. 206 u.
317]. Die vorliegende Methodenuntersuchung beschridnkt sich aber auf den Korper der
komplexen Zahlen K = C. Die Einbeziehung von formalen Laurentreihen neben den formalen
Potenzreihen entspricht dabei nicht nur einer in der Funktionentheorie tiblichen
Betrachtungsweise [DR72, S.87], sondern ermdglicht von Anfang an eine einheitliche
Methodenanalyse. Den Schwerpunkt dieser Arbeit bildet die Transformation:

k .
f(z) > 2 az , mit ky € Zund q,, z € C.
k =k,
Die Beschiftigung mit Methoden zur algorithmisierten Entwicklung von Funktionen in eine Rei-

henentwicklung bezog sich in der Vergangenheit vor allem auf die Fehleranalyse bei der Ver-
kntipfung von “abbrechenden”, nur aus endlich vielen Gliedern bestehenden “Potenzreihen”
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ky

2 a kzk (truncated power series) [DST88, S. 88 - 93]. Unter Beriicksichtigung der fortgeschrit-
k =k
tenen Moglichkeiten symbolischer Programmierung geben diese Arbeiten einen Anstof3 zu einer
Erarbeitung von Algorithmen zur Erstellung von geschlossenen Reihendarstellungen, auf deren
Grundlage auch Verkniipfungen zwischen formalen Reihen erfolgen kénnen.

Neben dem erst vor kurzem erschienenen Artikel [K92], an dessen Grundlage sich die vorliegen-
de Arbeit orientiert, gibt es nur wenige in dhnlicher Weise ausgerichtete Veroffentlichungen: Ein
Beispiel ist die sog. “Norman-Methode” [N75], die wie in [K92] von einer gewohnlichen Diffe-
rentialgleichung der zu entwickelnden Funktion ausgeht und diese zur Gewinnung der Koeffizi-
enten einer formalen Potenzreihe benutzt. Norman beschiftigt sich allerdings nicht mit einem
vollstdndigen Entwicklungsalgorithmus, da die benotigte Differentialgleichung als bereits be-
kannt vorausgesetzt wird und wiederum nur endlich viele Koeffizienten der formalen Potenzreihe
bestimmt werden. Interessant ist Norman’s Methode aber, weil formale Potenzreihen durch Diffe-
rentialgleichungen definiert werden und diese auch die Grundlage fiir das Rechnen mit formalen

Potenzreihen bilden. Dabei werden auch Funktionen mehrerer Variablen (z. B. f(y, z) = y°) und

nichtlineare Differentialgleichungen (z. B. Emdens Differentialgleichung y" + 2 - }é +y' =0)

nicht ausgenommen [N75, S. 352 u. 355], fiir die eine Losung in Form einer geschlossenen for-
malen Potenzreihe {iberhaupt nicht vorliegt [Ka77, S. 560 u. 561].

Formale Laurentreihen nehmen zwar als Losung von Differentialgleichungen stets eine ausge-
zeichnete Position ein, ihre Rolle bezieht sich dann jedoch in der Regel nur auf Losungsformeln

(=S

mit 7 linear unabhingigen Termen der Form y; = 2 aljxj, 0<Il<n-1, deren Koeffizienten
J=1lJo
a; € C aber in rekursiven Verfahren einzeln bestimmt werden miissen [Si90, S. 59 - 62].

Abgesehen von der Benutzung einzelner bekannter Reihenentwicklungen (z. B. der Binominalrei-
he) oder der Taylor- bzw. Laurent-Entwicklung, sind kaum konstruktive Methoden bekannt, die
eine Funktion mit geschlossenen Formen von unendlichen Reihen in direkten Bezug setzen. Fi-

nen Konstruktionsalgorithmus zwischen einer aus endlich vielen Summanden bestehenden Parti-
n

alsumme s,(z) = z akzk und einer geschlossenen Form fiir s,(z) gibt es mit dem sog.

k=0
Gosper-Algorithmus [G78; GKP88, S. 224 - 226]. Gosper setzt dabei einen sog. “hypergeometri-

schen Term” fiir die Koeffizienten a; voraus, d. h. a;, muB} zuriickgefiihrt werden auf die spezifi-
sche Form:

_ (pl)k(pm)k
@) (@) K
wobei (x), = x(x+1)...(x+k—1) das Pochhammersymbol ist. Ziel des Gosper-Algorith-

ay

mus ist, zu gegebenen Werten py, ..., p,., 4y, .-, q,,, iiber den Ansatz

a,? = T(k+1)-T(k)
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die Parameterc, P, ..., Py, O, ..., Qy, Z eines hypergeometrischen Terms

(P e (Py), - Z°

k) = c-
TR = oy, o, #

zu bestimmen, so daf}

Y 4 = T(n+1)-T(0).
k=0

Dies gelingt durch die Konstruktion einer rationalen Beziehung zwischen akzk und T'(k), die

insbesondere auf der Rekursionsgleichung der a, aufbaut, schlieBlich gilt a, ., = R(k)a, , mit
n
R(k) rational. Der Gosper-Algorithmus entscheidet nun dariiber, ob 2 akzk mit einem ge-
k=0
schlossenen hypergeometrischen Term bestimmt werden kann. Damit betont Gosper bereits die -
in dieser Methodenanalyse besonders beriicksichtigte - Klasse der hypergeometrischen Funktio-
nen.

Die Rekursionsgleichung der Koeffizienten a, ist fiir die Partialsumme s,(z) und die formale

Potenzreihe 2 a kzk von zentraler Bedeutung. Thre Uberfiihrung in eine geschlossene Formel der
k=0

a,, ist ein Hauptproblem der algorithmisierten Entwicklung einer Funktion in eine formale Reihe.

Diese zentrale Aufgabe findet sich wieder in der Theorie der erzeugenden Funktionen (generating
functions), die auch von einer Rekursionsgleichung der a; ausgeht und nach der Funktion fragt,

die eine Potenzreihenentwicklung mit genau den Koeffizienten a, erzeugt. Allerdings wird dabei

in der Regel die Potenzreihendarstellung nicht direkt, sondern auch wiederum tiber eine geschlos-
sene komplexwertige erzeugende Funktion gewonnen [Wi90, S. 8]. Die hier untersuchten Metho-
den zur Entwicklung komplexwertiger Funktionen in eine formale Laurentreihe liefern in diesem
Sinne eher einen Beitrag zur Theorie der erzeugenden Funktionen. Andererseits geben deren Er-
gebnisse auch einen Einblick und damit Anregungen fiir den Zusammenhang zwischen erzeugen-
den Funktionen und den entsprechenden Potenzreihenkoeffizienten. Die dabei aufgestellten
Regeln werden meist in drei Gruppen zusammengefalit. Z. B. gilt fiir “gewohnliche” erzeugende
Funktionen (formal ordinary power series generating functions: ogf) [Wi90, S. 32]:

- k ogf - d ogf oo
@)= Yad|erotyy = Az Lfe @),
k=0
fiir beliebiges Polynom P.

Fiir entsprechende Regeln zu “exponentialen” erzeugenden Funktionen (formal exponential gene-
rating functions: egf) wird ein spezieller Ansatz eingefiihrt [Wi90, S. 36]:

o U k cgf o

f(z) = K e folal, -
k=0

Ein hiufig genannter dritter Ansatz mit sog. Dirichlet-Reihen ist fiir die Entwicklung in formale
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Laurentreihen nicht zu beriicksichtigen, denn es gilt dabei [Wi90, S. 52]:

- a Dir -
f@=3 =|efelqgl) .
k=1

Mit der Kenntnis und dem Verstehen eines Algorithmus folgen einerseits wiederholte Anwendun-
gen mit verschiedensten Beispielen und andererseits wird der Algorithmus selbst - im Sinne eines
mathematischen Satzes - zur Grundlage weiterer mathematischer Uberlegungen. Die symbolische
Programmierung von Algorithmen mit einem Computer Algebra System bildet dafiir ein experi-
mentelles Arbeitswerkzeug und entlastet zugleich von zeitintensiven Routinearbeiten. Algorith-
misierte Methoden gewinnen damit neben ihrer mathematischen Aussage mit der Verbreitung
von Computer Algebra Systemen einen zusitzlichen Stellenwert fiir die Mathematik in Forschung
und Lehre. Nicht zuletzt werden manche Algorithmen, wie z. B. der Gosper-Algorithmus [G78,
S. 42], tiberhaupt erst mit Hilfe von Computer Algebra Systemen gefunden.

Beispiele fiir die Beriicksichtigung von Computer Algebra Systemen sind sehr zahlreich und fin-
den sich insbesondere in Fachzeitschriften oder Diplomarbeiten [z. B. Si90, T89]. In zunehmen-
den MaB3e gilt dies auch fiir den Mathematikunterricht an Universititen und Schulen: Der
Unterrichtsstoff wird ergidnzt durch “Experimente” mit einem Computer Algebra System und zu-
gleich entlastet z. B. von routineméfigem Rechnen oder Zeichnen von Funktionen [z. B. GM90,
BGK92, S92]. Ein Zeichen fiir den Erfolg erster Unterrichtsexperimente kann darin gesehen wer-
den, daf} z. B. das osterreichische Unterrichtsministerium im vergangenen Jahr ein Computer Al-
gebra System als Standardwerkzeug fiir den Mathematikunterricht an allen Gymnasien
angeschafft hat [Ku91, S. 21].

Die vorliegende Methodenuntersuchung befaflt sich zundchst im Rahmen einer Bedingungs-
analyse (Kapitel 2) insbesondere mit der Frage nach den Funktionen, die sich fiir eine
algorithmisierte Entwicklung in eine formale Reihe eignen. Es folgen dann die im Mittelpunkt
stehenden verschiedenen Methoden mit ihren Algorithmen fiir die Entwicklung in eine formale
Laurentreihe (Kapitel 3). In diesem Zusammenhang bilden die mathematischen Beweise der
Algorithmen stets einen Schwerpunkt. In Kapitel 4 wird einerseits die Anwendbarkeit der
vorgestellten Methoden durch einzelne Ansitze erweitert, als auch ihr Nutzen an einzelnen
Beispielen diskutiert. Die Fragestellungen, die sich aus einer Verkniipfung der verschiedenen
Ansitze zu einem einheitlichen Algorithmus ergeben, sind das Thema in Kapitel 5. Dabei wird in
einem Exkurs auch auf die Fihigkeiten heute weit verbreiteter Computer Algebra Systeme zur
Entwicklung von Funktionen in formale Reihen eingegangen. AbschlieBend werden die Fragen
nach der Umkehrbarkeit der Methoden, d. h. der Transformation einer formalen Laurentreihe in
eine - diese Reihe erzeugende - Funktion (F — f(z)), und dem Konvergenzradius der formalen
Reihen behandelt (Kapitel 6) sowie eine SchluBbetrachtung (Kapitel 7) gegeben. Anhang A
enthilt eine Liste von Funktionen, auf die der Algorithmus aus Kapitel 5 angewandt wurde.
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2 Bedingungsanalyse fiir eine algorithmisierte Entwicklung

2.1 Formale Laurentreihen

Fiir eine algorithmisierte Betrachtung lassen sich Potenzreihen abstrakt als formale Potenzreihen
definieren. Eine “formale Potenzreihe” ist dabei eine unendliche Folge von Elementen a,; eines
Korpers K (in der Regel K =C) [H74, S. 8]: {a, a;, a,, ...} . Meist wird die formale Potenzreihe
mit groBen Buchstaben bezeichnet und folgendermallen geschrieben:

(2.1-1) F:= 2 akzk = a0+a1z+a2z2+
k=0
Eine Verallgemeinerung des Begriffs der formalen Potenzreihe fiihrt zur sog. “formalen
Laurentreihe”, die sich durch einen beliebigen Anfangsindex k, € Z von den formalen
Potenzreihen unterscheidet [H74, S. 52]:

212  F=Y af mit a #0.
k =k,
Hier dient z als Platzhalter, und durch Substitution z — (z—z,) entstehen formale Laurentreihen
mit dem Entwicklungspunkt z,.

oo

L 113 . ’9 k . . .
Im Gegensatz zur Definition der “Laurentreihe 2 a,z , besitzt die formale Laurentreihe
k = —oco
hochstens endlich viele nicht-verschwindende Summanden a; mit k£ < 0.

O. B. d. A. seien zwei beliebige formale Laurentreihen mit gleichem Anfangsindex k, gegeben:

F:= 2 akzk, G:= 2 bkzk e L.
k =k, k =k,
Mit den Operationen (2.1-3) - (2.1-5) bilden die formalen Laurentreihen einen Integrititsbereich
L mit dem Einselement/ = 1 +0-z+0- zz + ... bzw. einen C-Vektorraum [DR72, S. 87 - 91].

213)  F+G=Y (q+by7",
k =k

(2.14) F-G:=Y ¢z", Cauchy-Produktmitci= 3 a;by, j, 12 ko und k; > 2k,
k =k jtl=k

2.1-5 ¢ F=Y ¢ a7 mitce C.
k = ko

Insbesondere gelten deshalb mit H € L folgende Eigenschaften der Multiplikation im Ring:
(2.1-6) F-G=G-F,
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217 F-(G+H)=F-G+F-H,
(218) F-(G-H)= (F-G)-H.

Dartiberhinaus ergibt sich:

-k,
(2.1-9) %;:z 01% existiert, falls @, #0 [H74, S. 53],
k k = k—k k -
WObCiF=ZO'P= 0' Zakz O—ZO'Ekak,d.h.pk=ak0+k.
k =k, k=0
5= Y, ;2" ergibt sich mit der Wronski-Formel [H74, S. 17];
k=0
(_l)k PoP1 -+ Pik-1
G 0 o e Pros furk = 1,2, ...,
Po
0 0 .. py P

oo

21-10)  Fi= Y ka2 Y (k4 Dag, 2

k = kq k=ko—1
- Ar  k+1 = ar_1 k
@11 [Fdz=a_ @)+ Y, 72 0 = agh@+ Y =7
k = ko k = k0+l
k#-1 k#-1

2.2 Meromorphe Funktionen

Die algorithmisierte Entwicklung von Funktionen in ihre formalen Laurentreihen stellt die Frage
nach den Bedingungen an die zu entwickelnden Funktionen. Eine erste Antwort gibt der Taylor-
sche Entwicklungssatz [BS76, S. 131]:

“Ist die Funktion f(z) im endlichen Punkt z, holomorph, so 1Bt sie sich in

eine Potenzreihe um z, entwickeln.”

oo

Wird f(z) in der Umgebung von z, durch 2 a,(z-zy)" dargestellt, sind auch alle Koeffizien-
ten eindeutig bestimmt [BS76, S. 133] durch
4y = 23/

Eine Reihenentwicklung um z;, ist aber auch dann noch moglich, falls die Funktion f(z) eine
schlichte isolierte Singularitit in z, besitzt, es also eine Umgebung von z, gibt, in der f(z) liber-
all auBer in z, definiert und holomorph ist [BS76, S. 191]. Diese verallgemeinerte Taylor-Ent-
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wicklung fiihrt zur Laurent-Entwicklung [BS76, S. 193]:
Ist fholomorph in G\{z,} , G C C Gebiet, z, € G, r, Cauchy-Radius von z, so gilt:

[e) (o)

V(z € K(ry.zo)\{zp}): f(@) = Y aplz-zp)*+ Y =

%
k=0 k=1(2-29)

Die erste Summe in dieser Darstellung heit Nebenteil, die zweite Summe Hauptteil der Laurent-
Entwicklung. Enthélt der Hauptteil einer Laurent-Entwicklung gerade unendlich viele von Null
verschiedene Glieder, so liegt eine wesentliche Singularitit vor [BS76, S. 199], die fiir f(z) keine
Darstellung durch eine formale Laurentreihe gestattet.

p
a_g

Besitzt der Hauptteil der Laurent-Entwicklung jedoch nur endlich viele Glieder

k=1 (Z'Zo)k
a_,# 0, so heilt z, auerwesentliche Singularitit oder Pol der Funktion f(z), und p ist die Ord-
nung der Polstelle [BS76, S. 198]. Funktionen, die in ihrem Definitionsbereich D aufler in einer
(von fabhingigen) diskreten Teilmenge P(f) C D holomorph sind und in jedem Punkt von P(f)
einen Pol haben, werden meromorph genannt. Beispiele meromorpher Funktionen sind alle ratio-
nalen Funktionen f # 0 [BS76, S. 201], also:

m
ag+a;z+...+a,z

f(z) = , mit b, #0, m, n € IN,.

In die Menge der in eine formale Laurentreihe zu entwickelnden Funktionen konnen deshalb alle
rationalen Funktionen aufgenommen werden.

Daneben sollen moglichst viele elementar-transzendente Funktionen Beriicksichtigung finden.
Diese lassen sich in Abhédngigkeit ihrer Koeffizientendarstellung in zwei Kategorien einteilen. Zu-
nidchst notieren wir die Funktionen mit direkter Koeffizientenformel:

Il
8
TN
Nk
N
»

(2.2-1) (I+z)~

mit (0‘ = 1 Malls k=0 o e Rke N,

a(oe—1)...(o—k+1) ,falls k>0

a1 k
(2.2-2) exp(z) = Z ac e
k=0

o0 (_1)k+1 f
223) In(l+z) = Y ——z ,

k=1
. _ - (—l)k 2k +1
2.2-4)  sin(z) = ) i
k=0 '
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(=) 2k
(2.2-5)  cos(z) = Y e
(2.2:6)  sinh(z) = 2 (2k+ Nk 2

227)  cosh(z) = ¥ (22)@2]‘ ,
k=0 '

] ) 1-3-5-...-(2k-1) 2k+1
(2.2-8) arcsin(z) = z+k2 (2k)' Z

o k
(229)  arctan(z) = 3 2(;)151‘”,

(2.2-10)  arcsinh(z) = z + 2( 1)“1-3.5. (k=) 241
k=1 kK2k+1)

2k+1

(2.2-11)  arctanh(z) = TASE
k=0

Demgegeniiber gibt es elementar-transzendente Funktionen, deren Koeffizienten sich nur rekursiv

darstellen lassen. Dazu zihlen:

oo k-1 ,k, k
e CD A DBy g
22-12)  tan(z) = Y G0 z :

k=1

oo k-1 k
1) 4hp
22:13)  cot(z) = ¥ ()(2—k)!2"z2"‘1 ,

k=0

o ok, k
4° (4" -1)By; o

2 2K o

(2.2-14) tanh (z)

k=1
2k 2k-1
(2.2-15)  coth(z) = 2 (2k ,
wobei By, dle rekursw definierten Bernoullizahlen sind:
1 , falls n=0
B — n-—
n: 1 n+1
(—m) ( k )Bk , falls n>0

10
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Es ist offensichtlich, daf} eine algorithmisierte Entwicklung der Rekursionsgleichungen fiir die
Koeffizienten in den Fillen (2.2-12) bis (2.2-15) eine andere Aufgabenkategorie darstellt als bei
den Funktionen (2.2-1) bis (2.2-11). Die Betrachtung der Funktionen der ersten Kategorie ist ele-
mentarer und soll deshalb im Vordergrund stehen.

Andererseits eignen sich viele spezielle Funktionen geradezu fiir eine algorithmisierte Entwick-
lung in ihre formale Laurentreihe. Es sind die Funktionen vom hypergeometrischen Typ (siehe
Kapitel 2.4), denen auch die o. g. elementaren Funktionen der 1. Gruppe zugeordnet werden kon-
nen und die sich auf direktem Weg mit hypergeometrischen Reihen in Verbindung bringen und
damit in ihre formalen Laurentreihen entwickeln lassen.

2.3 Hypergeometrische Funktionen
Eine “hypergeometrische Reihe” ist definiert durch [H74, S. 27]:
« , k. (ay);---(ap),
F:ZAkzmuAk: .
bt (by)g---(b,) k!

Die dabei verwendeten Pochhammersymbole (a), sind fiir k € IN,, definiert als:

1 , falls k=0
(a)k:=

a(a+1)..(a+k—1) ,falls k>0

Pochhammersymbole lassen sich auch direkt in Binomialkoeffizienten umwandeln:

(@ (a+k-D)([a+k—1]-1)...(la+k—1]1-(k—=1)) _ (a+k—-1
ke Kl -()

Fiir die Koeffizienten A;, der hypergeometrischen Reihe 148t sich sofort eine Rekursionsbeziehung
aufstellen:

LEMMA 2.3-1:

Die Koeffizienten A, einer unendlichen Reihe F geniigen genau dann der Rekursionsgleichung
A, = R(k)A, mit R(k) rational, falls F eine hypergeometrische Reihe ist.

BEWEIS von Lemma 2.3-1:

(al)k+1"’(ap)k+l
(bl)k+ 1"'(bq)k+1(k+ !

Wegen (n),,; = n(n+1)...(n+k-1)(n+k) = (n)(n+k) ist

Firke INgsei A, | =

(al)k...(ap)k(a1 +k)...(ap+k) 1

(01)-(b) (by + K)o (b, + k) (k+ 1)!
(a;+k)...(a,+k) A

(by+k)...(b,+k)(k+1)

23-1) A, =

¢ »wobeio.B.d. A A, = 1.

Die Existenz der angegebenen Rekursionsgleichung fiir hypergeometrische Reihen ist damit of-

11
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fensichtlich. Andererseits 148t sich jede rationale Funktion R(k) im Korper der komplexen Zah-
len nach Berechnung ihrer Nullstellen in der Form

(ay +k)...(a,+k)
(b, + k)...(bq +k)(k+1)
darstellen, und daraus folgt dann eine der hypergeometrischen Reihe entsprechende Koeffizien-
tendarstellung. (4

R(k) =

Die durch eine hypergeometrische Reihe F dargestellte “hypergeometrische” Funktion f wird ge-
schrieben als:

N\

a a
f(z) = ,,Fq( : P
by .. b,

Z.

/

Eine hypergeometrische Reihe F zeichnet sich dadurch aus, daf} sie einer homogenen linearen
Differentialgleichung mit polynomialen Koeffizienten geniigt. Im folgenden wird eine solche
Gleichung auch “einfache Differentialgleichung” genannt.

Fir Q:=max{p, q}+1 gibtes €€ C j,n=0,..,0,soda

00 0
(2.3-2) 2( cjnszf(n) = Y (copteppzt o tegz)f™ =0,
n=0\j=0 n=0

Diese Behauptung geht auf den folgenden Satz [H74, S. 30] zuriick:
SATZ 2.3-2:

)

@)@y,
T By k"

Sei F:= 2 B, hypergeometrische Reihe mit B,
k=0

. . d
D It mit 0:=z—:
ann gilt mi Zdz

a) Fist Losung der Differentialgleichung:
(2.3-3) 00+b,-1)...(0+b,-1)Y = z2(0+4a,)...(0+a,)Y .

b) Jede formale Potenzreihe, die Losung dieser Differentialgleichung ist, kann durch ¢ - F', c € C,
dargestellt werden.

BEWEIS von Satz 2.3-2:
O.B.d. A.sei B, = 1.

Wegen (6+a)zk = Z(d%zk)+azk = z(kzk_l)+azk = (k+a)zk gilt

(234)  0(0+b,—1)...(0+b,~ 1)B,

= k(k+[b, - 11)...(k+[b,~ 1B,
(ay),---(a,),
(bp)p (b kI

= k(b +k—1)...(b,+k~1)

12
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(al)k...(ap)k «
by, _-(by),_ (k-1
z(a; + k- 1)...(ap+k— B, _,
2(lk=11+ap)...(k—=11+a,)B;_,
2(0+ay)...(0+a,)B;_,

zu a) 6(6+b1—1)...(9+bq—1)BO = 0 ,da B, = 1 und wegen (2.3-4) ist
VkeIN: 6(6+b,-1)...(0+b,-1)B = z(0+a,)...(0 +a,)B, | ,
so daB} (2.3-3) fiir Y = F durch Koeffizientenvergleich folgt.

oo

zu b) Sei P:= 2 ckzk eine Losung von (2.3-3).

k=0
Beweis durch vollstindige Induktion:

Fiir k = 0 gilto. B.d. A. ¢, = 1 (Induktionsanfang), sonst wihle c::Cl .
0

(a)),--(a,),
(D) (D) k!

Der (k + 1) -te Koeffizient von z(0+a;)...(0 + a,)P ist wegen (2.3-4):
(a, +k)...(ap+k)ck .

Der (k+1)-te Koeffizient von 06(0+b;—-1)...(0 + bq —1)P ist
(k+1)(k+0by)...(k+b,)c,q -

Damit ergibt sich:

Sei ¢, = wahr fiir k = k, (Induktionsannahme).

(a;+k)...(a,+k)
by + K)o (b, + k) (k+ D)
(@) q--(@p)
OBy, (k+1)! ’
(InduktionsschluB), also genau die Koeffizienten der hypergeometrischen Reihe. [

Mit dem Beweis von Satz 2.3-2 ist offensichtlich, daB in der Differentialgleichung (2.3-3) der hy-
pergeometrischen Reihe links hochstens die (g + 1) -te Ableitung von f erscheint bzw. rechts die

Cry1 =

p-te Ableitung von f. Der polynomiale Koeffizient von Y ™) besitzt hochstens den Grad
Q = max{p,q}+1.Somit gilt (2.3-2).

2.4 Funktionen vom hypergeometrischen Typ

Satz 2.3-2 setzt hypergeometrische Reihen in Beziehung zu den Losungen der Differentialglei-
chung (2.3-3) und zu (2.3-2). In einer Verallgemeinerung der hypergeometrischen Reihe konnen
Funktionen vom hypergeometrischen Typ betrachtet werden [K92, S. 5]. Dabei wird eine Funkti-
on f als “Funktion vom hypergeometrischen Typ” bezeichnet, falls die zugehorige formale Lau-
rentreihe Koeffizienten a; besitzt mit

13
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(2.4-1) a, ., = R(k)a,, fiir k 2 k;,, und a = a,
wobei a € C\{0}, R rationale Funktion ist und m € IN Symmetriezahl heif3t.
Insbesondere heifit f(z) “m-fach symmetrisch”, falls (2.4-1) gilt mit

A1 = o = Aoy = 0.
Z. B. sind die Funktionen (2.2-4) - (2.2-11) zweifach symmetrisch.

Der hypergeometrische Typ einer Funktion, der fiir die Entwicklung in Potenzreihen von zentraler
Bedeutung ist, bleibt auch bei einfachen Transformationen erhalten:

LEMMA 2.4-1:

o)

1) Sei f(z) = Z a kzk eine Funktion vom hypergeometrischen Typ, dann gilt dies auch fiir:

k =k,
a) zf (), b) J@ ;

¢) f(cz), mitc e C, d) £(z"), mitn € IN,
o) L) +2f(—Z), f L&) _2f(_Z)’

2 f'(), h) [f(2)dz, falls ko> 0.

2) Sei m Symmetriezahl von f(z), dann ist auch jedes Vielfache eine Symmetriezahl von f(z).

BEWEIS von Lemma 2.4-1:

[}

zu la) Sei g(z) = zf(z) = ), ak_lzk.
k=ky+ 1

Fiir die Koeffizienten von g(z) = Z bkzk gilt wegen b, = a; _, auch:
k=ky+1
byim = Ap_1ysm = R(k=1)a; | = R(k=1)b; .
Mit R(k) istauch R(k—1) rational.

(o)

k
zulb) g(z) = ]@ = Z ap 12 -
k=ky—1
Analog zu Teil 1a: b, ., = a3, ,,, = R(k+1)a,,, = R(k+1)b,

le) g(z) = flez) = 3 (a, )", also:
k = k,
brsm = ak+mck+m = R(k)akckcm = R(k)cm~bk )

wobei R(k)c" rational bleibt.

14
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zuld) g(z) = f(Z") = 2 akzkn = 2 bkzk,
k = kg k = ko

damit folgt b, , ., = R(’]—z)bk mit der Symmetriezahl n - m.

zu le) g,(z) = ]w = 2 bkzk ist der gerade Anteil von f(z),
k = k,
d.h.by,, =0undb,, = a, firke Z.

Fiir b, mit k gerade gilt also
bk+2m: Ae+2m = a(k+m)+m
= R(k+m)a; ., = R(k+m)R(m)a, = R(k+m)R(m)b, .
Wegen b, ,,, = R(k+m)R(m)b, = 0 fiir k ungerade gilt insgesamt:
by .oy = Ri(k)b, mit R, (k) = R(k+m)R(m) rational
und g,(z) hat die Symmetriezahl 2 - m.

zu 1f) Analog zu Teil le ergibt sich fiir den ungeraden Anteil von f(z), g,(z) =

[(2) - f(=2)
3 :

ebenfalls R:(k) = R(k+m)R(m) und die Symmetriezahl 2 - m.

. . k
wlg) g(z) = fi(z) = Y (k+Dag, 2 .
k=ky—1
sodaB by, , = (k+1+m)a;, .,

b
= (k+1+mR(k+1Dag, ;= (k+ L+mR(k+1)—

und WR(IC+ 1) rational bleibt.

oo

alh) g(z) = [f(2)dz = Y, L1k (siche (2.1-8)) und

k
k=ky+1
k+m k+m k+m k+m ’
mit M rational.
k+m

zu2) Mit a; ., = R(k)a, folgt:

e s jm = A+ (j-Dm+m
R(k+ (j=Dm)ag, ;_1ym =
R(k+(j—1)ym)-R(k+(j—2)m)-...-R(k+m)-R(k)-a, ,

15
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wobei R(k+ (j—1)m)-...-R(k) rational ist.d

Funktionen vom hypergeometrischen Typ haben wie die hypergeometrische Reihe Differential-
gleichungen der Form (2.3-2):

SATZ 2.4-2:

Jede Funktion f vom hypergeometrischen Typ erfiillt eine einfache Differentialgleichung der
Form (2.3-2).

BEWEIS von Satz 2.4-2:

Sei f dargestellt durch F:= 2 a kzk mit a k7 0.Fir6 = Zdi ergibt sichOF = 2 kakzk sowie
k =k, ¢ k =k
mitne IN: 0"F = 2 knakzk.

k = k,
Fiir ein beliebiges Polynom T gilt also:

[}

242  TOF = ¥ T(ka.
k= kg

P(k)
Q(k)

Die Koeffizienten von F seien gekennzeichnet durch a, ., = R(k)a, = a; ,wobei ke IN

sowie P und Q Polynome sind, also gilt:
(2.4-3) O(k)ay , ,, = P(k)a, .

0.b.d.A. seien P und Q so gewihlt, daf3
O(ky—1) = O(kg—=2) = ... = Q(ky—m) =0,
dafir je {1,...,m} mit Q(k,— j)# 0, die Polynome

Q (k):=Q(k)(k—ky+j) und P (k):=P(k)(k—ky+j)
die Gleichung Q (k)a,, , = P (k)a, erfilllenund Q (k,—j) = O ist.

Jetzt kann fiir F' eine Differentialgleichung aufgestellt werden:

00-mF = Y 0k-ma., mit (2.4-2)
k =k,
- k
= Y QUk-magz , da Q(ky—1) = ... = Q(kg—m) = 0
k=ky+m
< k+m .
= 2 O(k)ay , ,z , nach Indexverschiebung
k =k,

16
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Y 0K)ay,

k =k,

=" Y P(has", mit (2.4-3)
k=k,

= 7"P(O)F, mit (2.4-2).

Es ergibt sich damit eine Differentialgleichung der Form (2.3-2), deren Ordnung maximal
max{Grad(Q) + 1, Grad(P)} betrdgt. 4

Der Beweis von Satz 2.4-2 bringt die Differentialgleichung einer Funktion vom hypergeometri-
schen Typ in Zusammenhang mit der Rekursionsgleichung ihrer Potenzreihenkoeffizienten. Diese
Rekursionsgleichung ist jedoch nur eine Verallgemeinerung der Rekursionsgleichung bei hyper-
geometrischen Reihen.

LEMMA 2.4-3:

Eine Funktion vom hypergeometrischen Typ f 148t sich auch als Summe von m “m-fach symmetri-
schen” Reihen darstellen.

BEWEIS von Lemma 2.4-3:

O.B.d.A.seif(z) = Y a2 und ay,,, = R(k)ay.
k =k,

._ ._

Durch ap = aj, ap =

Ay + j firj =0,....,m—-1

(o)

wird £() durch m Reihen f(;(2) = 3 a;'2""/ dargestellt:

k =k,
oo Vn_l oo
k mk + j
Qa4 Nz =Y Y a2
k = k, j=0k=k,
_ mk mk + 1 mk+ (m—1)
= D 4l D, G2 ot D gy (m-1)% :
k =k, k = k, k =k,

L0 _
Nun gilt: ai’L | = apis 1)+ ) = Qomk+ jy+m
R(mk + j)a = R(mk + j)a\

mk + j

mit R(mk + j) rational, d. h. f;(z) = 7 Z a,((j )™ sind hypergeometrische Reihen, die bei
k =k

7" ausgewertet und deren Koeffizienten um j Stellen verschoben wurden.

17
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Also wird f auf m hypergeometrische Reihen zuriickgefiihrt und f kann in eine Potenzreihe direkt
entwickelt werden. Fiir die Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe macht es damit Sinn,
zu priifen, ob die Funktion vom hypergeometrischen Typ ist. Der Satz 2.4-2 zeigt dabei, da8 diese
Untersuchung durch Einbeziehung von Differentialgleichungen unterstiitzt wird.

Die elementar-transzendenten Funktionen (2.2-1) bis (2.2-11) sind alle vom hypergeometrischen
Typ, wie bereits die folgenden Beziehungen zeigen:

(1+2)" = [Fy(-a|z) ,

exp(2) = oF(2) - In(1+2) = _Z-2F1(1 ! _ZJ’
2
—ZZ —Z2
sin(z) = z-OFl(B/Z | T) : cos(z) = 0F1(1/2 | T) :
2 2
sinh(z) = z-0F1(3/2 | ZZ) , cosh(z) = OF1(1/2 | ZZ) ,
aresin(z) = z-,F 1(1/2 - Z2]’ arctan(z) = z- ,F 1(1/2 : —Zz),
312 312
arcsinh(z) = z- ,F 1£1/2 - _ZZJ . arctanh(z) = z-,F 1(1/2 1 ZZJ'
32 312

Ein Nachweis wird hier exemplarisch fiir sin(z) gegeben.
BEISPIEL 2.4-4:

o |5+ X a()

_ (- 1) 2k +1
a 2(2k+1)'

= sin(z) .

Die vorletzte Gleichung gilt wegen:

B = ez 2h-Gran) = (esfora)- )

18
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also 2"(3) =(Q2+1)d+1)...2k+1) =3-5-...-(2k+1) =
k

2

sowie

k
m =212 =24 20 = TTQ))
j=1
k k

Mit JT@2j+1)- []20) = 2k+1)! folgt:
j=1 j=1

(2’(@)1) 2y = 2k + 1)

19
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Kapitel 3: Methoden

3 Methoden zur algorithmisierten Entwicklung von Funktionen
in formale Laurentreihen

3.1 Uberblick

In Kapitel 2 ist bei Polynomen, rationalen Funktionen und insbesondere Funktionen vom hyper-
geometrischen Typ erkannt worden, daf} sie sich grundsitzlich in ihre Potenzreihen entwickeln
lassen. Die methodischen Schritte dieser Entwicklung sind aber abhingig von der Ausgangsfunk-
tion und teilweise sehr vielfiltig.

Rationale Funktionen erlauben einen direkten Weg der Entwicklung in eine Potenzreihe. Die
einfachsten Fille werden unter Benutzung der geometrischen Reihe bzw. Binominalreihe gelost:

1 ok
(e ILE
k=0

1 _ j+rk—1\F
= 20k o
(1-2)"  x=o0
Der allgemeine Fall einer rationalen Funktion R(z) = % , P und Q Polynome, soll daher auf
Z
diese Grundformen zuriickgefiihrt werden. Dafiir mul R(z) in ein Polynom und einen echt
gebrochen-rationalen Anteil aufgeteilt werden. Polynome werden hier also als Spezialfall einer

r(z)
0(z)’

rationalen Funktion angesehen. Fiir echt gebrochen-rationale Funktionen R(z) = r und

Q Polynome, existiert dabei genau eine Darstellung [W90, S. 171]:
m c c c m q: C..
L P ) F F

1

= +
— 2 q J
Q(2) 1T (2-2) (z—-2z,)" r=1j=1(2-2)
Diese Methode zur Entwicklung rationaler Funktionen in ihre Potenzreihe wird als “rationaler
Ansatz” in Kapitel 3.2 ausgefiihrt.

Liegt keine rationale Funktion vor, wird die Entwicklung in eine formale Laurentreihe
aufwendiger. Eine Losung ist fiir Funktionen vom hypergeometrischen Typ prinzipiell moglich
(vergleiche Lemma 2.4-3). Nach Satz 2.4-2 stellt die Existenz einer einfachen
Differentialgleichung der Form (2.3-2) bereits ein erstes Kriterium fiir die Frage, ob eine Funktion
vom hypergeometrischen Typ ist. Ein Algorithmus zur Konstruktion dieser Differentialgleichung
wird in Kapitel 3.3 vorgestellt. Definitionsgemidfl wird eine Funktion vom hypergeometrischen
Typ an ihrer Reihenkoeffizientenformel a, ., = R(k)a; erkannt und auch erst mit deren Hilfe

in die gesuchte formale Laurentreihe entwickelt. Die Aufstellung der rekursiven
Koeffizientenformel ist direkt moglich durch das Einsetzen von (k+1-j),a; ., _ F fiir zj f ) in
der Differentialgleichung (siehe “hypergeometrischer Ansatz” in Kapitel 3.4).

Nach Erstellung der Rekursionsformel fiir die Reihenkoeffizienten zeigt sich, daf} die zu
entwickelnde Funktion natiirlich nicht immer vom hypergeometrischen Typ ist. Sofern die
gefundene Differentialgleichung von f aber die Form
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N
Y pf" = 0,mitp, € C,
n=20

hat, d. h. konstante Koeffizienten besitzt, kann fiir die Reihenkoeffizienten die Rekursionsglei-

chung
N

Y Ppbpyn = 0, mith, = kla,,

n=20
aufgestellt werden. Eine solche Folge b, by, ... heiit auch “rekurrente Reihe” der Ordnung N
[W90, S. 35]. Bei festem k, N kann ein lineares Gleichungssystem aufgestellt werden, mit dessen
Hilfe alle b; und damit auch alle a; mit kK € IN, durch die p, und die Anfangswerte a, ..., ay _,

allgemein auf algebraischem Weg bestimmt sind. Ein entsprechender Beweis wird unter Einbezie-
hung gewohnlicher Differentialgleichungen gefiihrt (siehe “rekurrenter Ansatz” in Kapitel 3.5).

3.2 Rationaler Ansatz

Der rationale Ansatz geht bei der zu entwickelnden Funktion aus von der Form:
kP k‘I
= —=< mit P(z) = 2 pkzk und Q(z) = 2 qkzk.
k=0 k=0
Falls R(z) keine echt gebrochen-rationale Funktion ist, Grad(P) = Grad(Q) , kann sie durch
Polynomdivision auf einen polynomialen Teil p(z) und einen echt gebrochen-rationalen Anteil

r(z) zuriickgefiihrt werden. Mit Satz 3.2-1 (vgl. [W90, S. 171]) kann 7(z) in eindeutiger
0(2) 0(z)
r(z)

Weise als Summe seiner Partialbriiche geschrieben werden. Damit entsteht fiir 002 eine Dar-
<

stellung:
rz) _
R ]

Die auftretenden Summanden werden unter Benutzung der Binominalreihe auf Potenzreihen zu-
riickgefiihrt:

] _ (D 1
(3.2-1) . _Czt)j Z{ c(l _Z%)j
- S
_ 2 Z11+); (J+k—1)
SATZ 3.2-1:

Jede echt gebrochen-rationale Funktion 146t sich genau auf eine Weise als Summe ihrer Partial-

21



Kapitel 3: Methoden

briiche schreiben.
BEWEIS von Satz 3.2-1:

P(z)
0(z)

0. B. d. A. sei das komplexe Polynom Q(z) so normiert, dall es dabei im Komplexen die Pro-
duktdarstellung Q(z) = (z—Cl)q'...(z—Cm)q"’ habe, wobei {; € C die m verschiedenen
Nullstellen von Q(z) sind und g, € IN deren Vielfachheit angeben. Die Existenz dieser Zerle-

Gegeben sei die echt gebrochen-rationale Funktion

gung wird durch den Fundamentalsatz der Algebra [Ko83, S. 232] gewihrleistet.

Mit Beweis durch vollstindige Induktion iiber n = Grad(Q) wird gezeigt, dal a, € C existie-
ren damit

k
P(z) s g,
322 LCI.
R 76 12%&‘C5+ 4fz—gfj

gilt. Fiir n = 1 (Induktionsanfang) ist P(z) konstant wegen Grad(P) < Grad(Q) . Die Indukti-
onsannahme geht davon aus, da3 die Darstellung (3.2-2) moglich ist fiir Grad(Q) = ny—12=1.

Zu Grad(Q) = n, sei ( eine Nullstelle von Q(z) mit der Ordnung ¢, also
0(z) = (z=0)7S(z) mit S({)#0 und g> 1. Zu dieser Nullstelle { kann ein Polynom 7T(z)
aufgestellt werden mit:

P(z) _PE) _ PR)SE)-P)S()

Sz S(0) §(z)S()

:g%%?g, da P(2)S({)-P({)S(z) = 0 firz = .

Wegen Grad(P) < Grad(S)<ny—1 giltinsbesondere Grad(T) <n,-2.

. I (PQ) _PE \_ g PO
" u—cﬂ(5@> “C>) s
und I @=0T@) _ T(.Z)1

z-¢ S (z-0)7's(2)
. Rz = —TQ@  POISE)

7 :
(z-0'"S») (-0
Damit gibt es fir R(z) eine Darstellung (3.2-2), denn wegen Grad(T)<ny—2 und
Grad((z—¢)’~ 's (z)) = ng—1 existiert nach Induktionsannahme die Darstellung (3.2-2) auch
T(z)
j-1 '
(z-0) 'S(2)

Zum Beweis der Eindeutigkeit von (3.2-2) werden zwei Zerlegungen angenommen:

fiir
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" a a, " (b b,
2[ L +...+—q’J und Z( L +...+—q’).
r=1 =& (Z—Ct)q[ r=1 e=& (Z—C,)q’

Firallel = 1, ..., m gilt: Durch Multiplikation mit (z — Cl)% und anschlieBender Grenzwertbil-

dung z— (, folgt a,, = b
ap = by

g, und daraufhin analog und sukzessiv a; , | =b;,_y, ...,

Analog zum Beweis von Satz 3.2-1 vollzieht der folgende Algorithmus eine komplexe Partial-
bruchzerlegung.

ALGORITHMUS 3.2-2:

P(z)
0(z)

(a) Zerlege R(z) ggf. durch Polynomdivision in einen polynomialen und einen echt gebrochen-
rationalen Teil, so dal3:
r(z)

R(z) = p(Z)+Q(Z) ;

mit p(z) Polynom, Grad(p) = Grad(P)-Grad(Q)+ 1 und
r(z) = P(z)-Q(z)p(z) ,also Grad(r)<Grad(Q) .

(b) Berechne alle Nullstellen , von Q(z) und ihre Vielfachheiten ¢, und erstelle:

R(z) = p(2) + 2 Z

t—l;—l(z Ct

Gegeben ist die rationale Funktion R(z) =

r(z)

0(2)

(vgl. - insbesondere wegen der Reihenfolge der Koeffizientenberechnung - mit dem Eindeu-
tigkeitsbeweis von Satz 3.2-1):

(c¢) Berechne die unbekannten Koeffizienten von

BEISPIEL 3.2-3:

1 1
f(z) = = . .
Ziaies G-CIFGE-(1-D)
_ i1 + o1
(z=(=1+10) (z-(=1-1)) ~

da {; = —1+i und {, = — 1 —i Nullstellen des Nenners von f sind mit den Vielfachheiten
q, = q, = 1.

c lim z—(—1+1i) _ 1 _ 1

LT - LG (-1-0) (-1+i)-(-1-0) 2i 2
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CHh 4 = lim z=(=1-1) = 1 :in
Ry R O Y A e ) -1-)-(-1+i) -2i 2
o i i il 11 11

S t d = ! = - —
omitwird - f(2) = — A"t ey T2 1o @ i+ :
1+——, 1+ﬁ
—1 l

oo

Damit gilt fiir die Reihenkoeffizienten von f(z) = 2 a kzk:

k=0

3.3 Konstruktion einfacher Differentialgleichungen

Ausgangspunkt fiir die Aufstellung einer Rekursionsbeziehung der Reihenkoeffizienten von
nicht-rationalen Funktionen und damit fiir die Entwicklung in eine Potenzreihe ist die
Konstruktion einer einfachen Differentialgleichung der Form (2.3-2).

Mit dem hier gegebenen Algorithmus und Satz aus [K92, S. 14 - 15] wird fiir eine Funktion f und

ein vorgegebenes Maximum N, festgestellt, ob zu f eine einfache Differentialgleichung der

Ordnung N <N, existiert.

Am Beispiel der Exponentialfunktion f(z) = e° liBt sich schnell zeigen, daB eine einfache Dif-
ferentialgleichung eine weitere einfache Differentialgleichung anderer Ordnung nicht ausschlief3t:
e = fz) = f'(z) = f'(2), also f'—f=2¢C und f'=f =0, aber auch
"—f+2(f'-f) = f"+ f -2f = . Die letzte Differentialgleichung unterscheidet sich auf-

grund ihrer Rekursionsgleichung der Koeffizienten wesentlich von den vorherigen Differential-
gleichungen.

ALGORITHMUS 3.3-1:
Gegeben ist f # 0.

(a) Setze N := 1. Untersuche, ob f(z) einer einfachen Differentialgleichung 1. Ordnung geniigt,
d. h. priife, ob A(z) rational ist in:

(33-1) f()+Ayf(z) =0

_ '@

P
Ist A, = === rational, also A, = Q—O mit Py, O, Polynome der Variablen z, lautet die ge-
0

Z
suchte einiz':lih)e Differentialgleichung:
Qof'(2) + Pyf(2) = 0.
Ansonsten:
(b) Erhohe N um 1 und zerlege

My+ay N V@ + A f(2)

(332) f
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in elementare Summanden (durch Ausmultiplizieren und Vereinfachen):

Z s+ Z Z A,s;, mit Sjs8; , unabhiingig von A . Betrachte A, als Konstanten und

n=0 j=
prufe, ob es hochstens N rational unabhingige Terme unter den s j und A, s in gibt.
( a(z), b(z) heillen dabei rational abhingig, falls Polynome P(z), Q(z) existieren mit
a P )
b~ Q°
Ist dies nicht der Fall, wiederhole (b).

(c) Ansonsten gibt es eine eindeutige Losung:
Sortiere nach den rational unabhidngigen Termen, setze diese Terme gleich O und 16se das

entstehende lineare Gleichungssystem nach A, ..., Ay _, auf. Die gesuchte einfache
Differentialgleichung lautet:
N-1
K-fM+k Y A4,r"@ = 0mitK = kgV(Ag ..s Ay_ ).
n=0

SATZ 3.3-2:

Wird durch den Algorithmus 3.3-1 bis zum Schritt N = N, . keine einfache Differentialglei-
chung fiir f #0, f(z) nicht-rational, gefunden, so existiert zu f keine einfache Differentialglei-
chung mit der Ordnung N<N,,

BEWEIS von Satz 3.3-2:

Gezeigt wird mit Induktionsbeweis, dal im Schritt N = N, entweder

(i) der Ausdruck (3.3-2) in hdchstens N, rational unabhiingige Summanden zerlegt werden kann
und damit eine eindeutige Losung einer einfachen Differentialgleichung existiert, oder

(ii) die Anzahl der rational unabhéngigen Summanden groBer als N, ist und keine einfache Dif-

ferentialgleichung bis zur Ordnung N, existiert.

Fiir N = 1 existiert wegen f nicht-rational mindestens ein rational unabhingiger Summand. Damit

nun (i) erfiillt ist, muB " rational abhéingig von f'sein, d. h. es existiert P, Q mit g = Jé und damit
ist eine Losung fiir A, nach Teil (a) vom Algorithmus 3.3-1 gefunden. Andernfalls gilt (ii).
Fiir N = N 22 sei die Anzahl der rational unabhiingigen Summanden hochstens N . Dann exi-

stiert fiir A, ..., A Ny—1 eine Losung, da das entsprechende Gleichungssystem nach (c) von Algo-

rithmus 3.3-1 hochstens N, Gleichungen besitzt. Diese Losung ist eindeutig, da fiir zwei

Losungen A, ..., ANO—l und B, ..., BNO—I gilt:
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N -1

N -1
o :[ > (A4,-B)f"@ = 0]
Mo+ ¥ B0 =0p "7
n=0

Damit existiert aber bereits eine einfache Differentialgleichung der Ordnung N,—1 und dies
wire ein Widerspruch zur Induktionsanahme. Also gilt A, —B, = 0 bzw. A, = B, fiir
n=0,..Ny-1,d h die Losung A, ..., ANO_1 ist eindeutig. (1

BEISPIEL 3.3-3:
f(z) = €’sin(z).
Esist f'(z) = e°(sin(z) + cos(z)) und f"(z) = 2e°cos(z).

Da A, = A = —(1 + cot(z)) nicht rational ist, wird der Ansatz
O f

'+ A f +Ayf = 2e°cos(z) + A e (sin(z) + cos(z)) + Aye’sin(z) = 0 gemacht.
Die elementaren Summanden sind:
2¢°cos(z), Aqe’sin(z), A e cos(z) und Agye sin(z).
Unter der Annahme, A, und A, sind konstant, gibt es nur die beiden rational unabhingigen Ter-

me e cos(z) und e’sin(z) . Nach Algorithmus 3.3-1 gibt es also bereits eine eindeutige Losung.
Aus

(2+A))ecos(z) + (A, + Ay)esin(z) = 0
entsteht das Gleichungssystem:
2+A, =0
A +A, =0
Mit der Losung A; = -2 und A, = 2 kann die Differentialgleichung aufgestellt werden:
fr-21+2f =C

3.4 Hypergeometrischer Ansatz

Fiir alle Funktionen vom hypergeometrischen Typ ist es wegen Satz 2.4-2 sinnvoll, mit dem Algo-
rithmus 3.3-1 nach einer einfachen Differentialgleichung zu suchen. Im néchsten Schritt gilt es,
die gefundene einfache Differentialgleichung in eine Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten

von f(z) = z akzk zu transformieren [K92, S. 16]:
k =k,
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LEMMA 3.4-1:

0 0 4
Sei 2 2 c jnzj f (n)(z) = ( eine einfache Differentialgleichung einer Funktion f(z). Dann
i=0 n=0

wird durch die Substitution zj f (n)(z) —>(k+1-j),a;,,_ F eine Rekursionsgleichung fiir die

Reihenkoeffizienten von f(z) = 2 a kzk aufgestellt.
k =k
BEWEIS von Lemma 3.4-1:

Fir f(z) wird f"@) = 3 k(k=1)...(k=n+Daz" "
k =k,

Y ktn)k+n-1).(k+ Day, 2

k=ky—n

k

= Y (k+1),a,,2
k=ky—n

Dies wird in der einfachen Differentialgleichung benutzt:

0 0 oo

] k

0=y chnz’[ D (k+1)nak+an
j=0 n=0 k=ky—n

[}

. k—
o Z 2 (k—]+1)nak_j+nz /

o
X
= k=ky+j—n
Q
>

Mo

II'M(Q ?M(Q I

[

. k
2 cjn(k—]+1)nak_j+nz
n=0 k=ky+(j—n)
ko+0-1

0
2 Y culk—itDa 7

n=0 k=ky+(j—n)

oo 0 o
£ 3 (z chn(k—j+1)nak_j+n}k’

k=ko+0\j=0 n=0

wobei die Potenzen von z in der vorletzten Zeile wegen k = ky+ (j—n)<k,+ Q-1 kleiner
sind als k, + Q. Fiir die Koeffizienten a; in der letzten Zeile, also k > k, + Q, gilt durch Koeffizi-

entenvergleich:
o 0

0= Y ecjlk—j+1)a ;.
j=0 n=0
d. h. eine Rekursionsgleichung, die sich aus der einfachen Differentialgleichung mit der angege-
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benen Substitution direkt aufstellen 14Bt. Bei festem jund nist (k- j+ 1), ein Polynom nach der
Variablen k und die Rekursionsgleichung hat die Form:

0-1

oo = Y, rk)a;,, wobei r,(k) rationale Funktion. 1

I=-0
Sofern mit Lemma 3.4-1 eine Rekursionsgleichung einer Funktion vom hypergeometrischen Typ
entsteht, ist die zu bestimmende rationale Funktion R(k) der Gleichung (2.4-1) festgelegt.
Wegen Lemma 2.4-3 geniigt es, sich nun auf eine Rekursionsformel fiir eine hypergeometrische

Reihe, also m = 1, zu beschrinken. Damit verbleibt fiir die Entwicklung von Funktionen vom
P(k)

hypergeometrischen Typ wegen Lemma 2.3-1 die Aufgabe, R(k) = % , P und Q sind

(a,+k)...(a,+k) ]
E umzuwandeln (ggf. muB mit (k+ 1)

(b +K).-.(b, + k) (k+ 1)

Polynome, in die Form

erweitert werden).
BEISPIEL 3.4-2.

f(z) = arcsin(z) = 2 akzk.

k=0

Es gilt f'(z) =

1 und f"(z) = £ -
A/l—zz /\/l—zz

Differentialgleichung: (1 - zz) f'=zf =0.

Mit dem Algorithmus 3.3-1 ergibt sich fiir f die

Also besitzt f eine einfache Differentialgleichung, die mit dem hypergeometrischen Ansatz (Lem-
ma 3.4-1) in eine Rekursionsgleichung iiberfiihrt werden kann:

0 = (k+1),ay,,—(k—1),a,—(k),a,
(k+2)(k+ ay, ,—k(k—1)a, —ka,
(k+2)(k+ Day, ,—Ka, ,

k2
(k+2)(k+1) °

also R(k) =

Hier ist die Symmetriezahl m = 2, und f wird nach Lemma 2.4-3 aufgeteilt in:

(0)

(1) 2k+1 . _ (1 _
P ,mit a, * = a,, und a; " = ay; -

@ = fo@+f@ = Y al?*+ Ya
k=0 k=0

Wegen af)o) =ay = f(0) = 0,ist f(o)(z) = ( (fist eine ungerade Funktion).

Die Berechnung von f (@) erfolgt mit:

2
= R2k+1 R(2k+1) = =
i +1 (2k+ D)a; ", (2k+1) 2k +3)(2k+2)  (k+3/2)(k+1)
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(1) ' (n _ %{ '

Durch Lemma 2.3-1 und q, a, —1'-2 =1 wird q, =

= (1/2),(1/2)
Insgesamt folgt f(z) = 2 WZZHI
¢ k!
k=0

3.5 Rekurrenter Ansatz

Sofern die mit dem Algorithmus 3.3-1 Kkonstruierte einfache Differentialgleichung
N

2 c,f (")~ 0 konstante Koeffizienten ¢, € C besitzt, kann eine Rekursionsgleichung fiir die

n=0

Reihenkoeffizienten direkt abgelesen werden:

LEMMA 3.5-1:

N oo
Sei 2 cnf(n) = 0 Differentialgleichung von f(z) = 2 akzk und ¢, € Cfirn =0,...,N.
n=0 k = k,

[}

Dann gilt fiir die Reihenkoeffizienten von g(z) = 2 (k!ak)zk = Z bkzk die Rekursions-

k =k, k =k
gleichung:
N
(3.5-1) Y cbiy, = 0.
n=0
BEWEIS von Lemma 3.5-1:
Gegeben sei f(z) = Z akzk.
k =k,
Der Beweis lduft zundchst wie bei Lemma 3.4-1, so daf f(n)(z) = 2 (k + 1)nak+nzk fiir
k=ky—n

n € IN,, gilt und mit der Differentialgleichung von f wird:

N 0o
0= 3 ck+1)a,,

n=0 k=ky—n

N ko—1 w N
=y Y cn(k+1)nak+nzk+ D (Ecn(k+l)nak+n}k

n=0 k=ky—n k=ky\n=0

Die Potenzen von z der ersten Doppelsumme der letzten Zeile sind kleiner als k), so dal durch

Koeffizientenvergleich die Koeffizienten der zweiten Doppelsumme Null werden. Diese Rekurs-
ionsgleichung ergibt nach Multiplikation mit k! bereits:

29



Kapitel 3: Methoden

N
Y e (k+n)la;,, =0.
n=20
Nun ist klar, dal mit b, = k!a, die Rekursionsgleichung
N
2 cnbk+n =0
n=20

direkt aus der Differentialgleichung von f(z) abgelesen werden kann. [d

Da die erstellte Rekursionsgleichung im allgemeinen der Form (2.4-1) nicht entspricht, kann der
hypergeometrische Ansatz nicht angewandt werden. Dafiir sind die ¢, € € und keine Polynome

von n, so daf bei festem ke N fiir das lineare Gleichungssystem mit den (k* + 1) Gleichungen

N N
D cuborn =0,y Yocb. =0
n=0 n=20
die (k +N +1) Koeffizienten b, ..., by _ 1, by, ..., b+ unbestimmt sind. Unter Einbezie-

k +N
hung der Anfangswerte by, ..., by _,; bleiben (k* + 1) unbestimmte Koeffizienten, und das Glei-
chungssystem wird wegen Satz 3.5-3 mit dem Algorithmus 3.5-2 allgemein l6sbar. Nach
(=] oo b
. . . . . k k
Aufstellung einer allgemeinen Formel fiir die b, ist f(z) = 2 az = 2 o
k =k k =k,

k. .
z eindeutig

festgelegt.
ALGORITHMUS 3.5-2:

(a) Die Reihenglieder b, der rekurrenten Reihe werden in ihrer Rekursionsformel (3.5-1) mit

N N
b=\ ersetzt, damit wird D cnkkﬂl = ?»k[ D cnknj =0.
n=0 n=0
(b) Bestimme die (paarweise verschiedenen) Nullstellen A, ...,A;, IS N, des (charakteristi-
schen) Polynoms

N
352 PR = Y ).
n=0

(c) Falls/< N:
(3.5-2) besitze genau die (paarweise verschiedenen) mehrfachen Nullstellen

Wy ..o, My, € {A, ..., A;} mit ihren Vielfachheiten g, ..., g,, > 2. Dann seien 7»15, ey 7»;_1

genau die Elemente der Menge i(k +1 _Vj)v. . p./;. j=1,...m; vj:I,..., (qj— ), .

(d) Zu gegebenen Anfangswerten by, ..., by, _; werden im linearen Gleichungssystem
(3.5-3) by = g M| F e H A A2 M F Ay k= 0, N =1

die unbekannten Koeffizienten z, ..., zy € € berechnet.
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Auf der rechten Seite von (3.5-3) stehen nun keine Unbekannten mehr, und damit kdnnen alle
b, mit (3.5-3) ermittelt werden.

SATZ 3.5-3:

Bei gegebenen Anfangswerten b, ..., by _ einer rekurrenten Reihe existiert eine eindeutige

Darstellung fiir alle Reihenglieder b, € IN; mit der Form (3.5-3).
BEWEIS von Satz 3.5-3:

Der Beweis wird zunichst fiir den Fall / = N mit algebraischen Mitteln gefiihrt.

Eine rekurrente Reihe 2 b kzk sei gegeben durch die Koeffizienten ¢, ihrer Rekursionsformel
k=0
(3.5-1). Mit den (paarweise verschiedenen) Nullstellen A, ...,A, des (charakteristischen)
N

Polynoms (3.5-2) sei b, = 2 zjk];-. Fir £k =0,..., N-1 werden nun die Unbekannten
i=1

21, ..., 2y bestimmt durch das lineare Gleichungssystem:
N
O —
by = 2 2t 1oy A
=t N-1
<:>(b()9'~'9b]\]_1) = (Zl,...,ZN)'V,mitV = 1 }\'2 7\'2
N
N-1
by-1= X 1y o AN

i=1
Det(V) ist dabei die Vandermonde’sche Determinante, so dafl nach [Ko83, S. 126]:
Det(V) = [] (;-%)#0.

1<i<j<N
Damit ist V reguldr und wegen (zy,...,2y) = (bg, ..., by _ 1) - v , konnen b, ..., by _, mit
(3.5-3) eindeutig berechnet werden.

Die Rekursionsgleichung (3.5-1) wird mit (3.5-3) durch Vorgabe von by, ..., by _, fir k = 0
bzw. durch Induktion fiir alle n € IN) erfiillt, da:

N

0 = 2 Cnbk+n
n=0

N-1 N

k+n . .

=cybpnt 2 cn[ 2 Z;h; J, nach Induktionsvoraussetzung sind
n=0 j=1

by, ..., by, y_ durch (3.5-3) dargestellt,

N  N-1 .
=cybront D, zj( D cnk';-}»j
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N
=cybp,n+ 2 zj(—cNk;V)k];, da Ay, ..., Ay Nullstellen sind von (3.5-2),
ji=1

N
k+N
=Cka+N_CN(Z z;h, J

ji=1

N
k+N
= CN[bk+N_ > z;h; J
i=1
Nach Voraussetzung hat das charakteristische Polynom (3.5-2) N paarweise verschiedene Nullst-
ellen, d. h. es gilt c,, # 0, so daB (3.5-3) auch fiir b, , 5 gilt (Induktionsschlu3) und damit allge-

mein fiir b, mitk >N, k € IN,.

Fiir / < N ist es mit rein algebraischen Mitteln nicht leicht zu zeigen, daB fiir (3.5-3) eine eindeuti-

ge Losung (z,, ..., zy) existiert. Das liegt z. T. am Nachweis Rg(V*) = N fir eine analog zur

0. g. Matrix V aufzustellenden Matrix V. Zum allgemeinen Beweis wird das Problem daher in
die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen iibertragen und mit darin bekannten Ergeb-
nissen gelost.

Aus Lemma 3.5-1 folgt, dal die Berechnung einer allgemeinen Formel fiir die b, der Rekursions-
gleichung (3.5-1) bei gegebenen Koeffizienten b, ..., by _, der Losung der homogenen linearen
Differentialgleichung N-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten einer meromorphen Funktion
u(z) entspricht:

ol “ b
(3.5-4) 2 cnu(n)(z) = 0, wobei u(z) = —kzk

k!
n=0 k =k,

mit den Anfangswerten u(")(O) = bk0+n ,n=0,..,N-1.

Zunichst halten wir fest, da} eine Losung des Anfangswertproblems (3.5-4) stets existiert sowie
eindeutig ist [W90a, S. 132] und jede Losung sich als Linearkombination von N linear unabhéngi-
gen Losungen u,(z), ..., uy(z) darstellen 1dBt [W90a, S. 144], also existieren z;, ...,z € C
mit

(3.5-5) u(z) = zqu () + ... + zyun(z) -

Die N linear unabhingigen Losungen werden ein “Hauptsystem” von Losungen genannt. Die li-
near unabhingigen Losungen von (3.5-4) konnen aus den Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms (3.5-2) bestimmt werden [W90a, S. 137]:

“Ist A eine g-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so
entsprechen ihr g Losungen

Az Az q
e, ze”, ...,z

der Differentialgleichung. Aus den N Nullstellen des charakteristischen
Polynoms P(A) (jede mit ihrer Vielfachheit gezihlt) ergeben sich auf diese

-1 Az
e
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Weise N linear unabhéngige Losungen, also ein Hauptsystem.”

O.B.d. A. sei nun ein Hauptsystem mit genau einer g-fachen (g>1) Nullstelle A, also

I:=N — (g —1) verschiedenen Nullstellen A, ..., A; vorausgesetzt. In (3.5-5) seien nun:

k

A, “ A
(356) ux)=e =Y k—{zk,furj = 1,...,lund
k=0
w 2k
. Mz A .
357w =" = U i = a1, N,
k=0
) Zk .
Mit u(z) = 2 (j)bkl—c—! ergibt sich fir j = 1, ..., I: by = 7»]. und fiir j = I+ 1, ..., N wird
k=0

gezeigt, dal3:

k+1-0G=0): - A7V fiirk> j—1, sowie
( J j-1 1 J

@Po = = bG-n-1=0-

Es folgt der Beweis von (3.5-8) durch vollstindige Induktion tiber j = [+ m mit m € IN:

I
an
»‘

|

3
<
>

x|
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<)

k
k (mg+1) z
2 (k mo)m +1° 1 ];

k=my+1
° k
= 2 (l+m0+l)bk'% (InduktionsschluB fiir j = [+ (my+1)).
k=my+1

Mit (3.5-6) und (3.5-7) kann die gesuchte Losung mit (3.5—5) berechnet werden:

N l
u(z) = 2 Zj”j(z) = 2 Z (Z)+ 2 Z u (Z) mit Z }%,

j=1 j=1 j=1+1 1

e k
ui(x) = Y g
k=j-1
j-1
b= M b= ke L=(=D),_ AL firj = 141 L.

Fiir die gesuchte Funktion u(z) gilt somit:
! N

k * . k "
by= Y i = Xkt Y, gitk+1-(=0); ;- A Lfuirk>N.Q
j=1 j=1 j=l+1
Alternativ zu der mit Satz 3.5-3 nachgewiesenen Losungsformel (3.5-3) findet sich in der Litera-
tur auch das dquivalente Ergebnis

q;-1
(359 b, = Z(k Y 2y ]

j=1 v=0
wobei A j die (paarweise verschiedenen) Nullstellen des charakteristischen Polynoms (3.5-2), ¢;
ihre Vielfachheiten und z v Konstanten sind [Lu80, S. 423]. Wihrend (3.5-9) eine einfachere Dar-
stellung hat, eignet sich (3.5-3) mehr im Beweisgang von Satz 3.5-3. Eine Beweisskizze fiir den
Nachweis von (3.5-9) findet sich in [Li68, S. 64 - 65 u. 88 - 90].
BEISPIEL 3.5-4:

Weiterfiihrung von Beispiel 3.3-3:
f(z) = e’sin(z) = 2 a kzk besitzt die Differentialgleichung "' —2 f'+ 2 f = (. Hier treten nur

k=0
konstante Koeffizienten auf, so dal mit Lemma 3.5-1 nach Substitution b, :=k!q, eine Rekurs-

ionsgleichung fiir 2 z aufgestellt werden kann:

k= 0
by,,—2b,, +2b, = 0.

Das zugehorlge (charakteristische) Polynom lautet
A =20 +2A = 0.
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Die Nullstellen haben die Werte A, = 1 +iund A, = 1 —1i.
Das zu losende Gleichungssystem von Teil (d) des Algorithmus 3.5-2 ist:
by = z;(1+0) +2,(1=0)",

by = z;(1+i) +2,(1—10) .

Mit den Anfangswerten b, = Ola, = 0!% =0und b; = lla, = 1!@ = 1 ergibt sich:

1=z, (1+i)+2,(1-10) .

Die Losung dieses Gleichungssystems ist z; = 21 und z, = —21, . Mit (3.5-3) folgt:
1 1

_m_lﬁuﬂﬁp—ﬁ).

“T T 2i

o (1+i) — (1=«
Insgesamt ergibt sich  f(z) = 2 57 %] z = 2—

k:o k=1
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4 Bewertung der Entwicklungsmethoden

4.1 Erweiterung der Anwendungsmaoglichkeiten

In Kapitel 3 wurden prinzipielle Methoden fiir die Entwicklung von Funktionen in ihre
Potenzreihen angegeben. Damit 146t sich eine Vielzahl elementarer und zusammengesetzter
Funktionen entwickeln (vgl. Anhang A). Durch Substitution und Integration 14t sich die Vielfalt
der entwickelbaren Funktionen noch erweitern.

BEISPIEL 4.1-1:

Sollte eine wesentliche Singularitit bei f(z) auftreten, so ist es moglich, dal der Nebenteil der
Laurent-Entwicklung von f(z) endlich viele Glieder hat und f(z) mit Hilfe von f(1/z)
entwickelt werden kann. Dieser Fall soll hier auch als “wesentliche Singularitit mit endlichem

Nebenteil” bezeichnet werden. Im Beispiel f(z) = ¢'”® lautet die mit dem Algorithmus 3.3-1

gefundene Differentialgleichung f(z) +7 f'(z) =0, und mit Lemma 3.4-1 wird die
Rekursionsgleichung a, , | = —ka,, k € Z, abgeleitet. Also gilt wegen a; = 0 fir k € IN:

a, = 0. f(l/z) = 2 aZz_k ist wieder Funktion vom hypergeometrischen Typ mit gleicher

k=0
Symmetriezahl, und fiir die entsprechende Rekursionsgleichung aZ m = R*(k)az von f(1/z)
ist R*(k) =z (—Ii— ) = k-lkl . Mit dem hypergeometrischen Ansatz ergibt sich
1 ®  k
f (—) = % und durch Riicksubstitution z — 1/z folgt die Laurent-Entwicklung:
Z ok
o 1 &
f(z) = a°
k=0

BEISPIEL 4.1-2:

Eine formale Laurentreihe der Gestalt (2.1-2) ist fiir Funktionen wie z. B.
132 1 2

_ Wz _ 1.1 1
f(z) = e —1+«/2+2Z+6z *577

[

natiirlich auch nicht zu erwarten. Eine Reihe der Form Z a ka/r mit » € IN wird auch Puiseux-
k =k

Reihe genannt [DSTS8S, S. 91]. Die mit dem Algorithmus 3.3-1 gefundene einfache Differential-

gleichung - f+2f" +4zf" = ( fihrt mit dem Lemma 3.4-1 auf die Rekursionsgleichung

(1+2k)(2+2k)a,,, = a; . Mit dem hypergeometrischen Ansatz kann aus dieser Rekursions-

gleichung die formale Laurentreihe

o 1 & 112
F, = S P T
! Eo(zk)!z HEAREY S

hergeleitet werden. F'| entspricht allerdings nicht f(z), da der Anteil
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k+1/2 1 32
= /\/Z'FEZ

mit den Summanden der nicht-ganzzahligen rationalen Potenzen von z fehlt. Damit der hypergeo-

o 1
F2 = kgomz + ...

metrische Ansatz die vollstindige Koeffizientenfolge von f(z) = F; +F, = 2 ak/zzm er-
k = ko
fa3t, wird tibergegangen zu:

2 - k
f(z) = 2 appl -
k =k
Nach Lemma 24-1 (Teil d) folgt mit k—>k/2 die Rekursionsgleichung

(1+k)(2+k)ay,,, = a;, und nach Umbenennung az = az,: (1 +k)(2+k)az+2 = aZ

2 * k
zu f(z7) = EakZ-
k =k,
Daraus entsteht mit dem hypergeometrischen Ansatz

2 S 2k c 1 2k+1
@) = kZO(Zk)!Z +]§0(2k+ DI

.. 12
und nach Riicksubstitution z =z " :

o 1 i < 1 k+1/2
f@ = X G * 2 ara i
k:O k=0

BEISPIEL 4.1-3:

Die Entwicklung in eine formale Laurentreihe kann auch an der Unmoglichkeit scheitern, eine In-
itialisierung fiir die Rekursionsformel der Koeffizienten zu finden. Im Fall

f2) = i) = [ ar

wird die einfache Differentialgvleichung (1-2)f" +zf" = 0 und die entsprechende Rekursions-

[}

formel a; | = Lzak aufgestellt. Eine formale Laurentreihe der Form f(z) = 2 a kzk
(1+k) k =k,

ist wegen einer “logarithmischen” Singularitéit von f(z) bei z, = 0 nicht zu erwarten, die Initia-

lisierung der aufgestellten Rekursionsgleichung ist nicht moglich. Eine Funktion hat dabei genau

dann eine logarithmische Singulatitit, falls anhand einer ihrer Ableitungen erkannt wird, da@} sie

einen logarithmischen Term enthalten muf3. Bei der gegebenen Funktion ist dies aufgrund der
Z

Reihenentwicklung von f'(z) = € der Fall. Fir f'(z) besteht das Initialisierungsproblem der
Z

Rekursionsgleichung jedoch nicht und daher wird zunichst versucht, f'(z) in eine formale Lau-
rentreihe zu entwickeln. Fiir die entsprechende Rekursionsgleichung ergibt sich nach
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co *

* a
Lemma 2.4-1 (Teil g) fiir f'(z) = 2 akzk ,wegena; | = T +k1 , direkt:
k=ko—1
* k+1 ay
ak+1:(k+2)ak+2:(k+2)( )2 Uil = 753 -
(k+2) +
° k-1
Mit dem hypergeometrischen Ansatz folgt f'(z) = 2 ZT und nach Integration:
k=0

k

<
=1 + ——
f(z) = In(z) kE_ e
Im Fall einer mehrfachen Differenzierung treten nach entsprechender Integration auch mehrere

Terme der Form ’%znln(z) auf.

In den o. g. drei Beispielen treten jeweils Rekursionsgleichungen der Form (2.4-1) auf, obwohl
die Funktionen sich nicht durch eine formale Laurentreihe darstellen lassen. Dennoch konnen alle
diese Funktionen mit Hilfe von Substitution oder Integration iiber den hypergeometrischen An-
satz in ihre Reihendarstellung entwickelt werden. Damit macht es Sinn, den Begriff “Funktion
vom hypergeometrischen Typ” so zu erweitern, daf} diese Funktionenklassen in die Definition mit
einbezogen sind [K92, S. 18]: Eine Funktion f heifit “Funktion vom hypergeometrischen Typ”,
falls durch Anwendung des Algorithmus 3.3-1 und der Substitution aus Lemma 3.4-1 fiir f, abge-
sehen von logarithmischen Summanden, eine Darstellung moglich ist, durch Reihen der Form:

Y a7 " neN,ve {1,-1}
k =k,
und Koeffizienten a, € C, die (2.4-1) erfiillen.

Die Operationen f(z) — f(1/2), f(z)— f(z"""), mitn € N, und f(z) — [ f(z)dz sind wegen
Lemma 4.1-1 mit dieser neuen Definition vertriglich.

Lemma4.1-1:

Sei f(z) eine Funktion vom hypergeometrischen Typ, dann gilt dies auch fiir:
a) f(1/z),
b) f (len
o) [f(2)dz.
BEWEIS von Lemma 4.1-1:

Fir den Beweis der Beibehaltung des hypergeometrischen Typs beim Ubergang von

) mit n € IN,

f(z) = Z akzk zu f(1/7), f(zl/n) und J.f(z)dz ist es wegen der Erweiterung der Definition
k =k

von Funktionen des hypergeometrischen Typs notig, die Existenz einer einfachen Differentialglei-

chung sowie einer Rekursionsgleichung der Form (2.4-1) zu zeigen. Die Symmetriezahl von f sei
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dabei m.

Zu a)

zu b)

(4.1-1) T(6,)g = Y T(k)-a;z

Es sei g(z) = f(1/z),also g'(z) = f'(1/z)- (—l/zz) bzw. f'(1/z) = (—zz)g'(z) .
Damit wird offensichtlich f (n)( 1/z) zuriickgefiihrt auf g(l)(z), [ <n , mit polynomialen
Koeffizienten nach z. Eine einfache Differentialgleichung fiir g(z) ergibt sich somit aus
0
der einfachen Differentialgleichung von f(z), wobei in 2 p,(1/2) f (n)( 1/z) = 0 nach
n=20
Ersetzung von f (n)( 1/z) nur noch mit ¢ multipliziert werden muB.

Mit dem Ubergang zu g(z) = 2 akz_k = 2 aikz_k kann, wegen az =a,, ke”Z,
k =k, k =k,
eine Rekursionsgleichung az m = R*(k)a;: direkt abgeleitet werden. Dazu wird in
a,,, = R(k)a, die formale Substitution kK — — k —m durchgefiihrt, damit ist:
a_, = R(-k-m)a_, _, und
- 1 1 -

G = O kom = Rk '+ = R
also R*(k) = m rational.
= * ko+j
Mit g(z) = f(z”n) = 2 akzk/n = 2 akzk , J € IN,, besteht durch £ = 0t/
K=k, k = (ko + j)in n

zwischen den Koeffizienten von g(z) und f(z) die Beziehung az = a,;, z.B.

Aoin = Ay Akg+1)in = Qky+1> ().

Der Nachweis der Existenz einer einfachen Differentialgleichung erfolgt analog zum Be-
weis von Satz 2.4-2:

Fiir 6,1::nzdiZ ergibtsich 6, g = k% k-a- zk/n und zu p e IN:
=Ko

0, 8= ) kp'ak'zk/n-
k =k,
Mit einem beliebigen Polynom T gilt:

oo

kin
k =k,

Zu f(z) gibt es wegen Lemma 2.4-1 (Teil 2) eine Rekursionsbeziehung:

“12)  0(K)a,,,, = P(ka,

mit Polynomen P und Q. O. B. d. A. seien P und Q so gewihlt, da3
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(4.1-3) Vie {ky ...,(kg+nm—-1)} : Q(t—nm) = 0.

ZU C)

Dies ist immer moglich, da zu jedem t € {k, ..., (kg+nm—1)} mit Q(t—nm)#0
tibergegangen werden kann zu den Polynomen Q*(k)::Q(k) (k—(t—nm)) sowie
P*(k) :=P(k) (k- (t—nm)) und (4.1-2) entsprechend erhalten bleibt.

Die gesuchte Differentialgleichung existiert schlieflich durch:

Q(0,—nm)g = 2 Q(k—nm)akzk/n mit (4.1-1)
k =k,
= Y Qtk-nmya" mit (4.1-3)
k =ky+nm
= 2 o(k)ay , nmz(k+nm)/n nach Indexverschiebung
k =k,

_ Zm 2 Q(k)ak_,_nmzk/n

k =k,

=" Y P(ha" mit (4.1-2)
k =k,

=7"P(0,)g mit (4.1-1).

Wegen az+m,n = Qykrmin) = Onk+m = R(nk)a,, = R(nk)az , folgt die Rekursions-
gleichung az+m/n = R*(k)a,t mit R*(k) = R(nk) rational. Analog zu Lemma 2.4-1
(Teil 2) existiert dann R**(k) rational in a,t m = R**(k)a;: .

Mit g(z) = .[f(z)dz gilt f(k)(z) = g(k+1)

fiir g(z) ergibt sich direkt aus der von f(z):

0 0
( 2 Pn(Z)f(n)(Z) = OJ :>( Z pn(z)g(n+ 1)(z) = 0) , p,(z) Polynome.

n=0 n=0

(z) , und die einfache Differentialgleichung

Fiir die Reihenkoeffizienten a,t von g(z) und a, von f(z) gilt die Beziehung:

* ak

(lk+1 = m,k¢—1.

a ®
Wegen J.;ldz = a_,Inz fehlt a, in:
Z

k * k+1 * k
g(z) = J.( 2 a;z jdz = 2 a2 +a_(Inz = 2 az +a_jlnz.
k:ko k:ko k=k0+1
k#1 k#0
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Von dieser Ausnahme abgesehen gilt analog zu Lemma 2.4-1 (Teil h) aZ m = R*(k)az

mit R (k) = LR(k —1) rational, d. h. eine Rekursionsgleichung der Form (2.4-1).

]

4.2 Besondere Ergebnisse

Alle bisher vorgestellten Methoden fiir die Entwicklung von Funktionen in ihre Reihendarstellung
zeichnen sich durch einfache und direkte Losungswege aus. Bei der Suche nach einer Reihenent-
wicklung einer Funktion konnen sie damit in vielen Féllen eine Alternative zu den grof3en Nach-
schlagebiichern fiir Reithen [GR80; Ha75] darstellen. Dies gilt um so mehr, da der Umgang mit
dieser Literatur teilweise viel Ubung erfordert und oft Neben- und Umrechnungen zu den angege-
e o o (@plct+a) i
benen Formeln nétig sind: Allein fiir F = 2 _kw_

k=0
Darstellungen zugehoriger Funktionen an [H75, S. 182, Formel 10.9.5], u. a.:

e (@) (=n)r x
2 k1(0), ( —1)
( ) —a n )k k
(c)n Zk'(l a- n) (1-x)

Dariiberhinaus werden bei der methodischen Entwicklung von Funktionen automatisch u. U. in-
teressante Nebenerkenntnisse gewonnen, z. B. mit der Klassifizierung der Rekursionsgleichung

gibt Hansen acht verschiedene

f(x)

arcsing

2
(hypergeometrischer / rekurrenter Ansatz). Fiir das Beispiel f(z) = ( ) ergibt sich:

Y
F(2) = kz_:o(1+k)(1+2k) '
Gradshteyn-Ryzhik gibt dieses Ergebnis ziemlich genauso an [GR80, S. 52, F. 1.645.2]:

52 (k')2 2k +2
(Qk+ D(k+1)

demgegeniiber notiert Hansen diesen Sachverhalt folgendermalen [Ha75, S. 77, F. 5.18.4]:

e () = 3 tieenld) - £

Der hypergeometrische Ansatz fiihrt zum Ausdruck

)
2
f(z) = 3F2£1 1 I
3/2 2

(arcsinx)’ 2

z .
J

arcsinz

Wird jedoch g(z) = mit dem hypergeometrischen Ansatz entwickelt, folgt

41



Kapitel 4: Bewertung

ZJ

1 11| 12 12 | 2)|f
3/2 2 3/2

und somit liegt hier ein Spezialfall der sog. Clausen Formel [GKPS88S, S. 241] vor:

2
F(Za 2b a+b x]:(zFl(a b xD ,setzea:bzl.
a+b+1/2 2

2
a+b+1/2 2a+2b
In einigen Fillen kommt es durchaus vor, da} durch die methodische Entwicklung der Funktion
Ergebnisse gefunden werden, die in den Tabellenwerken weniger bekannt sind. Der hypergeome-

o) = 21,,1{1/2 12|,
302

Offensichtlich gilt:

trische Ansatz entwickelt f (z) = eresme o

k
4 II( +(J—1)) 4 (%—J+J)
= 2k - 2k+1
/e = 2 = om R e

k:O =O

Eine allgemeine Formel fiir die Reihenkoeffizienten fehlt bei Gradshteyn-Ryzhik vollig, dort fin-

det sich lediglich [GR80, S. 22, F. 1.216]:

2
earcsinx _ X 2x

Hansen schreibt allerdings ohne eine Aufteilung in geraden und ungeraden Anteil [Ha75, S. 210,
F. 10.49.33]:

3 e = ealsn(3)

Eine andere wesentliche Bedeutung gewinnen die Entwicklungsmethoden durch die Entwicklung
zusammengesetzter Funktionen. Fiir f(z) = arcsin(z) + arcsin(—z) ergibt sich f(z) = 0. Die
Entwicklungsmethode findet dieses Ergebnis dabei ohne Wissen der Symmetriebeziehung
arcsin(—z) = —arcsin(z) . Mit

k 142k k 1+2k

2 2
arcsinz = 2 (1/4) (24)! und arcsin(—z) = Z (1/4) (2K):
i=0 K! (1+2k)' k=0 k! (1+2k)‘
wird das leicht einsehbar.

In weiteren Fillen kommt es zu bemerkenswerten Nachweisen, die nicht mit einer Symmetriebe-
ziehung zusammenhingen. Fiir

f(Z) _ earcsmhz_ /1 +Z2
arcsinhz

ergibt sich die Reihendarstellung f(z) = z, womit e =7+ 1+z2 bzw.

arcsinhz = In(z+ A1 + z2) gezeigt ist.

Die methodische Entwicklung eignet sich ebenfalls zur Gewinnung von niitzlichen Umformun-
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gen. Fiir
f(x) =sin(x+y—-z)+sin(x—y+z)+sin(—x+y+2)
ergibt sich:

i (—l)k(2cos(y z) —cos(y +z)) 142k 2 (- 1) sin(y +Z)x2k
bt (1 +2k)! (2k)! ’
und damit die trigonometrische Beziehung:
sin(x+y—z)+sin(x—y+z)+sin(—-x+y+2)
= sin(x)(2cos(y—z)—cos(y+2z)) + cos(x)sin(y +z)
Selbst wenn eine Reihendarstellung durch geeignete Umformungen schnell moglich ist, kann die

methodische Entwicklung dagegen zu sehr einfachen Reihendarstellungen fiihren. Dies zeigt sich
z. B. bei mehrfach symmetrischen Funktionen:

z -z/2 ﬁz 1+3k
e —2e cos( > ) Z (1+3k)' ,

[W90, S. 47-48; Ha75, S. 50, F. 5.10.28],
und bei

I (1+z o 2 344k
=In = H .23,F. 5.4.22].
5 (1 Z) arctan(z) k}_:03 —Ii° , [Ha75,S.23,F. 5 ]

Ihren groBten Vorteil entfalten diese Entwicklungsmethoden durch ihre vollstindige Algorithmi-
sierung und Zusammentfassung fiir eine durch Computer unterstiitzte Nutzung.
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5 Algorithmisierung der Methoden
5.1 Struktur des Algorithmus

Fiir eine automatisierte Entwicklung von Funktionen in eine formale Laurentreihe wird es wich-
tig, Zeitpunkt und Voraussetzungen fiir die Anwendungsmoglichkeiten verschiedener Entwick-
lungsmethoden festzulegen. Die Ansidtze aus Kapitel 3 und 4.1 konnen als programmierbare
Einzelbestandteile eines umfassenden Algorithmus verstanden werden. Da die optimale Anord-
nung fiir den Computer von Hardware- und Softwarefaktoren beeinfluflt ist, wird hier lediglich
ein Strukturierungsentwurf vorgestellt. Aus mathematischer Sicht geht es dabei vielmehr um die
Einsatzmoglichkeiten einer Methode bei unterschiedlichen Objekten (z. B. f(z) oder f'(z)) und
eine mathematisch korrekte und sinnvolle Kriterienwahl fiir Algorithmusverzweigungen.

Zur einfacheren Darstellung und Diskussion sei der Algorithmus in drei Teile aufgegliedert: Der
erste Teil gibt Einsatzmoglichkeiten fiir den rationalen Ansatz an (s. Abb. 5.1-1). Im zweiten Teil
folgt die Behandlung der Funktionen, fiir die keine rekursive Koeffizientengleichung vom hyper-
geometrischen Typ gefunden wurde, also insbesondere die Stellung des rekurrenten Ansatzes (s.
Abb. 5.1-2). Spezielle Ansitze zur erweiterten Nutzung des hypergeometrischen Ansatzes werden
im dritten Teil angeordnet (s. Abb. 5.1-3). Es gilt dabei folgende Symbolik: Ein Rhombus stellt

(Start mit f(z) )

Ergebnis mit
f(z) rationalem
rational? Ansatz

wird
einfache Dgl. ge-
funden?

rational?

noch keine

Dgl.?
J j n
Koeffizientengl. Ergebnis mit Abbruch, da kein
aufstellen rat. Ansag)fijr Ansatz erfolgreich
8(z) =f(2)

©)

Abb. 5.1-1: Strukturierung der Methoden (Teil 1)
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eine bedingte Verzweigung dar. Die beiden zugehorigen Ausginge sind mit “” (ja) bzw. “n”
(nein) markiert und als Antwortalternativen auf die im Rhombus enthaltene Frage zu verstehen.
Mit Nummern markierte Kreise symbolisieren Ein- und Aussprungstellen zwischen den drei Al-
gorithmusteilen. Rechtecke sind unverzweigte Algorithmusteile und nur dann grau ausgefiillt,
falls sie bereits zu einer gesuchten Losung fiihren.

Zu Teil 1:

Der rationale Ansatz ist an den Anfang des Algorithmus gestellt, da er die Konstruktion einer ein-
fachen Differentialgleichung nicht benotigt. Die Anwendung des rationalen Ansatzes bei Ablei-
tungen von f(z) profitiert dagegen bereits von den Zwischenrechnungen (f(z), f'(z), ...) der
Differentialgleichungssuche und erfolgt deshalb ggf. erst im Anschluf} daran. Es gibt aber auch

Beispiele wie f(z) = L’s , bei denen der rationale Ansatz aufgrund seiner komplexen Partial-
-z
bruchzerlegung aufwendiger werden kann als der hypergeometrische Ansatz.

Koeffizienteng].
rekursiv?

] n
direkte
Ergebnis-
Rel. bestimmung
mit gebrochener
Schrittfolge?

Ansatz

g(z) =f ("

f(2)

vom hypergeom.
Typ?

Dgl.
mit konstanten
Koeffizienten?

@ Ergebnis mit
rekurrentem

Ansatz

Abb. 5.1-2: Strukturierung der Methoden (Teil 2)
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Zu Teil 2:

In bestimmten Fillen fiihrt die konstruierte Differentialgleichung auf eine nicht-rekursive Koeffi-
zientengleichung (a; = ¢, ¢ € €). Wird dann Vk € Z: a; = 0 festgestellt, kann f(z) in keine
formale Laurentreihe entwickelt werden, und es wird wie bei einer logarithmischen Singularitét
mit dem Ansatz g(z) = f'(z) fortgefahren (z. B. f(z) = In(z) ). Ansonsten ist unter Beriick-
sichtigung der gefundenen Bedingungsgleichung fiir die Koeffizienten eine direkte Losung durch
Angabe einer ggf. aus nur endlich vielen Gliedern bestehenden “formalen Laurentreihe” moglich.
Sofern der rationale Ansatz nicht an den Algorithmusanfang gestellt wurde, finden sich hier ins-

besondere Polynome und Monome (z. B. 1/z2) wieder.

In Kapitel 4.1 ist am Beispiel f(z) = eJ2 deutlich geworden, daf} Rekursionsgleichungen modi-
fiziert werden miissen, um auch den Anteil von f(z) zu erfassen, der nicht in einer formalen Lau-
rentrethe mit nur ganzzahligen Exponenten von Potenzen von z enthalten ist, also z. B.

logarithmische
Singularitit?

n Ansatz

8(2) =f'(2)

A

wesentliche
Singularitit?

Ansatz

8(z) =f(1/z)

Initial.

fir 7' - f(z)

moglich?

Ergebnis mit
hypergeom.
Ansatz

Abb. 5.1-3: Strukturierung der Methoden (Teil 3)
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i 1 Zk+1/2
2 1)!
k:O( k+1)

Die Entscheidung iiber den Ansatz g(z) = f (") kann dabei anhand der vorliegenden Rekurs-
ionsgleichung von f(z) getroffen werden. Aus dem Beweis von Lemma 4.1-1 (Teil b) geht her-

P’ (k)
0 (k)
R(k) aus den Rekursionsgleichungen von f(z''") und f(z), d.h. a,,,, = R (k)a, und
a, ., = R(k)a, , die Beziehung gilt:

vor, daB beim Ubergang f(z) — f (z“n) fiir die rationalen Funktionen R*(k) = und

R (k) = R(nk) bzw. R*C-D = R(k) .

Sofern Q* nicht-ganzzahlige rationale Nullstellen besitzt, liegt eine Rekursionsgleichung mit ge-

brochener Schrittfolge vor (Puiseux-Reihe), und dies fiihrt zum Ansatz g(z) = f(z') .

Nachdem sichergestellt ist, dall die Rekursionsgleichung alle Anteile der zu erstellenden formalen

Laurentreihe umfaflt, wird das weitere Verfahren vom Typ der Rekursionsgleichung abhingig.
n

Hat die Rekursionsgleichung die Form a; , ,, = 2 h j(k)a K+ mit 1 <n <m, wobei fiir minde-
ji=0

stens zwei der dabei auftretenden rationalen Funktionen 4 j(k) # 0 gilt, kann der hypergeometri-

sche Ansatz nicht genutzt werden. Gilt fiir die darin auftretenden h j(k) =c; € C, besteht ein

Losungsweg durch den rekurrenten Ansatz.

Der rekurrente Ansatz wird insbesondere auch bei Funktionen benutzt, deren Differentialglei-
chung ausschlieBlich konstante Koeffizienten aufweisen (vgl. Lemma 3.5-1). Dieser Fall ist natiir-
lich bereits mit dem Vorliegen der Differentialgleichung identifizierbar. Die spitere Einordnung
dieser Abzweigung soll aber eine vergleichende Betrachtung der Rekursionsgleichungen mit bzw.
ohne Hilfe der Koeffizientensubstitution b, = k!a, ermoglichen.

Kann weder der hypergeometrische noch der rekurrente Ansatz benutzt werden, bleibt im Rah-
men der hier untersuchten Methoden die Suche nach einer rationalen Ableitung fiir den rationalen
Ansatz (Teil 1 des Gesamtalgorithmus).

Zu Teil 3:

Bevor mit dem hypergeometrischen Ansatz der Ubergang von einer Rekursionsgleichung zur Rei-
hendarstellung von f(z) Sinn macht, ist es notig, eine Initialisierung fiir die aufgestellte Rekurs-
ionsgleichung zu finden. Bei der Entwicklung von f(z) in eine formale Laurentreihe um eine
logarithmische oder wesentliche Singularitit gelingt dies nicht, ohne mit einer Transformation
von f(z) zu arbeiten. Der entsprechende Hilfsansatz ist abhingig vom Typ der Singularitit, die
dabei benutzten Transformationen miissen in umgedrehter Reihenfolge wieder aufgehoben wer-

den. Ein notwendiges Kriterium fiir das Vorliegen einer logarithmischen Singularitit, also z. B.
fiir den Fall
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f@) =@+ Y a.
k= kg
bietet sich bei Betrachtung einer einfachen Differentialgleichung von f(z). Wegen

n+1

-1+ 3 k(k=1).(k-n+Da ",
k =k,
mub fiir jede einfache Differentialgleichung (2.3-2) von f(z) vom Grad Q € IN der polynomiale

Koeffizient von f (Q)(z) die Nullstelle z = 0 haben, d. h. die Differentialgleichung die Form

@) = (-1

0-1 .
2002 P+ X pi@- @) =0
j=0
besitzen, wobei p(z), ..., pp(z) Polynome sind. Sofern keine logarithmische Singulatitét vor-
liegt, gibt es fiir die formale Laurentreihe mit endlichem Nebenteil noch den Losungsansatz

g(z) = f(l/z) .

Neben den in Kapitel 4.1 vorgestellten Ansidtzen g(z) = f'(z) und g(z) = f(1/z) istes we-
gen einer Polstelle der Ordnung n € IN oft erst mit dem Ansatz

k
8@) =" f(2) = Y az
k=0
moglich, eine Initialisierung der Koeffizientengleichung herzustellen. Sofern die gefundene Re-
kursionsgleichung der Koeffizienten von f(z) jedoch nur fiir k>0 gilt, mul3 dies aufgrund der
vorgenommenen Verschiebung der Koeffizienten spéter durch Addition eines separat zu berech-

nenden aus endlich vielen Summanden bestehenden Anteils ausgeglichen werden:
n-1

Zak-zk_n.
k=0

Verhilft keiner der genannten Transformationen zur Anwendung des hypergeometrischen Ansat-
zes, so folgt eine Untersuchung der Ableitungen in Hinblick auf den rationalen Ansatz. Der rekur-
rente Ansatz benotigt wie der hypergeometrische Ansatz die Initialisierungskoeffizienten
by, ..., by _ (vgl. Satz 3.5-3) und kann daher nicht herangezogen werden.

5.2 Funktionalitiit der Computer Algebra Systeme

Nachdem eine Algorithmusstruktur fiir eine automatisierte Nutzung der untersuchten Methoden
festgelegt ist, stellt sich die Frage nach der Programmierbarkeit dieses Algorithmus und insbeson-
dere nach der Leistungsfihigkeit bereits realisierter Entwicklungsmethoden in den verfiigbaren
Computer Algebra Systemen. Wihrend die iiber 20jdhrige Geschichte, das Angebot und die breite
Anwendung heutiger Computer Algebra Systeme kaum Zweifel an der Eignung fiir eine symboli-
schen Programmierung entstehen lassen, iiberraschen ihre duBlerst geringen Fihigkeiten bei der
Entwicklung von Funktionen in eine formale Laurentreihe.

Fiir eine Beurteilung der Funktionalitit der Computer Algebra Systeme soll hier nur ein kurzer
Uberblick iiber ihre verbreitetsten Vertreter gegeben werden. Zu den frithen aus den siebziger
Jahren stammenden Computer Algebra Systemen gehoren Repuce und Macsyma. Beide bieten
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einem Nutzer bereits mit ihren Sprachelementen eine groBe Flexibilitit und weite
Einsatzmoglichkeit. Mit ihnen lassen sich wahrscheinlich zwar fast alle Probleme angehen, die
Nutzung dieser Vielfalt bedeutet aber gleichzeitig einen groferen Aufwand bei ihrer Erlernung
und Bedienung [H489]. Seit Anfang der achtziger Jahre gibt es MapLE und Mumarth (seit 1988 in
Derive tibergegangen). Beide Systeme hatten das Ziel, moglichst wenig Speicherkapazitit zu
beanspruchen, ohne dabei die grundlegende Funktionalitit und Effizienz zu verlieren. DERIVE
macht dabei gegeniiber MapLE mehr Kompromisse zugunsten geringerer Speicheranforderungen
und auf Kosten anspruchsvollerer Funktionen. Hinzu kam als Randbedingung, dem Benutzer
ohne langes Literaturstudium eine einfache und schnell erlernbare Bedienungsoberfliche
bereitzustellen [Hd89; M91]. Eine Neuentwicklung, die die Michtigkeit von Repuce und
Macsyma sowie die Einsatzmoglichkeiten und den Bedienungskomfort von MapLE und DERIVE in
sich zu vereinigen versucht, ist MatHEmATICA. Ende der achtziger Jahre auf den Markt gekommen,
ist es durch die an ein mathematisches Axiomensystem erinnernde regelbasierte
Programmiersprache (pattern matching / Mustererkennung), seine graphischen Fihigkeiten und
hohe Kompatibilitit mit derzeitigen Hardwareanforderungen und Softwareprodukten
gekennzeichnet [AS89].

Neben diesen fiinf genannten Computer Algebra Systemen existiert eine uniiberschaubare Vielfalt
weiterer Softwareentwicklungen zur symbolischen Programmierung. Allein in [FWH91] werden
weitere 16 symbolische Programmsysteme vorgestellt. Die meisten unter ihnen sind dabei als
Werkzeug fiir spezielle Anwendungen konzipiert, z.B. fiir kommutative Algebra oder
Zahlentheorie. Da sich keines insbesondere bei Anwendungen in der reellen und komplexen
Analysis auf dem heutigen Markt durchgesetzt hat, werden in dieser Arbeit nur die bekannten
kommerziell vertriebenen Computer Algebra Systeme niher betrachtet.

Auf den ersten Blick finden sich bei allen der fiinf bekanntesten Computer Algebra Systeme
Befehle, die Funktionen in eine Reihe entwickeln konnen. In der Regel handelt es sich dabei
jedoch nur um die Bestimmung einer aus endlich vielen Gliedern bestehenden Partialsumme

Rechnen mit Reihenobjekten

Reihenobjekte aus Dgl./Rgl.
geschlossene Reihendarstellung

= > > >/ Berechnung von Partialsummen

DERIVE - -
RepUCE X - -
MATHEMATICA X - -
MaArLE X X -
Macsyma X X - X

Tabelle 5.2-1: Vergleich kommerzieller Computer Algebra Systeme
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ky

2 a kzk dieser Reihe mit fest anzugebenden Grad k; € IN, (“Truncated Series”) und nicht um
k =k,

eine geschlossene Darstellung der Form (2.1-2). Fiir die Berechnung solcher “abbrechender
Reihen” werden dabei unterschiedliche Begriffe verwendet, z. B. “Taylor” (DeriveE, MAPLE,
Macsyma) oder “Series” (MaprLE, MartHEMATICA), bei Repuce gibt es dafiir keine
Standardfunktionen, sondern die beiden vergleichbaren Anwenderprogramme “ps” (truncated
power series) und “Taylor”.

Ein zweites Merkmal der Computer Algebra Systeme ist, ihre Féhigkeit, Funktionen in interne
Reihenobjekte (“Series Objects”) zu iiberfithren, die zwar nicht dargestellt aber miteinander
verkniipft werden konnen. Nach einer Rechnung mit solch einem internen Reihenobjekt ist es
erneut moglich, zu beliebig aber festem Grad eine Partialsumme des resultierenden internen
Reihenobjekts auszugeben, ohne die Ungenauigkeit des Rechnens mit Partialsummen zu erhalten.
Dabei erfolgt keine Verkniipfung formaler Laurentreihen, sondern der urspriinglichen
Funktionen, die zu den internen Reihenobjekten gefiihrt haben. Fiir REpuck und MATHEMATICA ist
damit die Unterstiitzung von formalen Laurentreihen ausgeschopft, wihrend sich Derive bereits
allein mit der Berechnung von Partialsummen begniigt (vgl. Tabelle 5.2-1).

Ein Bezug zum Algorithmus aus Kapitel 5.1 kann nur bei MaprLE und Macsyma gesehen werden.
In MarLE ermoglicht das “powseries” Programmpaket [Ch88, S. 317 - 326] die Festlegung und
Verkniipfung formaler Potenzreihen, die durch Angabe einer Koeffizientenformel mit initialen
Koeffizienten (z. B.: powcreate(t(n)=1/n!, t(0)=1) ), oder einer linearen Differentialgleichung
mit Nebenbedingungen (z. B.: powsolve({diff(y(x),x)=y(x), y(0)=1}) ) definiert sind. Eine
geschlossene Darstellung der Form (2.1-1) fiir diese formalen Potenzreihen wird auch hier nicht

angeboten. Dies deutet darauf hin, dal es sich um Implementierungen im Sinne der Norman-
Methode (s. Kapitel 1) handeln kann.

Das einzige Computer Algebra System, das angibt, eine Funktion in die geschlossene Form einer
Potenzreihe zu iiberfithren (“Series Generation”), ist Macsyma. Das Kommando “powerseries”

liefert fiir Beispiele wie exp(x), sin(x) oder

5 tatsiachlich die geschlossene Form der
(1-x)

entsprechenden Potenzreihe, aber in anderen Fillen wird schnell klar, auf welcher Grundlage dies

passiert, so ergibt sich z. B.

. =k o (_1)kx2k+1
exp(x) - sin(x) = 2 al 2 W 5
k=0 "/ \k=0 '

oder Macsyma scheitert vollig bei der Potenzreihenangabe (z. B. 2;, arctan(x) ) [C91,
X +2x+2
S. 199 - 209]. Es kann deshalb davon ausgegangen werden, dal mit “powerseries” keine

algorithmisierte Entwicklung der Funktion in eine formale Reihe erfolgt, sondern eher eine Art
elektronisches Nachschlagewerk bekannter Reihenentwicklungen vorliegt, auf die die zu
entwickelnden Terme zuriickgefiihrt werden.

Ein anderer nur bei Macsyma vorgefundener Ansatz fiir eine Potenzreihenentwicklung wird mit
dem “series” Programmpaket angeboten. Bei FEingabe einer linearen gewohnlichen
Differentialgleichung wird eine Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten bestimmt und ggf.
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eine geschlossene Reihendarstellung. Das klappt zwar bei f"(x)+ f(x) = 0 fiir
f(x) = sin(x), scheitert jedoch bereits an f'(x) — f(x) = 0 fiir f(x) = e".

Dieser Exkurs in die Funktionalitit heute verfiigbarer Computer Algebra Systeme zeigt, wie
wenig an eine algorithmisierte Entwicklung von Funktionen in eine formale Laurentreihe gedacht
wurde. Bei den ansonsten gebotenen groBartigen Moglichkeiten von Computer Algebra Systemen
und dem enormen Konkurrenzdruck ist das ziemlich unverstindlich. Dal} die prinzipielle und
problemlose Moglichkeit fiir die symbolische Programmierung der in dieser Arbeit vorgestellten
Methoden zur Entwicklung von Funktionen in formale Laurentreihen besteht, soll anhand einer
experimentellen Implementierung mit dem Computer Algebra System MATHEMATICA im néchsten
Kapitel deutlich gemacht werden. Die Entscheidung fiir MartHEMATICA ist hier von geringer
Bedeutung und nur durch seine derzeit stark gewachsene Verbreitung begriindet.

5.3 Experimentelle Implementierung mit MATHEMATICA

Bei einer Implementierung mathematischer Methoden werden neben der in Kapitel 5.1 gestellten
Frage zur Festlegung von Algorithmusstruktur und -verzweigungskriterien noch weitere
mathematisch zu behandelnde Antworten erforderlich. Dies liegt einerseits an beschrinkten
Fihigkeiten der Programmiersprache, wodurch bisher nicht vermutete Liicken im Algorithmus
erkannt werden, als auch der notwendigen Begrenzung von iterativen Prozeduren durch geeignete
Parameterwahl (z. B. Suchtiefe bei der Konstruktion einer Differentialgleichung). Da einige
dieser Fragestellungen z. B. erst durch die Zwinge der Programmierung oder einer intensiven
automatisierten Anwendung des Algorithmus bei unterschiedlichsten Funktionen entdeckt
werden, ist es sinnvoll, die untersuchten Methoden in einer experimentellen Implementierung
nutzbar zu machen. Die dabei gefundenen Beobachtungen vervollstindigen die Methodenanalyse
und sind dariiberhinaus eine zusétzliche Verifikationsmoglichkeit fiir den Algorithmus.

Das Computer Algebra System MarHeEmatica [Wo91] stellt aufgrund der im vorherigen Kapitel
gefithrten Diskussion ein geeignetes Arbeitswerkzeug fiir solch eine experimentelle
Untersuchung dar. Eine Implementierung des in Kapitel 5.1 strukturierten Algorithmus wird
durch MarHemaTtica-Funktionen unterstiitzt, die algebraische und trigonometrische Umformungen
und Verkniipfungen von Termen vornehmen (z. B. Simplify, Factor, Expand, GCD, TrigReduce,
TrigExpand, PolynomialQuotient, PolynomialLCM), Funktionswerte berechnen, analytische
Operationen durchfithren (D[erivative], Integrate, Limit) und lineare Gleichungssysteme (Solve)
losen. Dabei kann in der Regel insbesondere in bezug auf die Losung linearer Gleichungssysteme
von mathematisch anerkannten und erfolgreichen Verfahren ausgegangen werden.

Keine oder nur unzureichende Unterstiitzung durch Matuemartica findet der Algorithmus bei
spezifischen aber grundsitzlichen Problemen wie:

* Berechnung einer komplexen Partialbruchzerlegung analog zum Algorithmus 3.2-2 fehlt bei
MATHEMATICA.

* Berechnung von Pochhammersymbolen: Obwohl sich MarheEmaTicA mit seiner Funktion
“Pochhammer” vielversprechend gibt, Pochhammersymbole zu berechnen, ist deren
bereitgestellte Fihigkeit keine ausreichende Antwort auf die Vielfalt, der mit dem
hypergeometrischen Ansatz erzeugten Pochhammersymbole. Hier miissen zahlreiche
Vereinfachungsregeln aufgestellt werden, z. B. mit n, k, a € IN:
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2k!

(1/72), = k— , aus Beispiel 3.4-2,
4" k!
(n_l)zk . ..
(n/2), = - , z. B. fiir (3/2), aus Beispiel 2.4-4 und 3.4-2,
45 ((n-1)12),
(173),- (273, = CRL 2. B.bei f(2) = €%,
k- 27
(a) = CL wegen (y); bei f(z) = (1+2)”.
(-a), = (-a)(—a+1)..(—a+(k-1))
‘ -DFal
= (Dfaa-1)...(a=(k=1)) = (a_k‘)l!,

wegen (-y), bei f(z) = (1+z) .
Mit (a), = k!(a +]I§_ ! ) = (—1)kk!(_ka ) konnen die Pochhammersymbole auch durch

die vertrauteren Binominalkoeffizienten ersetzt werden.

» Zusitzliche Vereinfachungen: Nach Berechnung der allgemeinen Formel fiir die Koeffizienten

der formalen Laurentreihe 2 a kzk fehlen Marnemarica viele Kenntnisse zu deren
k =k,
Vereinfachung. Z.B. entstehen sehr hdufig Terme der Form
7 -z " mitze €
(vgl. Beispiele 3.2-3 und 3.5-4), fiir die eine zusétzliche Regel bekanntgegeben werden muf:

"=z " = 2i- /" sin(k-¢),mit z = r(cosd +i- sind).

Fiir die spitere Verwendung der formalen Laurentreihe ist es sinnvoll, eine einheitliche
Ergebnisform festzulegen. Hierunter fillt das Bestreben, alle Summanden in die geschlossene
Form der formalen Laurentreihe einzubeziehen oder - falls das nicht geht - den Anfangswert der
Indexvariable zu normieren, z. B.:

- (—1)k 2k +1
~ 2+ 1

f(z) = z+arctan(z) = 2z + Z ch 1) A2y

Es gilt auch, ein nach Lemma 2.4—3 aus m (m-fach symmetrischen) Summen bestehendes
Ergebnis wieder zusammenzufassen, insbesondere wegen des in Kapitel 4.1 eingefiihrten

Ansatzes g(z) = f(z") fiir eine “formale Laurentreihe” mit gebrochener Schrittfolge, z. B.:

[

Y/ a S 1 k+1/2 1 k2
f@=¢"= 3 5o+ 2 i e = Lt
k=0 k=0 k=0

Dabei handelt es sich vor allem um algebraische Umformungen, die mit Hilfe der
Mustererkennung (pattern matching) gelost werden und nicht das Anliegen der hier untersuchten
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Methoden sind.

Aus den iterativen Algorithmusteilen ergibt sich spidtestens mit einer experimentellen
Implementierung die Frage nach Anfang und insbesondere Linge der Iterationsintervalle. Im
vorliegendem Algorithmus ist die Angabe von N, , € IN zur Begrenzung der Suche einer
einfachen Differentialgleichung mit dem Algorithmus 3.3-1 erforderlich, die Festlegung von

Intervallanfang und -liange, & und n,;,, , bei der Suche nach einer Initialisierung der

init
Rekursionsgleichung im hypergeometrischen Ansatz sowie n,, , € IN fiir ein maximales n im

speziellen Ansatz g(z) = z - f(z) (s. Abb. 5.1-3).

Ein groBer Wert von N, . bzw. n als auch ein langes Intervall [k k. +n,,| konnen

inir> * > Kinit
eine erhebliche Verlingerung der Bearbeitungszeit zur Folge haben und miissen deshalb sorgfiltig
gewihlt sein. Fiir die Konstruktion einer einfachen Differentialgleichung ist

N 4
geeignet, da mit zunehmender Ordnung der Differentialgleichung die Schwierigkeit zunimmt, daf3

die entsprechende Rekursionsgleichung mit dem hypergeometrischen oder rekurrenten Ansatz
gelost werden kann.

max

max:—

Im hypergeometrischen Ansatz wird von einer Rekursionsgleichung der Form a, ., = R(k)a,
mit R = g ausgegangen. Damit ist die Initialisierung dieser Rekursion bei k;,;, € Z erst dann

sinnvoll, falls es kein k €Z gibtmitk >k, . und R(k ) = 0, d. h. es wird gefordert:
k.. >max{k eZ |P(k)=0} .
Mit dem Beweis von Lemma 2.3-1 entsteht die Forderung a, # 0. Die Situation

Vke {k, ki + o} a, = 0

init’ ***° “init

init

init

wird mit zunehmenden n,,, seltener, so daB ein kleiner Wert fiir n,,, , z. B.
n len::3 ’
als angebracht erscheint. Eine mathematisch sinnvolle Abschitzung fiir n, , € IN ist nur bedingt
moglich.  SchlieBlich versucht der Ansatz g(z) = z - f(z), Funktionen wie z.B.
sin(z
fz) = 3@
0

b4
wickeln. Die Festlegung

n. =10

max-

, ny€ N, trotz einer Singularitét bei z = 0 in eine formale Laurentreihe zu ent-

ist dabei beliebig, da ein groBes n keinen Einflul hat auf die Schwierigkeit, eine einfache Diffe-

rentialgleichung zu konstruieren, die dann auf eine mit dem rekurrenten oder hypergeometrischen
Ansatz losbare Rekursionsgleichung fiihrt.

sin(z)

100
<

unbestimmtem Ne IN wird es sinnvoller, den Algorithmus so zu erweitern, da3 ausgehend von
der mit dem Algorithmus aus Kapitel 5.1 gefundenen formalen Laurentreihe fiir sin(z) auch die

In Fillen wie f(z) = , f(2) = 2% sin(z) oder auch f(z) = z" - sin(z) mit

formale Laurentreihe fiir f(z) aufgestellt wird. Dies geschieht prinzipiell eher mit Hilfe von
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Mustererkennung und ist nicht Ziel der experimentellen Implementierung der hier untersuchten
Methoden.

Eine Liste von Funktionen, die unter Anwendung einer mit MartHEMATICA erstellten
experimentellen Implementierung der untersuchten Methoden, auf die Moglichkeit hin gepriift
wurden, in eine formale Laurentreihe entwickelt zu werden, befindet sich in Anhang A. Die dabei
genutzten MatHEMATICA Programme sind im Rechenzentrum des Fachbereichs Mathematik der FU
Berlin verfiigbar [K92a] und gehoren zu den Hilfsmitteln der in dieser Arbeit vorgenommenen
Methodenanalyse. Die vom mathematischen Standpunkt aus gefiihrte Diskussion und Benutzung
dieses Werkzeugs soll dabei den um die Computer Algebra Systeme gewachsenen Arbeitsbereich
des Mathematikers beriicksichtigen.
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6 Weitere Fragestellungen

6.1 Umkehrung der Methoden

Ausgehend von den Methoden aus Kapitel 3 ist es naheliegend, einen inversen Algorithmus zur
Berechnung der erzeugenden Funktion einer formalen Laurentreihe zu betrachten:

(Fz 2 aksz—>f(z).

k = k,

Dabei soll es nun weniger um eine ebenso ausfiihrliche Erarbeitung wie bei den bereits
diskutierten Entwicklungsmethoden gehen, sondern eher um eine aus didaktischen Griinden
sinnvolle Intensivierung dieses Methodenverstindnisses durch deren Betrachtung in
entgegengesetzter Richtung.

Bei dem inversen Entwicklungsalgorithmus geht es prinzipiell um folgende Arbeitsschritte [K92,
S. 23]:

ALGORITHMUS 6.1-1:

(a) Bestimmung einer Rekursionsgleichung fiir die Reihenkoeffizienten mit dem Ansatz:

m
(6.1-1) a, + 2 pj(k)ak+j =0, mit pj(k) rational.
j=1
(b) Aufstellung einer Differentialgleichung durch die Transformation:
" n f(z) 04
k akﬂ-%e zj , mlt@.—zdz.

Aus der Rekursionsgleichung (6.1-1) entsteht damit die Differentialgleichung:

612 f@+ Y0 12 =0,

j=1 <
(c) Bestimmung einer Losung fiir die Differentialgleichung (6.1-2) und damit einer Funktion
f(z) mit f(z) = F.In Abhingigkeit von der vorliegenden Differentialgleichung bleiben fiir
die gesuchte Funktion Parameter unbestimmt (z. B. f(z) = c¢-¢e°, ¢ € ), die unter Beach-

tung entsprechender Anfangsbedingungen (f(0) = a,, f'(0) = a,, ..., f(k)(O) = k!-a;)
berechnet werden konnen.

In Teil (a) von Algorithmus 6.1-1 ist zur gegebenen Koeffizientenfunktion A mit A(k) = a, eine

Gleichung der Form (6.1-1) zu konstruieren, d. h. einer Gleichung mit polynomialen Koeffizien-
ten der Funktionen A(k), A(k+1), ..., A(k+m) . Diese Aufgabe kann mit dem Algorithmus
3.3-1 behandelt werden.

In Umkehrung zu Lemma 3.4-1 entsteht durch Teil (b) des Algorithmus 6.1-1 nun eine Differenti-

algleichung fiir f(z) = 2 akzk, die der vorgegebenen Rekursionsgleichung (6.1-1) geniigen
k =k,
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soll. Die angegebene Transformation ist begriindet durch:

0" jLJZ) = 6"( D akzk_jj

<z k =k,

n k
=9( 2 ak+jzj
k=ko-j

= Y K"-are wegen (2.4-2).
k=ko—J
Ein Beweis fiir die Giiltigkeit der gefundenen Differentialgleichung im Fall einer Funktion vom
hypergeometrischen Typ ist mit Satz 2.4-2 bereits gegeben. Es ist aber darauf zu achten, daf3 be-

vor die Transformation durch Teil (b) des Algorithmus 6.1-1 durchgefiihrt wird, die Voraussetzun-
gen im Beweis von Satz 2.4-2 erfiillt sind, d. h. in Q(k)a, ., = P(k)a, (Gleichung (2.4-3))

miissen die Polynome P und Q so gewihlt sein, daB Q(k,—1) = ... = Q(ky—m) = 0 . An-
sonsten multipliziere Vje€ {1,...,m} mit Q(k,—j)#0 die Rekursionsgleichung mit
(k—ky+J).

Der Erfolg von Algorithmus 6.1-1 bleibt aber insbesondere von der Moglichkeit abhingig, die
Differentialgleichung (6.1-2) zu 16sen. Die Algorithmisierung von Teilen der Theorie gewohnli-
cher Differentialgleichungen liegt jedoch auf3erhalb der Methodenanalyse dieser Arbeit, so daf3 an
dieser Stelle nur die Benutzung von Spezialliteratur [z. B. Ka77] oder in dieser Frage fortgeschrit-
tener Computer Algebra Systeme (z. B. “ode”-Funktion, Ordinary Differential Equation, von
Macsyma) empfohlen wird.

Der Algorithmus 6.1-1 kann als Umkehrung des hypergeometrischen bzw. rekurrenten Losungs-
ansatzes (Kapitel 3.3 - 3.5) verstanden werden. Eine Methode zur direkten Umkehrung des ratio-
nalen Ansatzes aus Kapitel 3.2 miifite sich - wegen der dem rationalen Ansatz zugrundeliegenden
Aquivalenzschritte - mit dem Muster der Koeffizientenfunktion der gegebenen formalen Lauren-
treihe beschiftigen. Im Gegensatz zum Kriterium fiir die Anwendung des rationalen Ansatzes,

ndmlich der rationalen Form der zu entwickelnden Funktion R(z) = P(2) mit P(z) und

0(2)
Q(z) Polynome, wire es fiir eine direkte Umkehrung wegen (3.2-1) und (3.2-2) notwendig, fiir
die Koeffizienten in 2 a kzk mit algebraischen Umformungen die folgende Form zu gewinnen:
k =k,

m

VN

a; = 2 2 CJ+/<U J+i 1 mit {,, ¢,; € Cund m, g, € N.
=1 j=1

Offensichtlich ist dieses Kriterium im allgemeinen nicht trivial und ohne besondere zu
entwickelnde Strategien wenig handhabbar. Da der Algorithmus 6.1-1 auch auf rationale
Funktionen f(z) anwendbar ist (vgl. Beispiel 6.1-3), sollte die Umkehrung der Methoden nur von
diesem universellen Algorithmus ausgehen.
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BEISPIEL 6.1-2:

Der Algorithmus 6.1-1 wird angewandt auf F' = 2

Teil (a):

Teil (b):

Teil (c):

Ansatz: a;, + p(k)a, ., = 0,d.h.

Kapitel 6: Weitere Fragestellungen

und damit folgt bereits: p,(k) = —(k+1)

sowie die Rekursionsgleichung: a; —(k+1)a, ., = 0.

Aus a, —ka, | —a,,, = 0 folgt:

_e_ Al f | f
0=f-z dz[z) z
_f_z[f'z_zfj_]g
Z
:f_f'.}.J_(‘_Z
Z Z
=r~f.

Losung der

Differentialgleichung

unter

f(0) = ay = 1 istoffensichtlich f(z) = e .
BEISPIEL 6.1-3:

oo

k
<
[k
k=0
_
G+’
1 1
atP® i =0

Beriicksichtigung  der

Sei F = 2 (k+1)zk gegeben, alsoaq, = k+1unda, | = k+2.

k=0

Der Ansatz a, + p,(k)a, ., = 0 bzw. p,(k) = _]]zil

(k+2)a,—(k+1)a,,, =0 .

Bedingung

fiihrt auf die Rekursionsgleichung:

Mit der Transformation aus Teil (b) von Algorithmus 6.1-1 folgt die Differentialgleichung:
2-f+(@iz-1)f =0.

Eine Losung dieser Differentialgleichung mit

f(z) =

1
(1-2)°

BEISPIEL 6.1-4:

oo

f(0) =1

Gegebensei F = ¥ (1+(-1))Z",d.h qp = 1+(-1)".

k=0
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L+ (D" _ 14D
L+ (=D et

Aus dem Ansatz a;, + p,(k)a, ., = O ergibtsich p,(k) =

Dabei ist p (k) nicht-rational (ansonsten wire h(/’c)::(—l)'C rational, wegen:

_ 1+ h(k) L+ py(k)
Pl(k)—_1+—}l(]<) = h(k)_—l+—pl(k)

und fiihrt damit auf den Ansatz a, + p(k)a, |+ py(k)a, ., = 0.
Mit der Losung p(k)=0 und p,(k)=-1 gilt die rekursive Beziehung a;, = a, .

Auf direktem Weg ergibt sich sofort:

= k
0= 2 (ap—ay,,)z

= £(2) - S(f(2) - ag—ay2)
Z

o 0=7f(2)- f(z)+ay+a,z
o (1-2)f@) = ag+a;z =2
2

& f(z) = 5 -
1-z

Soll der Algorithmus 6.1-1 verfolgt werden, ist zundchst die Rekursionsgleichung mit
(k—ky+1)(k—ky+2) zu multiplizieren, denn fiir den polynomialen Koeffizient Q(k) von
ap,, gilt Q(ky—1) = O(ky—2) = 1#0 . Damit ergibt sich die Rekursionsgleichung
(k+2)(k+1)a,,, = (k+2)(k+1)a,
und nach Transformation die Differentialgleichung

(1-2)f"(2)—42f'(2) - 2f(z) = O .

Mit den Nebenbedingungen f'(0) = 0 und f"(0) = O folgt die Losung f(z) = 2

l—zz.

6.2 Bestimmung des Konvergenzradius

Der Algorithmus 6.1-1 erinnert nicht nur an den Algorithmus aus Kapitel 5.1, sondern beinhaltet
auch gleiche Problemstellungen (z. B. Algorithmus 3.3-1 und Teil (a) aus Algorithmus 6.1-1).
Solche Uberschneidungen zeigen, daB verwandte Fragestellungen mit Bausteinen eines
gemeinsamen erweiterten Algorithmus behandelt werden konnen. Eine vergleichbare Situation
besteht bei der Betrachtung des Konvergenzradius der formalen Laurentreihen.

Die Berechnung des Konvergenzradius ist bereits mit dem Vorliegen einer Rekursionsgleichung
fiir die Reihenkoeffizienten moglich und hiufig sogar einfacher als anhand einer geschlossenen

Formel fiir a; . Beim rekurrenten Ansatz hat die erzeugende Funktion wegen (3.5-5), (3.5-6) und
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(3.5-7) die Form:
N .
(6.2-1) f(z) = 2 cjzp’e ™ mit Cj ?»j € Cundp;, N €N,
j=1

A,
Die Exponentialfunktionen e ”* haben den Konvergenzradius r = oo und damit auch f(z).

Im Fall einer Funktion vom hypergeometrischen Typ besitzt die Rekursionsgleichung die Form
(2.4-1). Nach Lemma 2.4-3 kann diese Funktion in m hypergeometrische Reihen aufgeteilt wer-
den:
S e, T mit s = 0,1, ., (1),
k = ko

wobei die Koeffizienten a, und a, ., mit n = mk + s jeweils aufeinander folgen. Analog zum

m

Quotientenkriterium [W90, S. 96] konvergiert 2 a,, kZMk, falls der Grenzwert existiert von:

k =k,
4 ka+m —1/m
lim |“mk+m = |- tim |R(mk)| , bzw. |2 <( lim |R(mk)| ) .
Ayl
Fiir die anderen Reihen mit s = 1, ..., (m—1) gilt dies analog wegen:
lim |R(mk + s)| = lim |R(mk)| ,
k —> o0 k —> oo
so dal} insgesamt fiir den Konvergenzradius folgt [He89, S. 825]:
(6.2-2) ro= 1 .

lim "/|R(mk)|
k—> o0

a b
Da R(mk) = (2 pj(mk)]j D qj(mk)Jj mit p, ¢; € C rational ist, gilt sogar:
j=0 j=0

0 ,falls a< b
oo ,falls a>b

/q
w22 falls a=b
Pq

Die Bestimmung des Konvergenzradius mit Hilfe der Rekursionsformel ist sogar dann noch mog-
lich, falls kein Losungsansatz zu einer geschlossenen Formel fiir g, fiihrt. Dies soll an einem Bei-

(6.2-3) ro=

spiel verdeutlicht werden:
Gegeben sei die Rekursionsgleichung a, = P(n)a, |+ Q(n)a, _, , P(n) und Q(n) rational.

a,_»o
a

n

a
Es folgt - == P(n)+Q(n) und mit b, :=

n-1 a

n—1 n-—1
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1 P(n)

1 1 1
b = P(n)+Q(n)- bzw. + — - =0 .
8 bn— 1 bn ) bn—l Q(n) bn Q(n)
Nach dem Quotientenkriterium gilt fiir den Konvergenzradius r = lim bl’ so daf} sich dieser
n—e D,
als Losung einer quadratischen Gleichung bestimmen l46t:
P() , | Py, 1
62-4)  r= lim|-—2 4 .
n—e 2-0(n) 4-Q2(n) Q(n)
A/ 2
lim P(n)+ NP (n)+4-Q(n)
n—» oo 2-0(n)
Bei Vorliegen einer rationalen Funktion f(z) folgt der Konvergenzradius direkt aus
Py(z
f(z) = QOE )) oder - sofern nur eine Ableitung von f(z) rational ist und da der Konvergenzra-
o\Z
. . . . . ) P (2) .
dius von f(z) mit denen seiner Ableitungen iibereinstimmt - aus [ (z) = 0. In beiden
2

Fillen wird der Konvergenzradius durch die Nullstellen des Nennerpolynoms eingeschrinkt, so
daf gilt:

(6.2-5) r::min{zN| O (zy)=0} .
BEISPIEL 6.2-1:

Sei f(z) = N2-7".

Der hypergeometrische Ansatz liefert

© k
_ 2k-3 _ C(1/8)"2(2k)! 3«
U3 = a1 Y und f(z) = kz_:o —(2k—1)k!2 .

Mit (6.2-3) folgt als Konvergenzradius r = 3A/§ = 3/2.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden lassen sich zu einem konstruktiven Algorithmus zu-
sammenfassen, der fiir eine Vielzahl komplexwertiger Funktionen f(z) jeweils eine geschlossene
Darstellung durch eine formale Reihe F bestimmt. Die Beriicksichtigung von Singularitdten und
Puiseux-Reihen vergrofBert den Anwendungsbereich der mit dem Algorithmus verbundenen
Transformation f(z) — F. Es werden nicht nur formale Laurentreihen im eigentlichen Sinne
konstruiert, sondern dariiberhinaus formale Reihen der Form:

-k

F = P(z)-In(z) + 2 akzv fn ,mitneN, ve {I,-1}, PPolynomund q, € C.

k =k,
Im wesentlichen basiert der Algorithmus auf zwei Grundideen:

(1) Eine komplexwertige rationale Funktion oder deren rationale Ableitung kann durch Partial-
bruchzerlegung auf Terme zuriickgefiihrt werden, die einer Binominalreihe entsprechen.

(2) Mit einer linearen Differentialgleichung fiir f(z), die nur polynomiale Koeffizienten besitzt,
liegt fiir die Koeffizienten der formalen Reihe eine Rekursionsformel vor, fiir die eine nicht-
rekursive Formel aufgestellt werden muf. Die Existenz und die Form einer solchen Losungs-
formel wurde bewiesen fiir die Rekursionsgleichungstypen:

(@ ag,,, = R(k)-a, mit R(k) rational, und
-1
®) 4, = D ¢ira,;, mitc;e C
j=0

Beide Grundideen konnen aufgrund ihres konstruktiven Charakters mit einer symbolischen
Programmiersprache automatisiert werden. Die Benutzung einer solchen Implementierung zeigt
z. B., daB} sich insbesondere der Losungsweg (2) zum Beweis elementarer Identititen (z. B.

arcsinh(z) = In(z+ A1 +z2) ) oder einfacher trigonometrischer ~Umformungen und

Symmetriebeziehungen eignet. Die umgekehrte Transformation F — f(z) als auch die
Bestimmung des Konvergenzradius steht ebenfalls im engen Zusammenhang mit dem zweiten
Losungsweg, da die Algorithmen zur Konstruktion einer Differentialgleichung bzw. zur
Aufstellung einer rekursiven Koeffizientenformel erneut zur Anwendung gelangen.

Mit der Beschrinkung der Methoden auf die beiden o. g. Rekursionsgleichungstypen werden der
Bedeutung des Algorithmus deutliche Grenzen gesetzt. Eine naheliegende Vergroflerung der
Methodenvielfalt, insbesondere um auch Koeffizienten mit Bernoullizahlen zu beriicksichtigen,
ist sicher sehr lohnend. Anregungen konnten dabei vielleicht weitere Regeln aus der Theorie der
erzeugenden Funktionen geben, z. B. [Wi90, S. 39]:
egf - egf - - X ) k k
feodiat,, s{bt, = f-g= chz, mit ¢, = Z(HJanbk—n'
k=0 n=0

Ausgehend von Algorithmen zur Entwicklung komplexwertiger Funktionen, deren Umkehrung
und der Berechnung zugehoriger Konvergenzradien auf der Basis von Differentialgleichungen
und rekursiver Koeffizientengleichungen, bestehen zugleich die Grundelemente fiir einen
Algorithmus zur analytischen Fortsetzung komplex differenzierbarer Funktionen. Bei Benutzung
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eines Computer Algebra Systems 146t sich das Kreiskettenverfahren [BS76, S. 179]
automatisieren. Mit der Festlegung einiger Strategien fiir eine Vergroferung des
Konvergenzbereichs in der komplexen Ebene durch wiederholte analytische Fortsetzung einer
Funktion, entsteht somit eine andere interessante Erweiterungsmoglichkeit der Methoden und
Algorithmen, die in dieser Arbeit dargestellt wurden.

Mit der Verbreitung der Computer Algebra Systeme gewinnen algorithmisierte Methoden in der
Mathematik mehr an Bedeutung. Die zugrundeliegenden Ideen sollten fundiert sein und kénnen
deshalb keinesfalls ohne den Beweis ihrer mathematischen Aussage programmiert werden. Fiir
den Mathematiker entsteht hier ein wichtiges Arbeitsfeld, von dessen Ergebnissen neue Impulse
fiir die Mathematik ausgehen konnen. Der Lohn fiir diese “neuen” Aufgaben steckt dabei in der
Zuverldssigkeit, Schnelligkeit und den Anregungen durch die Arbeit mit Computer Algebra
Systemen.

Allmihlich werden Computer Algebra Systeme, die bereits heute schon auf nur 300 Gramm
schweren sog. Palmtop-PC’s (Malle 16 cm X 8,6 cm X 2,5 cm ) arbeiten konnen [Ku91, S. 23],
den herkommlichen numerischen oder programmierbaren Taschenrechnern eine starke Konkur-
renz sein. Wihrend bisherige Konzepte fiir den Computereinsatz im Mathematikunterricht fiir die
unterschiedlichen Anwendungen in Arithmetik, Geometrie und Sachrechnen verschiedene Soft-
ware-Werkzeuge benotigen [MPW86, S. 8], stehen nun einheitliche Gesamtwerkzeuge zur Verfii-
gung. In der Bundesrepublik Deutschland ist die Diskussion um deren Bildungswert im Schulfach
Mathematik unter Lehrern und Didaktikern sehr intensiv. Diese didaktische Frage kann im Rah-
men dieser Arbeit natiirlich nicht behandelt werden, es bleibt aber festzuhalten, daf3 auch kritische
Betrachtungen die Benutzung eines Computer Algebra Systems im Mathematikunterricht zumin-
dest im Schulalltag der Sekundarstufe II befiirworten und die Aufstellung eines entsprechenden
didaktischen Forschungsprogramms anregen [Sch91].
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Anhang A Anwendungsbeispiele

Zur Veranschaulichung der Breite der Anwendbarkeit des in Kapitel 5 diskutierten Algorithmus
wird hier eine Auswahl komplexwertiger Funktionen gegeben, zu denen der Algorithmus eine auf
eine formale Laurentreihe zuriickzufiihrende Darstellung findet. In der 5. Gruppe sind Funktionen
genannt, fiir die der Algorithmus nicht auf eine formale Laurentreihe fiihrt. Die Beispiele wurden
unter Benutzung einer Maruemartica Implementierung des Algorithmus [K92a] ausgewihlt.

1. Gruppe (LOsung mit dem rationalen Ansatz):

1 m k-1 k
Al-1 L -_Z
( ) 1-az a+ Z ¢
a _ a(1+k)(2+k) k
(A1) - yaRCR

(-2 2y 2b
(A.1-3) Fibonacci-Zahlen:
1 1 k
2<1+I) -
1—z7- Z k+1[

(A.1-4) Beispiel 3.2-3:
, (—l)ksin(M)
4 k

1
—_— = Z
Zi0z42 = H(k+ 172

Rationaler Ansatz angewandt auf die 1. Ableitung:

= SN0 et
(A.1-5) arctan(z + y) = arctan(y) + z T Z
k=0 (k+1)(y +1)

k+1

2. Gruppe (L6sung mit dem hypergeometrischen Ansatz):
Alle Funktionen (2.2-1) - (2.2-11),

Z

2-(- 1) Z1+2/<

2
ﬁj 2 WAL+ 2k) k!

0

(A2-1) erf(z) =

i 24 - k! 1+2k

h22) o) = TR

(A.2-3) e smh(z) 2

2 (1+k)' ’

oo
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(A.2-5) z-arccot(z) = % Z 2k+2 )
@ 2

(A2-6) (1+ 41 —Z) 2 k’(l——y)k ,

= (—4)k 4k +1 c 2(—4)k 4k+3
(A.2-7) sin(z)cosh(z) = 2 a +4k)Z + 2 G140 ,

k=0 k=0

sin(3 - arccos(z)) _ (- 4) (I +k)! 2k _

(428 = 2 : 2 Sl TR
(A.2-9) cos(4 - arccos(z)) = 2 %z% = 1—822+8Z4 )
(A.2-10) 1(1+z) 2k+1

Mit dem Ansatz g(z) = f(l/z) :
1 —(2k+ 1)
(A.2-11) sm( ) 2 (2(k +)1), ;
1

° k
Z _ 47k
(A2-12) e ® = Zo(zk)!z

Mit dem Ansatz g(z) = f'(2) :

(A213) Ci) = [0 = Coin()+ 2 2< D'

k(zk)vZ

Z

(oo,

(A.2-14)  arcsech(z) = In(2)—In(z) + 2 ——2
e 2k- K?

Mit dem Ansatz g(z) = f(z"):

2. (1) 12

2 ATkl +2 k- k)L

(A2-15) erf( ) =
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z © k
- (V200 N2, 4(-1) k+1/2
(A2-16) B(1/2,3) = jz (1-t)dt =Y RN ETIE :
0 k=0
; -1/2 - (—1)k k+1 2z2
(A2-17)  B(12,2)4e = [ (1 ~1)dr = kZO(k+ A
0 =

3. Gruppe (Losung mit dem rekurrenten Ansatz):
(A.3-1) Beispiel 3.3-3/3.5-4:

k2 . -k

- 2 ==
sm( 4)k
Z

esin(z) = Y o ,
k=1 )
e K+ 1 k.k+1
(A32) e +sinz) = Y 2o Jz’k(,_l) L
k=0 )

° k
A33)  (E+sin@) = L1e Y (N dia - raia+ ) @ 2H+20
’ R = 4k ¢

4. Gruppe (Direkte Losung, da hochstens endlich viele Koeffizienten ungleich 0):

(A.4-1) arcsin(sin(z)) = z ,

(A4-2) arctan(cot(z)) = g—z ,

(A4-3)  (cos(z)*+sin(z))) =1,

(A.4-4)  cos(arcsin(z)) — /1 —z2 =0,

(A.4-5) arcsin(z) +i-arcsinh(i-z) = O .

5. Gruppe (Ohne LLo6sungsansatz):

kay +ag 4

(A.5-1) li—tf , wegen der Rekursionsgleichung a; , , = —%3

(K> + k)a, + (2K + 8k + 8)a, , ,

(A.5-2) arctam(z)Z , Wegen a; ., = —

(k+3)(k+4) ’
e“sin(z) a—(2+k)ag,
(A.5-3) T,Wegen A,y = — ETAIEET))
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