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Aufgabe 1 (Spatprodukt): Seienu,v,w € R3 undx € R eine beliebige Linearkombination

X=AU+pv+nw, A puneR,

so gelten

X, V, W] [u, X, W]

_ _ [U7V7X]
uvw® M und n=

[u,v,w]| [u,v,w]

A=

a. Welche Voraussetzungen muss mani.arw stellen?

Losung:Es musgu,v,w] = det(u,v,w) # 0 gelten. Also nisseru,v,w linear unabBngig sein.

b. Benutze nur das Kreuz- und Skalarprodukt, um (1) zu zeigen.
Losung:Es ist

[X,V,W] = (X X V,W) = ((AU+ HV+ NW) X V,W)
= (MU V) + (VX V) + W V), W) = (AU V), W) + (N (Wx V), W)
=AM(uxv),w) =A-[u,v,w.

Die anderen Skalare werden analog berechnet.

c. Welchem Verfahren aus Linearer Algebra | entspricht (1) und warum?

Losung:Der Cramerschen Regel.

Aufgabe 2 (Ein bisschen Geometrie):

Seien

=(-5,3,07,
vz_(204)

wi = (1,3,0)7,

Wy = (—4,0,4)T ¢ R® mit
Vi+ Vo = W1 +Wo.

a. Berechne die Winket,3,y,d und¢.
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Losung:Es ista = Tt— £(v1,V2) = TT— arcco ‘<"1"’2> [ = Ti—arccog — %) ~1.17~67. B,y,d werden

vi|[-[lvz
analog berechnet. Zur Berechnung ¥pherechned(vy x wi, Vo X Wo).

b. Wie stehen die Ebenen, die venw; bzw, v,,w, aufgespannt werden, zueinander?

Losung:Wegen¢ = 7 stehen die Ebenen senkrtecht zueinander.

[1]

c. Seieru,v,w € R3, Zeige:|[u,v,w]| entspricht dem Volumen des vorv, w aufgespannten Spats.  [3]

Losung:Es ist|[u,v,w]| = |{ux v,w)|. Die Grundfache das Spates ist |ux v|, um das Volumel zu brechnen
berbtigen wir noch die Bheh, also den Abstand vow von der Ebene spén,v). Dies isth = |<"“:’J”XXV“’>|.

Das ihrt zuV =1 -h=ux V|- '%“XXV“’” = [[u, v, W]|. .




d. Wie kann imR2 der Abstand eines Punktes zu einer Geraden berechnet werden? (Vgl. Vorlesufgj.)

Losung:Sei G : vo+ Av eine Gerade inR® undw € R? ein weiterer Vektor. Durch deblbergang zw — vo
kann Ohne Einsclankungvg = 0 vorausgesetzt werden.

Die Vektorenv und w spannen eine Paralellelogramm mit deradfleninhaltv x w auf, andererseits ist die

Flache des Paralellogramms aber auch Grundseite ¢ H und die Khe ist der gesuchte Abstand. Damit
[[vxw]

isth-||v|| = |lvxw| undh= e L]
[10]
Aufgabe 3 (Vektorprodukt):  Seienu,v,w,u’,V € R? reelle Vektoren.
a. Zeige:(uxv) x (U x V) =u detu,v,v)—V det(u,v,u) [4]
Losung:Es ist
(Up V3 —U3vy) (UpVz — UzV) — (U3 Vp — Up V) (U1 Vg — UgVa)
(Ux V) x (U xV) = [ (UpVg—UzVp) (UpVo —UpVva) — (U} V5 — U5 V) (UpVa — UgVa) |,
(UpV3 — Ug V) (U1Vs — UgVy) — (U] V3 — UgV)) (UzV3 — U V)
mit geschickter Umsortierung ekt man die Behauptung. =
b. Zeige:(ux v,u' x V) = (u,u)(v,V) — (v,u')(u,Vv) [4]
Losung:Ebenfalls direktes Nachrechnen. L]
c. Zeige:u,v,w linear unabBngig<—- uxv, vxw,w x u linear unabkngig. [2]

Losung:Die Aussage ist anschaulich klar, wenn man sibbrlegt, wie die Vektoren im Raum stehen. Hier soll
aber auch eipabstrakter* Beweis gegeben werden.

»,<" durch Kontraposition: Sind, v,w linear ablngig, so ist etwa = Av+nw, {A,n} # {0}. Damit folgen

uxv=(Av+nw) x v=nwx vunduxw = Avx w und damitu x v,ux w € sparfw x v), also sindu x v, v x
W, W x U linear abkngig.

,=": Seien u,v,w linear unabhngig. Definiere die EbeneR; := sparfu x v), E; := sparfv,w), E3 :=
spar{w,u). Diese haben die Normalenvektoren:= ux v, ny :=vxw, nz ;= w x U. Zwecks Widerspruchs
nehme nun amgz, Ny, N3 seien linear akdngig. Dann liegen sie in einer Ebene UBdN E; N E3 entlélt eine

Gerade\x. Dann missen abeu, v,w linear ablangig sein. Widerspruch. L]
[10]
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