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Aufgabe 1 (Kreuzprodukt im R"): Wir haben in der Vorlesung das Kreuzprodiitd x R® — RS2 ken-
nengelernt. Es gibt keine Verallgemeinerung der Fathx R" — R", aber wir ldnnen eine Abbildung
definieren:

n
Rix--xR"—R", (V. v D) v o v = § (= 1) det(A) -
LY ( ) i;( ) (A)-&

mit: V() x ... x vi"~D steht senkrecht auf jedevfl), 1 <i < n—1. DabeiistA:= (VY ... v(™)T undA
ist die Matrix, die durch Streichen deten Spalte aué entsteht.

Zeige:
Vl e Vn
W
a. Esgilt(vit x --- x v v) = det|
V(ln—l) vgn—l)
Losung:Es ist
detA1)
—de A n .
v v = _1( ) , und damit(v x ... x V(Y y) = Zvi(—l)'”del(Ai),
. i=
+det(Ay)
was nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz genau der angegebenen Determinante entspricht. =
b. Das verallgemeinerte Vektorprodukt ist linear in jeder Komponente, also:
V(l) X oo X V(ifl) X (V_|_W) X V(i+1) X eoo X V(nfl) — (V(l) X oo X V(ifl) X V X V(i+1) X oo X V(nfl))
_|_ (V(l) X oo X V(ifl) X W X V(iJFl) X oo X V(nfl))
V(l) X oo X V(ifl) X )\VX V(i+1) X oooe X V(n*l) e )\ (V(l) X ooe X V(ifl) X V X V(i+1) X oo X V(nfl)).
Losung:Wir zeigen nur die erste Gle|chung Seuen_ (v, =D (vew), VD (- I)T A =
(V(l),-“ ,V( 1 VV(|+1) V(n 1))T und AW (V<1),~-- ,V(iil),VV,V(iJrl),--- ’V(n*]-))T, ausserdem seien

x,xV), xW die entsprechenden Kreuzprodukte
Fixiere ein 1< i < n. Dann sindx = (—1)! detA, X = (- )' detA’ undx™ ( 1)l detA™. Wegen der
Multiinearitat der Determinante ist dat = detAi(V) +detA1- , deswegen isk = X; )eri(m und damitx =
x4 x(W), n
c. EsgiltvV x ... x v =0 «—= vl ... V("™ Jinear abkngig.
Losung:Es gilt
Dx.ooxvi™l —0«=detA =0furl<i<n

Vv, .. v Y sind linear ablngig.

d. Esgilt(vV x .. x V(™D vy =0fir1<i<n-1.

Losung:Die Aussage folgt aus (a). =
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Aufgabe 2: SeiV ein endlich-dimensionaldK-Vektorraum mit Skalarprodukg,-) undvs,... v, eine
. o J1i=]
orthonormale Fam|I|e<d.h.(v.,v,> = {0 oy )
Zeige: Es sindhquivalent: [15]

a. (vi1,...,V) ist eine Basis voWV.

b. RirveV qilt: Ist (vi,v) = 0 fur allei, so istv =0.
c. RirveVgilt: v=3{_1(v,vi)vi.

d. AirallevweV gilt: (vw) = 3{_1(v,vi) (vi,W).
e. FuralleveV gilt: [|v|?=Si_;[(vw)[2

Losung:,a=b": Ist vi,...,Vv; eine Basis volV, so kann man jedesc V schreiben als = A1vy + ...+ Arvy. Damit
gilt {vi,v) = Aj, und damit folgt augvi,v) = O fur allei, dasss = 0 ist.

,a=C": Wie oben ist(v,v;) = A, und damity{_;(v,vi)Vi = S{_; A\ivi = V.

.c=d‘: Sei vyw € V. Wir benutzen (c) dir v und w, dann ist (vw) = (3/_;(\Vi)Vi, S_i(WVi)vi) =

S ((Vivi, S Wvi)v) = ST (Wi, (W) = ST (VW) - (W vi).

,0=€" Mit (d) ist V]2 = 37 [(w W) - (wvi)| = Sy [(wvi) 2

~e=a": Die lineare Unabhgigkeit dew; ist klar, es bleibt zu zeigen dass spap...,v;) =V. Seiw € V ein weiterer
linear unab&ngiger Vektor, der orthogonal zu allensteht. Dann isfjw|||? = $_; |[(w,v)|> = 0, alsow = 0. Damit
erzeugen di@; schonV.

,b=-2a": Wie eben kann es keinen weiteren linear uréatgigen, orthogonalen Vektor geben. m [15]
Abgabe bis 17. Mai 2004 11:00h in deragten im zweiten
Stock [30]




