UNIKASSEL
SS 2004

versitat Ubungen Lineare Algebra |
Prof. Wolfram Koepf g Blatt 4 g 17.05.04

Peter Horn

Aufgabe 1 (Legendre-Polynome): In dieser Aufgabe wollen wir den PolynomrifRx] als (unendlich-
dimensionalenR-Vektorraum auffassen. Als Basisiven wir die Legendre-Polynome, die durch folgende
Rekursionsgleichung gegeben sind:
Po(x)
P1(X)
(N+21)Pri1(X) = (2n+ 1) X Ry(X) — nBy_1(X).

a. ZeigePy(x) ist ein Polynom vom Grad. [1]

1
X

Losung:Die Aussage folgt durch Induktion. L]
b. GibR(x)anfuri=1,...,5. [2]
Losung:

1 PL=x P
(3) =) x P=(R)¥= () ¥+ () B=(%)F-(2)¢+(¥)x

Po
Ps

C. Zeige:Bp := (Py(X), n € Np) ist eine Basis VoI [x]. [4]
Losung:Wegen de, = n ist klar, dass dié%, den Polynomring erzeugenilFdie lineare Unakdngigkeit

betrachte
n n—1
0= ZO}\iH =MPa+ %)\ipla
i= VT i=
Gradn ~— —

Gradn—1
also istA, = 0. induktiv folgtAg,...,An = 0 und dieP, sind linear unabéingig. (]
d. Berechnabp(f) fiir f € {x2, x°}, also(Aq,...,An,0,...) € R™I mit f(x) = ST oA R(X). [5]
Losung:Es ist(3P, + 2Py = X2, also ist®g, (X%) = (2,0,%,0,0,...).
Fur xS gilt x5 = &Ps+ 2 2P; + 3Py, also istdg, (x°) = (0,3,0,%,0,&,0,0,...). n

Nun fihren wir aufR x| ein Skalarprodukt:,-) ein durch

(1.9)= [ 109 g dx
e. Zeige:-,-) ist bilinear. [2]
Losung:Folgt elementar aus den Eigenschaften des Integrals. =
Nun betrachten wir den 6-dimensionalen Unterraum®&ox der Polynome bis Grad 5
V :={f e R[x| | degf <5}

f. Orthogonalisiere die BasB:= {1, x, X%, x3, x*, x°} vonV nach Gram-Schmidt mit der Modifika-

tion: [5]
m-1
Wi
W = Vm— Vi, W) ———, 1<n<n.
m=Vn= 2 VW o BN
Losung:
1
Wo:=1 W1::x—<x,1>wzx
22 X 2 1 - 2
W 1= X" — (X ,X>W7<X ,1>W7x ~5 U.S.w.



g. Vergleiche das Ergebnis niBp.

Losung:Die w; stimmen bis auf skalare Vielfache mit dBniiberein. |

Tatsachlich ist(Py(X), Pn(X)) = {0 2 n7m
n=m.

2n+1

Damit sind dieP, eine Orthogonalbasis bzg}. -).

Aufgabe 2 (Orthogonale Endomorphismen): SeiV ein endlich-dimensionaléR-Vektorraum und- €
EndV) ein Endomorphismus.
a. ZeigeF ist winkeltreu genau dann, weirne R undG € End(V) orthogonal existieren miE =A-G.
" ek Gai - (AG(v) AG( >>
Losung <" Seienv,w € V. Es ist £(AG(v),AG(w)) = arcco AGW AGwW) — arcco ZHG H HG

arcco v” va = L (V,W).
(F(v),F(w)) (v,w)

»,=" Sei nunF € EndV, dann istF genau dann winkeltreu, weniirfallev,w € V gilt FOIFWT = V-
Demnach existieren eine Abbildung V xV — R mit (F(v),F(w)) = p(v,w){v,w) und ein Abbildungn :

V — Rsg mit [[F(v)|| = n(v)||v]. Wegenu(v,w) = IEMEIFWI ot qannu(v,w) = n(v) - n(w) fir allev,w € V.

IR

Seinun(ey,...,e,) eine Orthonormalbasis voh. Dann gilt uri # j

(F(e+ej),F(e—¢))
[F(ei+e)ll-[IF(e—el
_(F(e+e),F(a—e)) [IF@)I?=IFE)I>  n(a)*—n(e)?

ne+e)nie—e) n(a+e)nla—e) n(a+e)n(a—e)

0=(e+e.6-6)= lle+eill - lle — el

und damit sind) = ¢ undp = ¢? konstant. Also sindF (v), F (w)) = c2(v,w) und ||F (V)| = ¢||v||. Damit sind
G:= % -F undA := c wie gesucht gefunden. =

b. Zeige: Istv = R3 undF ein orthogonaler Endomorphismus, so giit €,v € V

F(u) x F(v) =detF -F(uxv).

Losung:Es ist[F(v) x F(w)[[ = [F(V)I? - [[F(W)[[* — (F(v),F(w)) = [[VI|* - [|W][> — {v.w)? = [[v x w]|? =

|F (v x w)||2. Demnach existiert eik € {1} mit ||[F (v) x F(w)|| = A||v x w]|.

Es bleibt zu zeigenk = det(A), wobeiA = (01,02,03) die darstellende Matrix zE ist. Die Spaltero;, 02,03

bilden eine Orthonormalbasis dB2. Dann gilt

1= (F(01) x F(02),F(03)) = A(F(01 x 02),F(03)) = A(01 X 02,03) = A detA.

Wegen def € {+1} istA = detA. [

Abgabe bis 24. Mai 2004 11:00h in deragten im zweiten
Stock.
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