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Aufgabe 1 (Kreuzprodukt im R
n): Wir haben in der Vorlesung das KreuzproduktR3×R3 →R3 ken-

nengelernt. Es gibt keine Verallgemeinerung der FormRn×Rn → R
n, aber wir k̈onnen eine Abbildung

definieren:

Rn×·· ·×Rn︸ ︷︷ ︸
n−1-mal

−→Rn, (v(1), . . . ,v(n−1)) 7−→ v(1)×·· ·×v(n−1) :=
n

∑
i=1

(−1)i+1 ·det(Ai) ·ei

mit: v(1)× . . .×v(n−1) steht senkrecht auf jedemv(i), 1≤ i ≤ n−1. Dabei istA := (v(1), . . . ,v(n−1))T undAi

ist die Matrix, die durch Streichen deri-ten Spalte ausA entsteht.
Zeige:

a. Es gilt〈v(1)×·· ·×v(n−1), v〉= det


v1 . . . vn

v(1)
1 . . . v(1)

n
...

...
...

v(n−1)
1 . . . v(n−1)

n

. [4]

b. Das verallgemeinerte Vektorprodukt ist linear in jeder Komponente, also: [4]

v(1)×·· ·×v(i−1)× (v+w)×v(i+1)×·· ·×v(n−1) =
(
v(1)×·· ·×v(i−1)×v×v(i+1)×·· ·×v(n−1))
+

(
v(1)×·· ·×v(i−1)×w×v(i+1)×·· ·×v(n−1))

v(1)×·· ·×v(i−1)×λv×v(i+1)×·· ·×v(n−1) = λ
(
v(1)×·· ·×v(i−1)×v×v(i+1)×·· ·×v(n−1)).

c. Es giltv(1)×·· ·×v(n−1) = 0 ⇐⇒ v(1), . . . ,v(n−1) linear abḧangig. [4]

d. Es gilt〈v(1)×·· ·×v(n−1), v(i)〉= 0 für 1≤ i ≤ n−1. [3]
[15]

Aufgabe 2: SeiV ein endlich-dimensionalerK-Vektorraum mit Skalarprodukt〈·, ·〉 und v1, . . . ,vr eine

orthonormale Familie
(

d.h.〈vi ,v j〉=
{

1 i = j

0 i 6= j

)
.

Zeige: Es sind̈aquivalent: [15]

a. (v1, . . . ,vr) ist eine Basis vonV.

b. Für v∈V gilt: Ist 〈vi ,v〉= 0 für alle i, so istv = 0.

c. Für v∈V gilt: v = ∑r
i=1〈v,vi〉vi .

d. Für allev,w∈V gilt: 〈v,w〉= ∑r
i=1〈v,vi〉〈vi ,w〉.

e. F̈ur allev∈V gilt: ‖v‖2 = ∑r
i=1 |〈v,vi〉|2.

[15]
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