16 Fachvortraege boten Gelegenheit, fiir die weitere Arbeit der Fachgesellschaften auf dem Gebiet der IuK die erfor-
derliche wissenschaftliche Fundierung und die Diskussion iiber die weitere Vorgehensweise zu beférdern. Das wissen-
schaftliche Programm des Workshops und die intensiven Diskussionsrunden werden sicher zur weiteren Qualifizierung
der von den Fachgesellschaften vorbereiteten und beim BMBF zur Forderung beantragten Projekte zur Entwicklung
fachbezogener Informationssysteme beitragen.

Karl Hantzschmann (Rostock)

Themen und Anwendungen der Computeralgebra

Algebraische Darstellung transzendenter Funktionen
Wolfram Koepf

Ich mochte in diesem Bericht algorithmische Methoden vorstellen, die im wesentlichen in diesem Jahrzehnt
Einzug in die Computeralgebra gefunden haben. Die hauptsichlichen Ideen gehen auf Stanley [34] und
Zeilberger [46]-[49] zuriick, vgl. die Beschreibung [35], und haben ihre Wurzeln teilweise bereits im letzten
Jahrhundert (siehe z. B. [6]-[7]), gerieten aber auf Grund der Komplexitét der auftretenden Algorithmen
wieder in Vergessenheit.

Eine der Kernfragen kann hierbei so formuliert zu werden: Worin liegt der wesentliche Unterschied
zwischen der Exponentialfunktion f(z) = e® und beispielsweise der Funktion g(z) = e + |z|/10'%,
der dazu fiihrt, daf} alle Mathematiker die Exponentialfunktion f als elementare Funktion auffassen und
nicht g, obwohl sich diese beiden Funktionen auf einem grofien Bereich der reellen Achse numerisch kaum
unterscheiden?

Oder ein Beispiel aus der diskreten Mathematik: Warum erhélt die Fakultdtsfunktion a,, = n! den
Vorzug gegeniiber b,, = n! 4+ n/10'%° oder irgendeiner anderen diskreten Funktion?

Obwohl die Beispiele die bekanntesten stetigen bzw. diskreten transzendenten (nicht-algebraischen)
Funktionen betreffen, ist die Antwort auf diese Fragen rein algebraischer Natur: Die Exponentialfunk-
tion f ist ndmlich charakterisiert durch die folgende algebraische Eigenschaft:

e f ist differenzierbar, und f'(z) = f(x) sowie f(0) =1
und die Fakultdtsfunktion wird charakterisiert durch:
e ag =1, und fiir allen > 0 gilt a,,,1 = (n + 1) a,.

In der Folge will ich aufzeigen, in welcher Form diese Eigenschaften dazu geeignet sind, transzendente
Funktionen in der Computeralgebra darzustellen.

Die gegebenen Eigenschaften sind Strukturaussagen fiir die betreffenden Funktionen. Bei der ge-
ringsten Anderung geht diese Struktur verloren. Beispielsweise kann die Funktion g(z) = e” + |z|/10'0%
durch keine analoge Vorschrift charakterisiert werden. Dagegen ist die Funktion h(z) = €® + /10" bei-
spielsweise durch die Differentialgleichung (z —1) h"(z) —z h'(z) + h(z) = 0 mit den Anfangsbedingungen
h(0) = 1 und A'(0) = 1 + 10 19% gegeben.

Das Besondere (und Gemeinsame) an Exponential- bzw. Fakultitsfunktion besteht also darin, daf
diese eine homogene lineare Differentialgleichung und jene eine homogene lineare Rekursionsgleichung
erfiillt, wobei Differentialgleichung sowie Rekursionsgleichung Polynomkoeffizienten haben und beide er-
ster Ordnung sind.

Verallgemeinern wir diesen Sachverhalt nun zunéchst auf stetige Funktionen einer Variablen und
nennen eine Funktion f(z) holonom, falls sie eine homogene lineare Differentialgleichung mit Polynom-
koeffizienten in z erfiillt. Stanley [34] zeigte, dafl Summe und Produkt holonomer Funktionen sowie die
Komposition mit algebraischen Funktionen wieder holonome Funktionen liefern. Beke [6]-[7] hat bereits
vor 100 Jahren Algorithmen beschrieben, mit welchen die Differentialgleichung fiir Summe bzw. Produkt
von f und g aus den Differentialgleichungen fiir f und g bestimmt werden kénnen!

Analog nennt man eine diskrete Funktion a,, holonom, falls sie eine homogene lineare Rekursionsglei-
chung mit Polynomkoeffizienten in n erfiillt. Summe und Produkt holonomer diskreter Funktionen sind
wieder holonom, und es gibt Algorithmen zur Berechnung der entsprechenden Rekursionen (s. [33], [26]).

12



Was haben wir hiermit nun gewonnen? Ignorieren wir einmal, daf e*, sin z, cos x, arctan z, arcsin z etc.
transzendente Funktionen sind, und stellen wir lediglich ihre holonomen Differentialgleichungen f' = f,
f"==ff"=-f, A +22)f"+2zf =0, (> = 1)f" + zf" = 0 etc. in Rechnung, so kénnen wir
nun aus diesen Differentialgleichungen mit reiner Polynomarithmetik (wir brauchen eigentlich nur lineare
Algebra, vgl. [33], [26]) holonome Differentialgleichungen fiir Summen und Produkte solcher Funktionen,
beispielsweise fiir f(z) = arcsin®z (namlich (z? — 1)f" 4 3zf" + f' = 0), erzeugen. Doch damit nicht
genug: Fiir die Koeffizienten a,, der formalen Potenzreihe von arcsin® z = 3 a,z" folgt dann automatisch

die holonome Rekursionsgleichung n(1 + n)(2 + n)a,;» = na,, welche (gliicklicherweise) nur die zwei
Terme a,,- und a, enthilt, sich daher 16sen 148t und zu der Darstellung

. 9 i 4n )2
I'CS1Nn =
arcsin & (1 +n)(1+2n)!

n=0

2n+2

fithrt (vgl. [17], [40], [19]-[20]).
Oder notieren wir uns lediglich die holonomen Rekursionen rationaler Funktionen sowie die der Funk-

tionen
1

(mn +b)!, mm £ D)1

(meZ) sowie a” (1)
(d. h. wir geben sie unserem favorisierten Computeralgebrasystem in geeigneter Form bekannt), so lassen
sich nun fiir alle moglichen durch Addition und Multiplikation erzeugten Funktionen holonome Rekur-
sionen herleiten, beispielsweise die beiden Rekursionen

nFn+2,k) —(1+3n+n°)F(n+1,k)+ (1 +n)’F(n,k) =0
und
kE(2+k)’F(n,k+2)—(1+k)(1+3k+k)3+3k+Ek)F(n,k+1)+k(1+k)>*F(n,k)=0

fir F(n,k) = "'+Tk'2 Die beschriebenen Algorithmen zur Bestimmung der holonomen Differential- und
Rekursionsgleichungen wurden von Salvy und Zimmermann implementiert und stehen in dem Packa-
ge gfun der Maple Share Library zur Verfiigung [33]. Ich habe diese Algorithmen in einer automa-
tisierten Form in Mathematica implementiert, bei der die holonome Gleichung einer Eingabefunkti-
on ausgehend von den holonomen Gleichungen primitiver Funktionen — zu denen auch beispielswei-
se Funktionen wie BesselJ[n,x] oder LegendreP[n,x] gehdéren — durch rekursives Durchlaufen des
darstellenden Baumes berechnet wird [25]. Dieses Package erzielt obige Ergebnisse durch die Aufrufe
HolonomicDE[ArcSin[x]~2,x], HolonomicRE[(n!+k!~2)/k,n] bzw. HolonomicRE[(n!+k!"2) /k,k].
Eine wichtige Fragestellung der Kombinatorik ist, zu einer gegebenen Funktion F(n,k) die Summe

s(n) = Z F(n,k)

keZ

zu berechnen, wobei iiber alle kK € Z zu summieren ist. (In der Praxis sind jedoch hiufig nur endlich
viele Terme von Null verschieden.) Die Idee, aus Rekursionsgleichungen des Summanden F(n,k) eine
Rekursion fiir s(n) herzuleiten, stammt von Sister Celine Fasenmyer ([13], siehe [32], Kapitel 14), und
Zeilberger [46] griff diese Idee wieder auf.

Ist F(n,k) speziell ausgedriickt als Produkt von Termen der Form (1), so ist F(n, k) ein hypergeo-
metrischer Term, d. h., sowohl F(n + 1,k)/F(n,k) als auch F(n,k + 1)/F(n,k) sind rational bzgl.
beider Variablen n und k. In dieser Situation findet der (schnelle) Zeilberger-Algorithmus ([47], s. auch
[27] und [30]) eine holonome Darstellung, d. h. eine holonome Rekursion, fiir s(n). Eine Verallgemeinerung
fiir Quotienten rational-linearer Fakultétsterme wurde in [23] gegeben.

Der Zeilberger-Algorithmus baut auf dem von Gosper [16] gefundenen Entscheidungsalgorithmus fiir

die unbestimmte Summation auf. Fiir s(n) = Y (Z)2 =Y (Z)2 findet der Zeilberger-Algorithmus bei-
keZ k=0

spielsweise die holonome Rekursion (1 + n)s(n + 1) = 2(1 + 2n) s(n), welche (gliicklicherweise) wieder

nur zwei Terme hat. Daher erhalten wir die Darstellung

s(n) = kio (Z) = (3:2)' .

13




Im allgemeinen wird die resultierende Rekursion bzw. Differentialgleichung natiirlich mehr als zwei Terme
enthalten. Aber auch dann enthilt diese zum einen eine interessante Strukturinformation (z. B. iiber
die Orthogonalitit eines Polynomsystems [48]) und kann zudem eine fiir numerische Zwecke niitzliche
Vorschrift darstellen (vgl. [11]-[12]).

Die gefundene Strukturinformation kann insbesondere zur Identifikation transzendenter Funktionen
herangezogen werden. Um z. B. die Identitat

im0 \F im0 \F "
(vgl. [36]) zu iiberpriifen — diese ist nicht trivial, da die beiden Summanden nicht dieselben Rekursionen
bzgl. k und n erfiillen! — brauchen wir nur zu zeigen, dafl beide Summen derselben Rekursion

(n+2)%s(n +2) — (16 + 21n + Tn*)s(n + 1) — (n + 1)?s(n) =0

geniigen — dies macht der Zeilberger-Algorithmus — sowie dieselben Anfangswerte s(0) =1 und s(1) = 2
haben (dies ist trivial).
Als weiteres Beispiel betrachten wir die Funktion (e, 3,7y € INy)

a+p+y—d)l'(d/2—7)(a+y—d/2)[(B+y—d/2)
T()T(B)L(d/2)T (e + B + 2y — d)Moth+r—d

)

(2F; stellt hierbei die GauBlsche hypergeometrische Reihe dar, s. z. B. [1], Kapitel 15), welche bei der
Berechnung von Feynman-Diagrammen eine Rolle spielt [14]', fiir die wir die Rekursion

Viefoy) = (~1)sr. X

o a+p+vy—-d, at+vy—d/2
2 at+B+2y—d

0 = (a+B—-d+7) 2a—-d+27) V(a,8,7) +2a (1+a) M? (z—-1) 2V(a+2,5,7)
+aM 2a+2—-2d+4y—-22z—4az—2B2+3dz—4v2) V(a+1,8,7)

sowie analoge Rekursionen bzgl. der Variablen 8 und 7 erhalten. Diese konnen dann beispielsweise zur
numerischen Berechnung herangezogen werden.

Implementierungen des Zeilberger-Algorithmus gibt es von Zeilberger [47] und Koornwinder [27]
in Maple und von Paule/Schorn [30] in Mathematica. Immer, wenn die Eingabefunktion eine Summe
Sum[f,{k,k1,k2}] oder eine hypergeometrische Funktion enthilt, ruft meine Implementierung [25] die
Paule-Schorn-Implementierung auf. Die in [23] gegebene Verallgemeinerung steht in Implementierungen
in REDUCE [22] und Maple zur Verfiigung.

Zeilberger betrachtete in [46] die allgemeinere Situation von Funktionen F mehrerer diskreter und
stetiger Variabler. Sind es d Variablen und hat man d (unabhingige) moglicherweise gemischte homo-
gene partielle Differential-Differenzengleichungen mit Polynomkoeffizienten (bzgl. aller Variablen) fiir F,
nennen wir F' ein holonomes System (vgl. Dann legen diese Gleichungen F' zusammen mit geeigneten
Anfangswerten bereits eindeutig fest.

Insbesondere gilt dies also, wenn das gegebene System holonomer Gleichungen separiert ist, d. h.,
wenn in jeder der Gleichungen nur Ableitungen bzgl. einer der stetigen Variablen bzw. nur Shifts bzgl.
einer der diskreten Variablen vorkommen. Beispielsweise bilden die Legendre-Polynome F(n,z) = P,(z)
([1], Kapitel 22) auf Grund ihrer Differentialgleichung

(x> = 1)F"(n,z) + 22F'(n,xz) —n(l +n)F(n,z) =0 (2)
sowie ihrer Rekursionsgleichung
(n+2)F(n+2,z) — 3+ 2n)zF(n+1,z) + (n+ 1)F(n,z) =0 (3)
zusammen mit den Anfangsbedingungen

F(0,0)=1, F(1,0)0=0, F'(0,00=0, F'(1,0)=1

!Jochem Fleischer hat mich auf einen Druckfehler in Formel (31) aufmerksam gemacht.
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Fafit man die auftretenden (partiellen) Differentiationen und Indexverschiebungen als Operatoren
und die Differenzen-Differentialgleichungen als Operatorengleichungen auf, so stellen diese ein polyno-
miales Gleichungssystem in einem nichtkommutativen Polynomring dar. Ist ndmlich x eine stetige
Variable und D, der zugehorige Ableitungsoperator, so ist wegen der Produktregel D, (xzf) —xD,f = f,
und folglich hat man den Kommutator D,z — D, = 1. Ist andererseits k eine diskrete Variable und
K der zugehorige Indexverschiebungsoperator Ka;, = apy; (Aufwirtsshift), so gilt K(kay) — kKay, =
(k + 1agy1 — kapy1 = agy1 = Kay, und folglich die Kommutatorregel Kk — kK = K. Entsprechendes
gilt fiir die restlichen Variablen, wéhrend alle anderen Kommutatoren verschwinden.

Das Umformen eines durch gemischte Differenzen-Differentialgleichungen gegebenen holonomen Sy-
stems stellt sich in dem betrachteten nichtkommutativen Polynomring als ein polynomiales Eliminations-
problem dar, welches mit nichtkommutativen Grébnerbasen-Methoden gelost werden kann ([5], [15], [18],
[46], [49], [37]-[39], [24]-[25]). Als Beispiel diene F(n, k) = (}). Hierfiir gilt die Pascalsche Dreiecksbezie-
hung F(n+1,k+1) = F(n,k)+F(n, k+1) sowie die reine Rekursion (n+1—k)F(n+1,k)—(n+1)F(n, k) =
0 bzgl. n, welche in Operatornotation (KN —1— K)F(n,k) = 0 sowie (n+1—k)N —(n+1))F(n,k) =0
lauten, wobei NF(n,k) = F(n + 1,k) den Verschiebungsoperator bzgl. n bezeichne. Somit erhilt man
das darstellende Polynomsystem

KN-1-K sowie mn+1—k)N—-(n+1).
Die Grobnerbasis des erzeugten Linksideals bzgl. der Termordnung (k,n, K, N) (lexikographisch) ist
{6+ DK +k—n,(n+1-k)N = (n+1),KN-1-K},

d. h. also, daf8 auf diesem Wege automatisch die reine Rekursion (k +1)F(n,k+ 1) + (k —n)F(n,k) =0
bzgl. k erzeugt wurde.

Als weiteres Beispiel betrachte ich die Legendre-Polynome, fiir die die Beziehungen (2)—(3) gelten.
Hier haben wir also das Polynomsystem

(x> —1)D2 + 22D, — n(1 +n) sowie (n+2)N? — (3+2n)zN + (n+1).

Die Grobnerbasis des erzeugten Linksideals bzgl. der Termordnung (D,, N,n, z) enthilt die Beziehungen

(@* = 1)Py 1 () = (1 +n) (2Posi(z) — Pa(2))

(@ = D P, (z) = (1 +n) (Posi(z) — 2P (2)) (4)

zwischen den Legendre-Polynomen und ihren ersten Ableitungen, wobei die D,-Potenzen weitestgehend
eliminiert wurden. Man sieht also, daf§ auf diesem Wege neue Beziehungen (zwischen den Binomialkoef-
fizienten bzw. zwischen den Ableitungen der Legendre-Polynome) hergeleitet wurden.

Analog lassen sich mit dieser Methode Rekursionen fiir holonome Summen herleiten. Betrachten

wir beispielsweise
n n n
s(n) = ZF(n, k) = Z <k> Py(z) ,
k=0

k=0

dann findet man mit dem Produktalgorithmus zunéchst die holonomen Rekursionen
(n—k+1)F(n+1,k)—(1+n)F(n,k)=0
sowie
2+k)?°F(n,k+2)—B3+2k)(n—k—-1)zF(n,k+1)+(n—-k)(n—k—-1)F(n,k) =0
fiir den Summanden F'(n, k). In der Grobnerbasis des von den zugehorigen Polynomen
(n—k+1)N—(14n) sowie 2+k)°K*—3+2k)(n—k—-1zK +(n—k)(n—k—1)
bzgl. der Termordnung (k,n, K, N) erzeugten Linksideals liegt das k-freie Polynom

(24 n)’K°’N> - K(2+n)3+2n)(K+z)N+ (1+n)2+n)(1+ K>+ 2Kz),
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welches einer k-freien Rekursion fiir F'(n, k) entspricht. Da bei der Summation iiber ¥ € Z die verscho-

benen Summen
s(n) = Z F(n,k) = Z F(n,k+1) = Z F(n,k+2)
keZ keZ keZ

alle dieselbe Summenfunktion s(n) liefern, liefert die Substitution K := 1 (nach Division durch 2 + n)
die giiltige holonome Rekursion

2+n)s(n+2) — 3+ 20)(1 +2)s(n+ 1) + 21 +n)(1 + z)s(n) =0

fiir s(n).

Die beschriebene Methode hat ein nicht-diskretes Analogon zur Bestimmung einer holonomen Diffe-
rentialgleichung bestimmter Integrale [2].

Die Berechnung nichtkommutativer Grobnerbasen wird von den Systemen FELIX [3], MAS [28],
Bergman [4] sowie REDUCE [29] unterstiitzt. Eine Maple-Implementierung liegt mit dem Package Mgfun
[10] vor. Die Resultate dieses Berichts wurden mit [29] erzielt.

Die gezeigte Methode ist zur Generierung von Identitédten im Prinzip universell einsetzbar (vgl. [24]-
[25]), benotigt jedoch den komplizierten Apparat des (nichtkommutativen) Buchberger-Algorithmus und
erbt die damit verbundenen Nachteile. Eine wesentliche Hiirde stellt die Komplexitit bei Problemen mit
vielen Variablen dar.

Interessiert man sich speziell lediglich fiir die Erzeugung von Identititen zwischen den Ableitungen
F9(n+k,x) (j,k € INy) eines holonomen Systems F(n,z), mu dies aber nicht unbedingt sein. Es geht
in vielen Fillen bereits mit linearer Algebra! Dazu mufl man aber mehr Information hineinstecken. Die
geeignete iiber die holonomen Beziehungen hinausgehende Information besteht in einer Ableitungsregel
fiir F(n, z), sofern erhéltlich, wie sie etwa fiir die Legendre-Polynome durch (4) gegeben ist. Es zeigt sich,
daB in der Praxis holonome Systeme (wie beispielsweise Systeme orthogonaler Polynome etc., s. z. B.
[1], 22.8, und [21]) so strukturstark sind, daB8 eine Ableitungsregel verfiigbar ist. Man kann zeigen, daf
Summe und Produkt solcher Systeme in der Regel auch wieder holonome Systeme mit Ableitungsregel
darstellen [24], und Abhingigkeiten zwischen den Ableitungen FU)(n + k,z) (j,k € INy) kénnen mit
reiner linearer Algebra gefunden werden.

Auf diese Weise wurde z. B. die Beziehung

(a,B) _ 2(a+n)(B+n) (a,8)!
Rw) = (a+B8+n)(a+B+2n)(a+p+2n+1) P2y ()
2(04 — ,6) P(a’ﬁ)l(:v) + 2(0[ + ,8 +n+ 1) (a’ﬁ)l(w)

+
(a+B+2n)(a+p+2n+2) " (a+B+2n+1)(a+B+2n+2) "
fiir die Jacobi-Polynome P(*#)(z) ([1], Kapitel 22) automatisch erzeugt [24]. Hierbei war die Zielsetzung,

daf} die auftretenden Koeflizientenfunktionen von P,(li,f )I(w) nicht von z abhéngen sollen. Dies ist fiir

Fragestellungen aus der Spektralapproximation (s. [9], § 2.3.2) von Bedeutung. Auflerdem ergibt sich
durch Integration eine geschlossene Darstellung der Stammfunktion von P(*#)(z).

Zuletzt will ich darauf verweisen, dafl die vorliegende Beschreibung natiirlich keinen Anspruch auf
Vollstandigkeit erheben kann. Ich konnte weder auf den Gosper-Algorithmus ([16], s. auch [23]) noch auf
die Wilf-Zeilberger-Theorie der WZ-Paare und rationalen Zertifikate eingehen ([41]-[45], [23]). Auch Pet-
kovseks Algorithmus [31], der alle hypergeometrischen Termlosungen holonomer Rekursionsgleichungen
berechnet, konnte keine Beriicksichtigung finden.

Mein Dank gilt Prof. Peter Deuflhard, der mich ermutigt hat, mich mit dem vorliegenden Thema zu
beschiiftigen, sowie Herbert Melenk, mit dem ich wichtige Gespriche iiber nichtkommutative Grobner-
basen fithren konnte.
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Netzinformationsdienste zu Mathematik und Computeralgebra

WWW Seiten fiir die Computeralgebra in Deutschland (CAIS)

Da das bisherige Informationssystem CAIS der Fachgruppe (technisch gesehen) schon in die Jahre
gekommen ist, wurde nach einem neuen Medium gesucht, das den Anspriichen an ein modernes Infor-
mationssystems gerecht wird — angesichts der momentanen Dynamik des World Wide Web eine leicht zu
beantwortende Frage. Auch das Konrad-Zuse-Zentrum, das CAIS in seiner elib dankenswerterweise so
lange beherbergte, stellt auf neue Informationssysteme um.

Client-Software fir WWW - die sogenannten Browser — gibt es mittlerweile fiir alle wichtigen Platt-
formen und Betriebssysteme, mit oder ohne Graphikunterstiitzung. Am jeweiligen Universitéitsrechen-
zentrum liegen die entsprechend konfigurierten Clients meist vor.

Das Informationssystem ist nun auf dem World Wide Web Server des Rechenzentrums der Uni-
versitdt Karlsruhe angesiedelt und kann iiber die URL http://www.uni-karlsruhe.de/~CAIS direkt
angesprochen werden. Bitte beachten Sie die Tilde (sie ist ein wesentlicher Bestandteil der URL) und die
Gro88/Kleinschreibung. Wenn Sie immer von derselben Arbeitsumgebung aus durch das Netz der Compu-
teralgebra surfen, dann werden bereits gelesene und neue Artikel in unterschiedlichen Farben angezeigt.
Damit kénnen Sie leicht feststellen, ob neue Eintragungen vorliegen.

Konferenzankiindigungen und weitere Mitteilungen, die fiir das CAIS bestimmt sind, senden Sie bitte
in Zukunft direkt an die speziell dafiir eingerichtete Adresse cais@rz.uni-karlsruhe.de. Ein eigener
Menupunkt in der CAIS-Homepage erleichtert dies zusétzlich.

Ein neu hinzugekommener Punkt ist Computeralgebra-Arbeitsgruppen in Deutschland. Hier wer-
den Links auf die Homepages der einzelnen Arbeitsgruppen eingetragen. Die Verwaltung der Homepages
liegt dann bei der jeweiligen Arbeitsgruppe auf ihrem eigenen Server - eine Aktualisierung ist damit leicht
moglich. Dies ist ein grofier Vorteil des Client-Server-Modells im WWW. Bitte senden Sie einzutragende
Links direkt an cais@rz.uni-karlsruhe.de. Wir hoffen, durch eine méglichst umfangreiche Liste die
Aktivitaten der Arbeitsgruppen eindrucksvoll unterstreichen zu kénnen.

Gerhard Schneider (Karlsruhe)

Computeralgebra im Datennetz

Am 6. Februar trug Prof. Gonnet, ETH Ziirich, im Karlsruher Informatikkolloquium iiber How can
a computer algebra system help solving problems from Computational Biochemistry vor. Das Besondere
dabei: der Vortrag wurde iiber die Baden-Wiirttembergische Datenautobahn komplett mit Bild, Ton und
Folien nach Freiburg iibertragen, wo in drei Seminarrdumen ebenfalls Zuhorer den Ausfithrungen aktiv
folgten. Dank moderner Multimedia-Technik konnten auch Fragen aus Freiburg an den Vortragenden
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