Koepr, W.

Algorithmische Bestimmung von Differentialgleichungen

Eine Funktion, die eine homogene, lineare Differentialgleichung mit polynomialen Koeffizienten erfiillt, nennen wir
einfach. Beispiele einfacher Funktionen sind die rationalen und die algebraischen Funktionen, Potenz-, Exponential-
und die Logarithmusfunktion, die Sinus- und die Kosinusfunktion, die inverse Sinus- und die inverse Tangensfunktion,
ferner viele spezielle Funktionen wie Besselfunktionen und orthogonale Polynome. Dagegen ist die Tangensfunktion
nicht einfach.

Stanley [4] bewies 1980 mit algebraischen Methoden, dafl die Summe, das Produkt, ferner Ableitung und Stamm-
funktion einfacher Funktionen sowie die Komposition einfacher Funktionen mit rationalen Funktionen und rationalen
Potenzen ebenfalls einfache Funktionen sind. Damit sieht man einer grofien Klasse von Funktionen unmittelbar die
Existenz einer einfachen Differentialgleichung an.

In [2] wurden Algorithmen fiir diese Fragestellungen verdffentlicht, die ich in dem Computeralgebrasystem MATHE-
MATICA implementierte. Ahnliche Beobachtungen stammen von Zeilberger [5], und Salvy und Zimmermann haben
eine Implementierung in MAPLE vorgenommen [3].

Sind f und g einfach der Ordnung n bzw. m, dann bestehen die Algorithmen fiir Summe und Produkt im wesentlichen
in iterativer Differentiation der gegebenen Differentialgleichungen und der Anwendung des Gaufischen Algorithmus’
zur Elimination der Funktionen f® (1 =0,...,n —1) und ¢ (I =0,...,m — 1) fiir die Summe bzw. f0) g(¥) (j =
0,....,n—1,k=0,...,m—1) fiir das Produkt.

Daher ist f + g einfach der Ordnung < n + m und f g ist einfach der Ordnung < nm. Weiter ist f o r einfach der
Ordnung n, falls r rational ist, und der Ordnung < ng falls r(z) = 2?/? (p,q € Z). In [2] wurde durch Beispiele
gezeigt, dafl alle Schranken scharf sind.

Hier sind einige Ergebnisse der MATHEMATICA-Implementierung:
In[1]:= SumDE[f’’ [x]+f[x]==0,f’ [x]-f[x]==0,f,x]

(3)
Out[1]= f[x] - £’[x] + £2°[x] - £ [x] ==

In[2]:= ProductDE[f’’ [x]+f[x]==0,f’ [x]-f[x]==0,f,x]

Dut[2]= 2 flx] - 2 £’ [x] + £’ [x] ==

In[3]:= SumDE[f’’ [x]+x*f[x]==0,f’ [x]-f[x]==0,f,x]

2 3
Dut[3]= (-1 + x + x ) flx] - x (1 + x) £2[x] + (2 + x) f2°[x] + (-1 - x) £ [x] ==
In[4]:= ProductDE[f’’ [x]+x*f[x]==0,f’ [x]-f[x]==0,f,x]

Out[4]= (1 + x) flx] - 2 £7[x] + £’°[x] ==

Man stellt fest, daf3 die Methode unabhingig von der ,, Kompliziertheit” der betrachteten Funktionen ist. Wihrend im
ersten Beispiel die Exponentialfunktion mit einer trigonometrischen Funktion verkniipft wird, wird im zweiten Bei-
spiel die Exponentialfunktion mit einer Airy-Funktion verkniipft: Die die (moglicherweise komplizierten) Funktionen
darstellenden Objekte sind die viel einfacheren Differentialgleichungen.

Entsprechend nennen wir eine Funktion f,, einer diskreten Variablen n einfach der Ordnung m, wenn sie einer
homogenen, linearen Rekursionsgleichung mit polynomialen Koeffizienten gentigt.



Die obigen Algorithmen kénnen ohne Umschweife auf diesen Fall iibertragen werden, um Rekursionsgleichungen fiir
fn + gn und frg, zu berechnen. Hier sind einige Beispiele der MATHEMATICA-Implementierung:

In[5]:= SumRE[a[n+1]==a[n]/(n+1),al[n+1]==aln],a,n]

2
Qut[5]= (1 + n) a[n] + (-1 -3 n-n) a[l +n] +n (2 + n) a[2 + n] ==

In[6]:= ProductRE[a[n+1]==a[n]/(n+1) ,a[n+1]==a[n],a,n]
Qut[6]= a[n] + (-1 - n) a[l + n] ==
In[7]:= SumRE[a[n+1]==al[n]/(n+1) ,aln+1]==(n+1)*a[n],a,n]

2 2 2 2
Qut[7]= (1 +n) (B +n) a[n] - 1 +3n+n) 3+3n+n) all +n] +n (2 +n) a[2 + n] ==

In[8]:= ProductRE[a[n+1]==a[n]/(n+1),a[n+1]==(n+1)*a[n],a,n]
Dut[8]= aln] - al[l + n] ==

Die vorgestellten Algorithmen eignen sich zur Berechnung von Differentialgleichungen spezieller Funktionen und
damit zur Verifikation von Identitdten. Um z. B. die Identitét

Ly = E0 g (va)

n!22n

zwischen den verallgemeinerten Laguerre- und Hermite-Polynomen zu beweisen, 148t man sich die gemeinsame
Differentialgleichung

In[9]:= SimpleDE[LaguerreL[n,-1/2,x],x]
Out[9]= 2 n F[x] + (1 - 2 x) F°’[x] + 2 x F?’[x] ==

In[10]:

SimpleDE[HermiteH[2n,Sqrt[x]],x]

Out[10]= 2 n F[x] + (1 - 2 x) F’[x] + 2 x F’’[x] ==

der rechten und linken Seite berechnen und verifiziert die Anfangsbedingungen.

Dieser Verifikationsalgorithmus 148t sich auf den Fall von Rodriguesformeln wie z. B.
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sowie Summenformeln wie
S L (@) = Lt ()
k=0

ausdehnen [1].
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