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Schmiegegleichheit in der Analysis

Zwei Funktionen f und g heiflen schmiegegleich bei zy, wenn f(z¢) = g(z¢) und

i {@ 0@ _
z—xo T — X
eine Tatsache, die bekanntlich mit |f — g| = o(|z — zo|) bezeichnet wird. Unmittelbare Folgerungen dieser

Definition beinhalten:

e f besitzt unendlich viele Schmiegefunktionen bei beliebigen Punkten; zum Beispiel g:= f+a (z—10)° ,
B > 1, fiir beliebiges a € R.

e Schmiegegleichheit ist transitiv: |f —g| = o(|Jx —xo|) , |g—h| =o(|lz —x0]) = |f—h|=o(]x — zo).
e Sind zwei lineare Funktionen schmiegegleich, so sind sie gleich.

Eine Funktion f kann daher hochstens eine lineare Schmiegefunktion y = f(z9) + m(z — zo) an der Stelle

xp haben, deren Steigung
. f(x) = f(=o)
m= lim —————=

T—xo r — 2o

die Ableitung von f an der Stelle z( ist. Die grundlegenden Ableitungsregeln sind einfache Folgerungen
der folgenden Ergebisse iiber die Schmiegegleichheit. Sind 7% und T, ndmlich Schmiegefunktionen von f
beziehungsweise von g, dann gilt:

(a) die Summe oTy + BT, ist schmiegegleich zu af + fg, fir beliebige , 8 € R,

(b) das Produkt Ty T}, ist schmiegegleich zum Produkt fg,

(c) der Quotient T;/Ty ist schmiegegleich zum Quotienten f/g, vorausgesetzt g # 0,

(d) die Komposition Ty o T, ist schmiegegleich zu f o g, sofern Ty linear schmiegegleich zu f und g differen-
zierbar ist.

Hohere Ableitungen verhalten sich in dhnlicher Weise zur Schmiegegleichheit n-ter Ordnung, welche

durch
L @) = g(@)

T —xo (;I,' — {1,'0)”

=0

definiert ist. Eine Funktion f kann an der Stelle g hochstens ein Polynom vom Grad n als Schmiegefunktion
n-ter Ordnung haben. Es ist das Taylorpolynom n-ter Ordnung von f an der Stelle zg, falls f n-mal
differenzierbar an der Stelle xg ist. Somit liefert die Schmiegegleichheit einen bequemen Zugang zu einer
Variante des Satzes von Taylor.

1 Einleitung

Seien die Funktionen f und g definiert in einer Umgebung von zy und sei
f(@o) = g(xo) -

Dann heiflen f und g schmiegegleich an der Stelle x(, wenn

L J@) = g(@)

Tr—To T — X

=0. (1)



Abbildung 1: Ilustration der Schmiegegleichheit

Schmiegegleichheit ist illustriert in Abbildung 1(a),(b). Wir werden sehen, daf} eine Funktion
f an einer gegebenen Stelle 2y hochstens eine Schmiegefunktion haben kann, welche linear ist,

U(z) = f(z0) + m(z — z0),
sieche Abbildung 1(c), in welchem Falle die Steigung m notwendigerweise

o 1) = f()

T—T0 T — X

die Ableitung f’(z() ist. Das Studium der Schmiegefunktionen erlaubt einfache Aussagen und
Beweise der grundlegenden Figenschaften von Ableitungen und Differentiationsregeln.

Wir mochten die Rolle, die die Schmiegegleichheit bei der historischen Entwicklung der Analysis
gespielt hat, hervorheben, siehe z.B. [1, S. 163-176], [3], [4] und [6, Kap. 5]. Im Zeitraum 1630
1670 fanden Fermat, Descartes', Torricelli, Roberval, Barrow und andere Wissenschaftler wichtige
Ergebnisse der Differentialrechnung unter Benutzung von Schmiegefunktionen und bereiteten damit
den Weg fiir die Analysis von Newton und Leibniz.

Im Gegensatz dazu wird die Schmiegegleichheit in der elementaren Analysis gewOhnlich nicht
behandelt. Die Ableitung f'(zp) wird normalerweise eingefiihrt als der Grenzwert der Steigung von
Sekanten durch Punkte P(zo, f(zo)) und Q(z, f(z)) fir Q — P.

In dieser Arbeit werden Ableitungen mit Hilfe der Schmiegegleichheit eingefiihrt und studiert.
Einige Vorteile dieses Zugangs:

e Schmiegegleichheit kann man sich leicht vergegenwértigen, indem man die Graphikfahigkeiten
von mathematischen Lehr- und Lernprogrammen benutzt (z.B. DERIVE [12], s. z.B. [7]),

e die iiblichen Regeln der Differentiation sind einfach zu formulieren und zu beweisen, sofern
Schmiegegleichheit behandelt wurde (siehe Sitze 1 und 2 und deren Folgerungen 4 und 5),

e Schmiegegleichheit assoziiert die Ableitung von f an der Stelle xy viel mehr mit einer linearen

!Sijehe Abschnitt 5 weiter unten.



Abbildung als mit einer Zahl (siehe z.B. [5, S. 141], [8, S. 123, unten]),

e Schiiler oder Studenten, die sich im weiteren mit Ableitungen von Funktionen in IR" (z.B. [13,
S. 16]) und mit Banachrdumen (siehe z.B. [5, Kap. VIII], [11, Kap. VI, Abschnitt 41]) beschéaftigen
werden, benutzen die Schmiegegleichheit in der Form

L @) = g(@)]
5o = ol

=0.

2 Schmiegegleichheit

Seien f und g schmiegegleich an der Stelle ;9. Aussage (1) bedeutet, daf§ die Anndherungsgeschwin-
digkeit der Graphen von f und g an der Stelle zp grofier ist als die Annaherungsgeschwindigkeit,
mit der sich x gegen xy bewegt. Aquivalent dazu ist

z=zo | — T
was wir wie iiblich durch
[f =gl = ollz — o) (3)
ausdriicken. Sind f und ¢ schmiegegleich an der Stelle x(, dann gilt offensichtlich
lim (f(z) - g(x)) =0. (4)
T—To

Bedingung (4) ist schwécher als (1); sie besagt nur, dafi die Graphen von f und g an der Stelle xg
einen gemeinsamen Punkt haben, sieche Abbildung 1(b, links).

Bemerkung 1 Jede Funktion f besitzt fir jedes zy unendlich viele Schmiegefunktionen. In der
Tat ist fiir beliebige @ € R und # > 1 die Funktion

g(z) = f(z) + a(z —x)" . (5)
schmiegegleich zu f an der Stelle z.

Beweis: (@) = g(@)| = |a(z —20)’| =0(lz —wo|) , da F>1. -

Beispiel 1 Die Funktion f(z) = 22 ist in allen Punkten o schmiegegleich zur Funktion

y = 23 + 2o (z — zp) . (6)
Dies folgt aus Bemerkung 1 durch Einsetzen von & = —1 und 8 = 2 in (5), wodurch man
g(x) =22 — (x —x0)> = 2xox — 22

= 1z} + 2z (z — 70)

als Gleichung einer Funktion erhilt, die an der Stelle zo schmiegegleich zu z? ist, siehe auch Beispiel 3.



Beispiel 2 Die Funktion

zsini falls z # 0
Pp— x
Flz) = { 0 fallsz =0 ’

ist ein Beispiel einer am Ursprung stetigen Funktion, die dort aber nicht differenzierbar ist, s. Ab-
bildung 2.

Abbildung 2: Eine Funktion, die am Ursprung nicht differenzierbar ist

Wohl aber gibt es gemafl Bemerkung 1 zu f schmiegegleiche Funktionen: Jede Funktion, wie kom-

pliziert sie auch immer sein mag, hat schmiegegleiche Funktionen, die dann eben ahnlich kompliziert
sind.

Wir studieren nun einfache Folgerungen aus der Definition der Schmiegegleichheit.

Hilfssatz 1 (Eigenschaften schmiegegleicher Funktionen) Seien f und g an der Stelle xg
schmiegegleich.

(a) Ist g an der Stelle zp schmiegegleich zu einer dritten Funktion, dann sind auch f und h
schmiegegleich? bei zg.

(b) Ist g stetig an der Stelle z(, dann ist f stetig an der Stelle xy.

(c) Sind f und g lineare Funktionen, dann gilt f = g.

Beweis:  (a) _ _ _
o f@ @) @ —g@) g —he)
T—>To r — X Tr—>To r — X Tr—>To r — 2o
(b) Sei g stetig an der Stelle zg, d.h.
9(zo) =yo = lim g(z) . (7)

’D.h. Schmiegegleichheit ist transitiv.



Dann gilt fiir alle
1f (@) —gol < |f(z) —g(x)] + lg(x) — ol ,
und wegen (4) und (7),
lim f(z) =yo .

T—T0

(c) Seien f und g lineare Funktionen, die durch den Punkt (z,yo) gehen, d.h.

f(@) =yo+m(z—w0), g(x) =yo+n(r—1o) .
Die Schmiegegleichheit von f und g impliziert
lim
T—To T — To
und beweist, dafl f = g. O

Wir haben gesehen, dafl eine Funktion an jedem Punkt zy unendlich viele Schmiegefunktionen
besitzt. Kann sie mehr als eine lineare Schmiegefunktion an der Stelle 9 haben?

Folgerung 1 Eine Funktion f kann an einer Stelle zy hochstens eine lineare Schmiegefunktion
haben.

Beweis: Habe f an der Stelle 2y zwei lineare Schmiegefunktionen ¢; und ¢5. Dann sind ¢; und ¢5 schmie-
gegleich an der Stelle zp nach Hilfssatz 1(a) und somit ¢; = ¢» nach Hilfssatz 1(c). O

Beispiel 3 Sei n € N und zy € R. Die lineare Schmiegefunktion von f(z) = z™ an der Stelle z
ist gegeben durch

y=a5 + (nag ') (& —=0) . (8)
Beweis: "o i
2" = (2o + (z —x0))" = Z (k)mgfk (x — o))",
k=0
daher 2" — Z (Z) ™ (x — z0)" = P+ (nzy™') (x — ), (9)
k=2

n
jedoch sind nach Bemerkung 1 die Funktionen 2™ und 2™ — 3 (Z) argfk (x — .’L'())k schmiegegleich an der
k=2

Stelle z. Daher stellt die rechte Seite von (9) die lineare Schmiegefunktion von ™ an der Stelle zo dar.®> O

Beispiel 4 Die Funktion f(z) = |z| besitzt keine lineare Schmiegefunktion an der Stelle z = 0.

Beweis:  Eine lineare Schmiegefunktion von |z| an der Stelle z = 0 miifite durch den Ursprung gehen, d.h.
{(x) = mz. Aber der Grenzwert

el =me ]
lim —— = lim — —
z—0 €T z—0 T

3Man braucht fiir diesen Beweis im iibrigen die benutzte Binomialentwicklung nicht vollstindig zu kennen. Es
reicht, wenn man die ersten beiden Summanden genau kennt.



existiert fur kein m € R. O

Abbildung 3: Die Betragsfunktion und zwei ihrer Schmiegefunktionen

Andererseits haben z.B. die Funktionen |z|+ 22 bzw. |z| + 2° dasselbe Verhalten am Ursprung und
sind daher Schmiegefunktionen zu f, s. Abbildung 3.

Satz 1 (Schmiegefunktionen von Summen und Produkten) Seien 7 und T, schmiegegleich
zu f bzw. g,* und seien ferner f, 9,1y und T} in einer Umgebung von z beschrankt.

(a) Fiir beliebige reelle & und f3 ist die Funktion a Ty + 3T, schmiegegleich zu « f 4 (.

(b) Das Produkt Ty T, ist schmiegegleich zum Produkt f g.

1
(c) Ist |g(z)| > « fur ein @ > 0 in einer Umgebung von z, so ist die Kehrwertfunktion @)
o(x
1
schmiegegleich zu der Kehrwertfunktion ﬁ
g(x
(d) Ist |g(z)| > « fir ein a > 0 in einer Umgebung von z, so ist der Quotient
T
M schmiegegleich zu dem Quotienten M .
Ty(x) g(x)
Beweis:  Sei |f —Ty| , |9 —Ty| = o(Jx — z0l).
(a) laf+Bg9—(aTy+ BTyl < laf [f =Trl+ 18 lg =Tyl = o(lz —zol) .

(b) 1f9—TiTyl=1fg-Trg+Trg—Ts T,

IA

lfg—Trgl+|Trg—Ts T,
lgl |f = T¢| +1Ty| lg = Tyl = o (|Jx — 20l) ,

da g und T beschrénkt sind.

(c)

*«Schmiegegleich” bedeute genauer “schmiegegleich an der Stelle zo”.




111 _|L—g
g 1 9T,
(d) folgt aus (b) und (c). O

1 1
‘ =o(|lz —x0]) .

Bemerkung 2 Die Maximumfunktion max {f, g} ist typischerweise nicht differenzierbar an Stel-
len, an denen sich die Graphen von f und ¢ schneiden, selbst dann, wenn f und ¢ differenzierbar
sind. Wir sehen an (e), da Schmiegegleichheit sich “besser verhalt” als Differenzierbarkeit.

3 Differenzierbarkeit

Definition 1 (Ableitung an einem Punkt) Besitzt die Funktion f an der Stelle z( eine lineare
Schmiegefunktion

U(x) = f(wo) + m(z — z0) , (10)

so nennen wir f differenzierbar an der Stelle zy, und die Steigung m heifit die Ableitung von f
an der Stelle 2o und wird durch f’(z() bezeichnet.

Um dies mit der gebréuchlichen Definition der Ableitung in Verbindung zu setzen, zeigen wir:

m = lim f(2) = f(@0) . (11)
Tr—To r — X
Beweis: —
0 = lim flo) = ) , nach (1),
Tr—>To r — 2o
- lim f@) ~ f(zo) _ lim m (z —zo) , nach (10) ,
=0 T — To T—=zo T — To
= lim f@) = f(@o) _ m , und somit (11). o
Tr—>To r — 2o

In Hilfssatz 1(b) wurde bewiesen, dafl Stetigkeit sich auf schmiegegleichen Funktionen vererbt. Da
eine lineare Funktion stetig ist, erhalten wir

Folgerung 2 Ist f differenzierbar an der Stelle x(, dann ist f stetig an der Stelle zg. O

Schmiegegleichheit fangt das Wesentliche der Differenzierbarkeit ein in dem folgenden Sinne: Alle
an einer Stelle g schmiegegleichen Funktionen sind bei zy entweder differenzierbar und besitzen
dieselbe Ableitung oder sind allesamt nicht differenzierbar.

Folgerung 3 Seien die Funktionen f und ¢ definiert in einer Umgebung von zg, f(xo) = g(xo),
und sei g differenzierbar an der Stelle zy. Dann sind f und g schmiegegleich an der Stelle zy genau
dann, wenn f differenzierbar ist an der Stelle z(, und

f'(zo) = g'(x0) (12)



Beweis:  Die Gleichungskette

@) o f@ g g~ )
=0 T — Io =0 T — To z—ao T — To
Tr—To r — 2o T—To r — 2o
= lim f@) = 9(x) +¢'(z0) , da g differenzierbar ist an der Stelle o,
Tr—To r — 2o
zeigt, dafl die Schmiegegleichheit von f und g dquivalent ist zu (12). O

Definition 2 (Die Ableitungsfunktion) Ist f differenzierbar in jedem Punkt eines offenen In-
tervalls I, dann heifit f differenzierbar in I. Die Ableitungsfunktion von f, die wir mit f’
bezeichnen, ordnet jedem ¢ € I den Wert der Ableitung f'(¢) an der Stelle ¢ zu.

Ist f differenzierbar in einem offenen Intervall I, dann ist f nach Folgerung 2 stetig in I.
Schmiegegleichheit hilft bei der Behandlung der elementaren Ableitungsregeln (fiir Summen,
Produkte und Quotienten).

Folgerung 4 (Ableitungsregeln) Seien f und g differenzierbar in einem offenen Intervall I mit
den Ableitungen f’ beziehungsweise g, dann gelten

(a) Fiir beliebige , 8 € R ist die Funktion a f4 (3 ¢ differenzierbar®, und die Ableitung ist o f'+3¢'.
(b) Das Produkt f g ist differenzierbar, und die Ableitung ist f¢' + f'g.

(c) Existiert ein o > 0 derart, dal |g(x)| > « fiir alle z € I, dann ist die Kehrwertfunktion

/

— differenzierbar, und die Ableitung ist — 9—2 .
g g

(d) Existiert ein o > 0, so daf |g(z)| > « fiir alle z € I, dann ist der Quotient

[P
/ differenzierbar, und die Ableitung ist M .
g

Beweis:  Diese Regeln sind Folgerungen der entsprechenden Aussagen in Satz 1.
(b) Sei £ ein beliebiger Punkt in 7, und sei

Tr(z) = f(&) + f'(§) (x— &) die lineare Schmiegefunktion von f an der Stelle £ sowie

Ty(z) =g(&) +¢'(§) (x — &) die lineare Schmiegefunktion von g an der Stelle ¢ . (13)

Dann ist

Ty(2) Ty(w) = £(©) 9(6) + () 9'€) + 1'(©) 9(9)) (v = ) + £(€) 6'(€) (= &)?

eine Schmiegefunktion von f g an der Stelle £, was wegen Bemerkung 1 zeigt, dafl

y=F©96)+ (FO O+ (O 9) (-

% “Differenzierbar” bedeute genauer “differenzierbar in I”.



die lineare Schmiegefunktion ist mit Steigung f(£) g’ (&) + f'(€) g(€).
(c) An der Stelle £ ist der Kehrwert von T}, (13) eine Schmiegefunktion von 1/g. Wir bestétigen algebraisch,

dafl
L (L89, g) S,
9 +9'(©(x—-¢& \g&) 97 (9(&) +g'(€) (z =€) 9(£)*

Die lineare Schmiegefunktion von 1/T bei ¢ ist demnach

1 4@

B IGENIGE
(d) folgt aus (b) und (c). O

(lz =€) -

(r — &) mit Steigung — P

Das folgende Resultat kann dazu verwendet werden, um die Kettenregel zu beweisen.

Satz 2 (Komposition) Die Funktion g erfiille in einer Umgebung von zj die Bedingung

‘9(93) — (o)
T — T

< M fiirein M >0, (14)

f sei differenzierbar an der Stelle g(z),

Ly(u) = f(g(w0)) + f'(9(z0)) (u = g(z0)) (15)

sei die lineare Schmiegefunktion von f an der Stelle g(z¢) und sei T, (z) irgendeine Schmiegefunktion
von g an der Stelle zg. Dann ist die Komposition der Schmiegefunktionen

(Ly o Tyg)(z) := Lp(Ty(x)) = f(g(z0)) + f'(9(z0)) (Tg(z) — g(z0)) (16)
eine Schmiegefunktion der Komposition
(f e g)(z) := f(g())

bei Z(-

Beweis:  Wir schreiben
i JOE) = LT, @) 0@ = Lo | Lile@) ~ LiT@) g

T—To T — To T—T0 T — To T—T0 T — To

und beweisen, dafl beide Terme der rechten Seite von (17) verschwinden. Erstens gilt

iy [L0D= L | gy |0 o) o) gt
T—xo T — To T—xo g(l‘) — g(l‘o) r — Io ’
i [FW(@) = Li(g(z)) nac
< szo g(x) — g(xp) ‘ M, b (14),
= 0, da Ly schmiegegleich zu f an der Stelle g(zo) ist . (18)
Zweitens gilt nach (15), da
L) “ L) o) (o)~ Ty()
= Flole)) tim AD=T
r—T0 T — X

= 0, da T, eine Schmiegefunktion ist zu g an der Stelle zo . (19)
SchlieBlich gilt nach (18) und (19), daB der Grenzwert in (17) gleich Null ist. O



Beispiel 5 Bedingung (14) ist wesentlich fiir Satz 2. Betrachte die Funktionen

g(z) = z'/? und eine beliebige zugehorige Schmiegefunktion T, (z) an der Stelle 0,

f(u) =u® , deren lineare Schmiegefunktion an der Stelle g(0) = 0 gegeben ist durch L; =0 .

Die Komposition der Schmiegefunktionen L;(T,(x)) = 0 ist nicht schmiegegleich an der Stelle 0 zur Kom-
position f(g(z)) = 2/,

Folgerung 5 (Die Kettenregel) Seien g an der Stelle zp und f an der Stelle g(z¢) differenzier-
bar. Dann ist die Komposition

(fog)(x) := flg(z)) (20)
differenzierbar an der Stelle z(; die Ableitung ist dort

(f 0 9)'(z0) = f'(g(x0)) g’ (z0) - (21)

Beweis:  Benutze Satz 2 mit Ly(u) wie in (15) und die lineare Schmiegefunktion
Ly(x) = g(w0) + ¢'(z0) (z — o) (22)

von g an der Stelle z5. Die Komposition der Schmiegefunktionen (15) und (22) ist
Ly(Ly(x)) = f(g(x0)) + f'(9(z0)) ¢' (z0) (z — z0) (23)
die lineare Schmiegefunktion von f o g an der Stelle zp mit Steigung f'(g(zo)) g'(x0)- O

4 Hohere Ableitungen und Schmiegegleichheit n-ter Ordnung

Hohere Ableitungen konnen rekursiv geméafl Definition 2 definiert werden.

Definition 3 (n-fache Differenzierbarkeit) Ist die Funktion f an der Stelle zy (n—1)-mal dif-
ferenzierbar und besitzt die (n — 1)-te Ableitung f(®=1) eine lineare Schmiegefunktion an der Stelle

Zo,
bo1(z) = F VD (z0) + m(z — z0) (24)
dann heif}t f n-mal differenzierbar an der Stelle z(, und die Steigung m wird die n-te Ableitung

von f an der Stelle o genannt und mit f(™(zq) bezeichnet.

Wir wollen in der Folge die n-fache Differenzierbarkeit mit der Schmiegegleichheit in Verbindung
setzen. Dazu betrachten wir zunéchst den folgenden

Hilfssatz 2 Seien f und g Schmiegefunktionen an der Stelle zg, die integrierbar in einer Umgebung
von xg seien. Dann erfiillen die Stammfunktionen

x

Fz) ::/f(t)dt und  G() ::/g(t)dt

o
die Beziehung
=0. (25)



Beweis:  Die Schmiegegleichheit von f und g ist dquivalent zu der Aussage: Zu jedem € > 0 existiert ein
0 > 0, so daf3
|z —zo| <0 = |f(z) —g(z)] < €|z — x0] .

Fiir solche § ist das Integral

durch
|F(z) — G(x)| < €|z — 370|2

beschrankt, so daf3
|F(x) — G(x)]

<€, Aaquivalent zu (25). O
7= 7P

Hilfssatz 2 zeigt, da die Integrale schmiegegleicher Funktionen “schmiegegleich hoherer Ordnung”
sind, und zwar im Sinne der folgenden

Definition 4 (Schmiegegleichheit n-ter Ordnung) Sein € IN. Die Funktionen f und g heiflen
schmiegegleich n-ter Ordnung bei z(, wenn f(zy) = g(z¢) und

@) —gle) _
z—zo  (z — z)"

(26)

Spezielle Félle: Fiir n = 0 reduziert sich (26) auf die Bedingung lim (f(z) — g(z)) = 0, wiahrend

T—T0
fiir n = 1 sich die normale Schmiegegleichheit (1) ergibt.
Beispiel 6 Die Funktionen
[ e/ fallsz £0 _
fo={ 7 EErZY wd g =0, 27)

e/ _ 0 fiir alle

sind fiir alle n € IN schmiegegleich n-ter Ordnung am Ursprung, da bekanntlich lirrb
z—
n € N.

zn

Genauso wie Hilfssatz 2 beweist man

Hilfssatz 3 Seien f und g Schmiegefunktionen n-ter Ordnung an der Stelle x, die integrierbar in
einer Umgebung von z( seien. Dann sind die Stammfunktionen

Fz) ::/f(t)dt und  G(z) ::/g(t)dt

zo

Schmiegefunktionen n+1-ter Ordnung an der Stelle xg.

Die folgenden Eigenschaften der Schmiegegleichheit n-ter Ordnung sind unmittelbar. Man
beachte, daf} (b) eine Transitivitat analog zu Hilfssatz 1(a) und da8 (c) eine Verallgemeinerung von
Folgerung 1 ist. Wir iiberlassen die analogen Beweise dem Leser.

11



Hilfssatz 4 Seien m,n € IN.
(a) Sind f und g schmiegegleich n-ter Ordnung,® so sind sie auch schmiegegleich k-ter Ordnung fiir
alle 0 < k <n.

(b) Sind die Funktionen f, g Schmiegefunktionen n-ter Ordnung und die Funktionen g, h Schmiege-
funktionen m-ter Ordnung, dann sind f und h Schmiegefunktionen der Ordnung & = min {m,n}.

(c) Eine Funktion f kann hochstens ein Polynom n-ter Ordnung als Schmiegefunktion n-ter Ord-
nung besitzen. O

Sei f nun n-mal differenzierbar an der Stelle z, und sei die lineare Schmiegefunktion von f(=1(z)
an der Stelle ¢ mit

p" V(@) o= fO D (o) + f™ (o) (x — o) (28)

bezeichnet, siehe Definition 4. Dann sind die Stammfunktionen

) = 10D )+ [ 0D @)

und p () = fOag) + [ (e de
)

f(n) (o)
2

= [P D (zo) + "V () (= — m0) + (x — z0)”

gemafl Hilfssatz 2 Schmiegefunktionen 2. Ordnung an der Stelle 5. Durch weitere Integration
erhalten wir mit Hilfssatz 3 Schmiegefunktionen 3. Ordnung

FOw) = £ D)+ [ D@

wnd p () = FO ) + [ pn (e d
o

Fahren wir in dieser Weise fort, erhalten wir durch Induktion die

Folgerung 6 Eine an der Stelle 2y n-mal differenzierbare Funktion f ist eine Schmiegefunktion
n-ter Ordnung an der Stelle 2y zu dem Polynom

noofR) (g
p(e) = flan) + 3 T (o gyt (29)
k=1 ’

®Bedeute wieder “schmiegegleich” genauer “schmiegegleich an der Stelle zo”.



Beweis:  Das Polynom (29) erhilt man durch n—1-malige Integration von (28). O

Das Polynom (29) ist das Taylorpolynom n-ten Grades von f an der Stelle zy. Nach Hilfs-
satz 4(c) ist es dasjenige eindeutig bestimmte Polynom vom Grad n, welches eine Schmiegefunktion
n-ter Ordnung von f an der Stelle z ist.

Ist f(zo) = g(zo) und sind die Ableitungen f’ und ¢’ schmiegegleich an der Stelle zy, dann
sind nach Hilfssatz 2 die Funktionen f und g Schmiegefunktionen 2. Ordnung an der Stelle zy. Die
Umkehrung davon ist i.a. falsch.

Beispiel 7 Die Funktionen

z3 sin(l/z falls x £ 0
f(a?)=$2+{ 0( ) falls:nio ud - g(e) =@

sind Schmiegefunktionen 2. Ordnung. Jedoch sind die Ableitungen f' und g’ nicht schmiegegleich an der
Stelle 0.

Die Umkehrung von Folgerung 6 ist somit ebenfalls falsch: Beispiel 7 zeigt, dal eine Funktion f
an der Stelle zy schmiegegleich n-ter Ordnung zu einem Polynom vom Grad n sein kann, ohne
daB die n-te Ableitung f(™(zg) existiert. Das Konzept der Schmiegegleichheit n-ter Ordnung ist
fir n > 2 somit zu schwach, um n-fache Differenzierbarkeit zu garantieren. Das Auﬁerste, was an
dieser Stelle gesagt werden kann, ist:

Folgerung 7 Seien f und g Schmiegefunktionen n-ter Ordnung an der Stelle xg, die ¢- bzw. m-mal
differenzierbar seien. Dann gilt

F®) (z0) = ¢ (z) (k=0,1,...,min{¢,m}) .

Beweis:  Die Funktionen f und g haben an der Stelle zy dasselbe Taylorpolynom vom Grad min{¢,m}. O

Behandelt man also die Integration vor der Differentiation,” so ergibt sich auf diese Weise also ein
bequemer Zugang zu einer Variante des Satzes von Taylor.

5 Die Kreismethode von Descartes

Wir schlieflen mit einer Anekdote aus der Geschichte der Analysis: Die Kreismethode von Descartes zur
Konstruktion der Tangente zu y = f(z) am Punkt P(zo, f(xo)). Descartes arbeitete namlich mit der
Schmiegegleichheit 2. Ordnung.

Betrachte eine Kreislinie mit Radius r und Mittelpunkt (a, b)

(xr—a)* + (y—b)? =r?.
Die lineare Schmiegefunktion des Kreises an einer beliebigen Stelle P(zo,%0) (yo # b) hat die Steigung

o — a
Yo—b’

"Uber die Vorziige dieses Zugangs haben wir an anderer Stelle (s. [9] und [10]) berichtet.
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da sie senkrecht zum Radius ist, welcher (xq,yo) mit (a,b) verbindet und dessen Steigung gleich

Yo —b
To— a

ist. Die Kreismethode von Descartes berechnet nun die lineare Schmiegefunktion einer gegebenen Funktion
y = f(z) am Punkt P(zg, f(z0)) in zwei Schritten:
Schritt 1. Berechne einen Kreis, der schmiegegleich ist zu f an der Stelle P.
Schritt 2. Berechne die Schmiegefunktion des Kreises wie oben.
Zur Vereinfachung hatte Descartes den Kreis auf die z-Achse zentriert, siehe Abbildung 4. Dessen Gleichung
ist
v+ (z —a)? =12, (30)

wobei die Koordinate a und der Radius » unbekannt sind.

Abbildung 4: Die Kreismethode von Descartes.

Ein Kreis m6ge den Graphen von f in zwei Punkten schneiden. Fallen diese beiden Punkte an der Stelle
P(zg, f(z9)) zusammen, dann ist der Kreis schmiegegleich zu f an der Stelle zo. Es ist hierbei giinstig, mit
Hilfe des folgenden Hilfssatzes die Schmiegegleichheit 2. Ordnung zu benutzen.

Hilfssatz 5 Sind f2 und g? schmiegegleich 2. Ordnung an der Stelle zo und gilt
lim (f(z) +g(x)) #0, (31)

T—To

dann sind f und g schmiegegleich erster Ordnung an der Stelle zg.

Beweis:  Das Resultat folgt, da

fl@)—g(x) _ f2z)—g* @) x—a0o O
T — X (1‘—1‘0)2 f(@) +g(z) -

Beispiel 8 Bedingung (31) wird gebraucht. Betrachte f(z) = |z| und g(z) = z. Dann ist f2 = g2, aber f
und ¢ sind nicht schmiegegleich am Ursprung.
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Um den Kreis (30) schmiegegleich zu f zu machen, reicht es also aus, die Funktionen f2 und y? (in (30)) zu
Schmiegefunktionen 2. Ordnung zu machen. Descartes erzwang dies durch die Bedingung

(z —a)> + f*(z) = 1* = (& = 20)” $(x) (32)

mit einer geeigneten Funktion ¢. Falls nun f2 ein Polynom ist und man ¢ ebenfalls als Polynom wiihlt, kann
man durch Koeffizientenvergleich die Unbekannten r und o finden. Die Steigung der Normalen PC' ist dann

_ f(zo)

a — o

, siehe Abbildung 4 ,

und die Steigung der Schmiegefunktion somit

a—z
"= f (CUO)O 33)
Beispiel 9 Die Schmiegefunktion der Parabel
Yy’ =2px (34)
bei einem beliebigen Punkt (zg, \/2p o) (zg # 0) hat die Steigung
S
2xp
Beweis:  Ersetzt man f%(z) = 2pz in (32), und benutzt man ¢(z) = 1, so erhilt man
(x—a)®+2px—1? = (z—z0)° ,
und mittels Koeffizientenvergleich folgt, dall a = p + ¢ ist, so dafl nach (33) gilt
a— o p O

m = =

f(xo)  2pxo
Der algebraische Zugang von Descartes ist nur anwendbar fiir einfache Kurven einschliellich der Kegel-

schnitte. Erweitert zu allgemeinen algebraischen Kurven durch Hudde und Sluse® in der Zeit 1650-1660,
wurde die Methode durch das Aufkommen der Analysis {iberholt.
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