Homogene lineare Differentialgleichungen

= Ubungsaufgabe 1
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Wir betrachten die Differentialgleichung

DE = y""""[X] +Y[X] =

Y00 +y) =0

mit dem charakteristischen Polynom

charpol =DE /. {y[x] » 1, Derivative[n_][y][X] » A"}
A*+1=0

Das charakteristische Polynom hat die komplexen Ldsungen:
16sung = Solve[charpol]

{{as V=1 fas V1) U =07, o 1))

16sung = MapAll [ComplexExpand, 16sung]
1+ 1+ 1-i 1-i

(- -2 e -

Entsprechend erhalten wir die Losungsbasis der Differentialgleichung DE:

komplexebasis = Map[Exp[# X] &, A /. 10sung]

(A-i)x A-i)x

@+dx L+

fe Vo eV et o V7 )
reellebasis = Union[ComplexExpand[Re [komplexebasis]], ComplexExpand[Im[komplexebasis]]]
- X = X -2 X -2 X - X : X
{e V2 cos| — |, eV? cos[—), —e V2 sin{—], e V2 sin[—], —eV2 sin[—], ez sin{—]}
V2 V2 V2 V2 V2 V2

reellebasis = {reellebasis[[1]], reellebasis[[2]], reellebasis[[4]], reellebasis[[6]]}

L , e% cos[i} e_% sin[i} e% sin[i)}
V2 V2 V2 V2

DSolve liefert:

X X

{e V2 cog

DSolve[DE, y[X], X]

- X - X - X - X
{{y(x) Scze V2 sin{—] +cieV? sin[—] +creve cos[—] +cpe V2 cos{—]}}
V2 V2 V2 V2
Wir 16sen nun ein Anfangswertproblem mit y(0)=0, y'(0)=1, y"(0)=0, y"(0)=1:

WronskiMatrix[basis_, x_] :=
Table[D[basis[[k]], {X, J}], {J, O, Length[basis] -1}, {k, Length[basis]}]

WronskiDeterminante[basis , x ] := Det[WronskiMatrix[basis, Xx]]

WronskiMatrix[reellebasis, x] /. x>0

1 1 0 0
S i

V2o V2 V2 V2

0 0 -1 1

B
vz V2o V2 V2
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n2;= gleichungssystem = (WronskiMatrix[reellebasis, X] /. X > 0) .
{{c[11}, {c[21}, {c[31}, {c[4]1}} == {{O}, {1}, {0}, {1}}

c(1) +c(2)
_ ¢ @ | 4

vz Y2 V2 V2

O = O

out[12]= c(d) — c(3) =
a_ @ @
vz V2 V2 V2
n3i= LinearSolve[ (WronskiMatrix[reellebasis, x] /. x-0), {0, 1, 0, 1}]
1 1
out[13]= {0, 0, —, —}
vz VZ

n4:= sol = Solve[Flatten[ (WronskiMatrix[reellebasis, X] /. x-» 0).{{a}, {b}, {c}, {d}}] ==
{0, 1, 0, 1}, {a, b, c, d}]

out[14]= {{a_> 0,b->0¢c— i, d- i}}

V2 V2
ns= lésung = {a, b, ¢, d}.reellebasis /. sol[[1]]
ﬁsin(L)
o

e_%sin(%) e
vz

Wir setzen die Losung in die Differentialgleichung ein

Out[15]=

ine)= ausdruck = DE /. {y -» Function[{x}, Evaluate[l6sung]]}
ou16]= True
n17:= Simplify[ausdruck]
ou17]= True
und berechnen die Anfangswerte:
nel= Table[D[l6sung, {xX, k}1, {k, 0, 3}]1 /- x>0
oupig= {0, 1, 0, 1}

Inhomogene lineare Differentialgleichungen
m Beispiel 4.6, Ubungsaufgabe 3

npop= Clear[u]

n2oj= DE = y " " [X] +4y " [X] +4Y[X]

ouzol= Y'(X) + 4y (X) + 4 y(X)
= homogene Gleichung

nz1:= charpol = DE /. {y[X] » 1, Derivative[n_][y][X] » A"}

oupil= A + 41+ 4

nzi= Solve [charpol == 0, A]

ouzzl= {{A > =2}, {A - -2}

3= DSolve[DE == 0, y[X], X]

ourzal= {{y(x) - ¢1 e 2% 4 ¢y 2 )
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= [terative Methode: Wir l6sen (nach Faktorisierung) zuerst eine inhomogene Differentialgleichung erster

Ordnung:
e-2x
in241= 1Osung = DSoIve[u' [X] +2U[X] == , u[x], x]
X
e—ZX
ouzal= {Ux) - cp e —
o0~ eret - —})

n2si= U[Xx_] = Evaluate[u[x] /. 180sung[[1]] /- C[1] - O]

e—Zx

out[2s}= T
= und finden im zweiten Schritt eine spezielle L6sung der inhomogenen Differentialgleichung:
neel= DSolvel[y " [X] +2y[X] = U[X], Y[X], X]
ouzel= {{y(0) > c1e”?* — e7?*log(x)}}
= Vergleich: DSolve

-2X

In27):= DSoIve[DE = yI[X], x]

x2
outzr= {{y(0) = ¢1 e + cp e X x — e 2* (log(x) + 1)}}
= Ansatzmethode
= Beispiel (a):
negl= DE =y " """ [X] -5y "7 [X] +4 y[X]
outzsl- YO =5y () +4y(X)
= homogene Gleichung
in29)= DSolve[DE == 0, y[X], X]
outzal= {{y(0 > cre?* + co e + cze* + cae?*})
= inhomogene Gleichung

nia0k= Losung = DSolve [DE = 1 +X + X2, YIX], x]
1

out[30]= {{y(x) See P rce  Heget et + — (2% +2x+ 7)}}
8

= Wir verwenden den Ansatz
npE1= ansatz = ax?+bXx +c
ouzi= ax>+bx+c
m Bevor wir ihn einsetzen, schreiben wir den Ansatz als Funktion:
nE2)= Function[ {x}, Evaluate[ansatz]]
ouzz= {X} ax®+bx+c
= und setzen dies in die inhomogene Differentialgleichung ein:
3= ausdruck = DE - (1+x+x?) /. {y » Function[{x}, Evaluate[ansatz]]}
ouzal= 4(ax?+bx+c)-10a-x*-x-1
m Koeffizientenvergleich liefert
ne4a= 16sung = Solve[CoefficientList[ausdruck, x] == 0, {a, b, C}]
1 1 7

out[34]= {{a—> Z b- 4— c- g}}
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= Also haben wir die spezielle L6sung der inhomogenen Differentialgleichung gefunden:
nEsl= ansatz /. 18sung[[1]]

X2 x 7

ouss= — + — + —

4 4 8
= Vergleich:

inze:= LOsung
1

out[36]= {{y(x) See v Heget e et + — (2% +2x+ 7)}}
8

m (b)
nE7i= DE =y " "7 [X] -y " [X]
ouzn= YO - Y (%)
= homogene Gleichung
inzel= DSolve[DE == 0, y[X], X]
ouzgl= {{y(X) » C1e* - Cre™ + Ca})
= inhomogene Gleichung
nzok= Losung = DSolve [DE = EX + E2%, y[X], X]

eZX

Out[39)= {{y(x) - ¥ (E (4cy —3) + i] —Ce*+c3+ —}}
4 2 6
= Wir verwenden den Ansatz
o= ansatz = a E2X + b x EX
oua0)= ae?* +be*x
= und setzen dies in die inhomogene Differentialgleichung ein:
1= ausdruck = DE - (EX + E2*) /. {y » Function[{x}, Evaluate[ansatz]]}
oua1- 6ae?* +2be* — e — ¥
m Koeffizientenvergleich liefert
nizi= 16sung = Solve[{Coefficient[ausdruck, E*], Coefficient[ausdruck, E?*]} = 0, {a, b}]
o {fan .02}
= Also haben wir die spezielle Lésung der inhomogenen Differentialgleichung gefunden:

n43= ansatz /. 16ésung[[1]]

e*x e

out43]= — + —
2 6

= Vergleich:
inf441= LOGsung

eZX

outfad]= {{y(x) S e (41_1 (4ey-3) + g] —Cre ¥ +c3+ ?}}

= ()
n@si= DE = y""[X] -3y~ [X] +2Y[X]

outias= Y (X) = 3Y'(X) + 2 y(X)
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= homogene Gleichung
inel= DSolve[DE == 0, y[X], X]
outasi= {{y(0) - c1 ¥ + ¢z €27}

= inhomogene Gleichung

7= LOésung = DSolve [DE == Sin[X], Y[X], X]
1

Out[47]= {{y(x) Sep e+ cp e + — (sinx) + 3 cos(x))}}
10

= Wir verwenden den Ansatz
n4el= ansatz = aSin[x] + b Cos[x]
outf4gl= asin(x) + b cos(x)
= und setzen dies in die inhomogene Differentialgleichung ein:
inpel= ausdruck = DE - (Sin[X]) /. {y » Function[{x}, Evaluate[ansatz]]}
outa9= 2 (asin(x) + b cos(x)) — 3 (acos(x) — b sin(x)) — asin(x) — b cos(x) — sin(x)
m Koeffizientenvergleich liefert

o= Bésung =
Solve[{Coefficient[ausdruck, Sin[x]], Coefficient[ausdruck, Cos[x]]} =0, {a, b}]

1 3
oufso)= {ja—> —, b-> —
i)
= Also haben wir die spezielle Lésung der inhomogenen Differentialgleichung gefunden:

ns1= ansatz /. 18sung[[1]]

sin(x) 3 cos(x)
+
10 10
= Vergleich:

out[51]=

inis2:= LOsung
1

out[52]= {{y(x) Sep e+ cp e + — (sin(x) + 3 cos(x))}}
10

m Hausaufgabe: Ansatzverfahren fur Differentialgleichung
nssl= DE = y """ [X] - Y[X] = X + @®X
oursa= YOX) = yx) = e* + ?*
m charakteristisches Polynom
4= charpol = DE[[11] /- {Y[X] » 1, Derivative[n_][y][X] » A"}
oufsal= A% -1
inss)= Factor [charpol]
outssl- A —=1) (A% +2A+1)
= homogene Gleichung
nisel= DSolve[DE[[1]] == 0, Yy[X], X]

V3 x V3 x
out[s6]= {{y(x) > ¢ e+ c3 e sin + ¢y e % cos }}
2 2
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= Wir verwenden den Ansatz
nis7= ansatz = (a+bx) e +ce?X
ous7= €*(a+bx) + ce?*
= Wir setzen dies in die inhomogene Differentialgleichung ein:

8= ausdruck =
Expand[DE[[1]] -DE[[2]] /. Table[D[y[x], {X, k}] » D[ansatz, {X, k}1, {k, O, 3}]1
ourssl- 3be* + 7ce?* — e — X
m Koeffizientenvergleich liefert
nisor= 16sung = Solve[Join[CoefficientList[Coefficient[ausdruck, €], X],
CoefficientList[Coefficient[ausdruck, ezx] » X]] =0, {a, b, c}]
Solve::svars : Equations may not give solutions for all "solve" variables. >
1 1
out[59]= {{b—> - Cc- —}}
3 7
= Also haben wir die spezielle Lésung der inhomogenen Differentialgleichung gefunden:
ineo)= ansatz /. 18sung[[1]]
X QZX
outjeo= €* (a + —) + —
3 7
= Vergleich:
1= dsol = DSolve[DE, y[X], X]

V3 x V3 x
+ ¢ e cos -
2 2

Out[61]= {{y(X) - Cy e+ C3 e—x/Z Sin[

1 \/?x \/?x \/?x \/?x
— & [—7ex —Tx+4¢€ sinz[ J+ 7sin2[ ]+4ex cosz[ ]+7cosz[ ]]}}
2 2 2

21 2

ne2)= Simplify[dsol]

1 V3 x V3 x
outl62)= {{y(x) > — e[ (21cy + Tx+3e¥=7) + 21 cgsin + 21 ¢, cos| }}
21 2 2

Differentialgleichungssysteme

= Beispiel 3.1
Exp[-2 x]}

ine3;= dgl = {yl'[x] = -2 y1[X] +Y2[X], Y2"[X] = -2 y2[X] +
X

@—2 X

outest {YL00 =y200 - 2y1(x), y2'(x) = —- 2y2(0}

ne4:= 1O6sung = DSolve[dgl, {y1l[X], Y2[x]}, X]

—2X

out[64]= {{yl(x) S5Ce XX+ ¢ e 2 — e ¥ x + e 2Xx10g(X), Y2(X) > Cp e 2 + ¢ 2¥ |Og(X)}}

schrittweise:
nesi= 16sung2 = DSolve[dgl[[2]1], Y2[X], X]

out[65]= {{yZ(X) S e e Iog(x)}}



ineel= dgl[[1]] /- 18sung2[[1]]
outssl= Y1’ (X) = ¢1 e72¥ = 2y1(X) + e 2* log(x)

ine71= DSolve [dgl[[1]] /- 018sung2[[1]], Y1[X], X]

-2X

outs7= {{yL(0) = cz e™%* + e72* (¢ X — X + X log(x))}}

Vergleich:
ines= IOsung

-2X X -2X

out[68]= {{yl(x) ->Ce

X+Cpe X —e 2 x+ e 2*xlog(x), y2(x) > C e 2* + €72 * log(x)}}
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