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Unterschrift:

Fiir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
Klausur sind 27 Punkte erforderlich.
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Punkte: Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Berechnen Sie den Grenzwert der Folgen:

n sin(n) cos(n) p oo vntl- Vn c
n = Y n = T . = n
n?+1 Vn+1+/n

(b) Zeigen Sie durch vollstandige Induktion fiir n € N:

N.

n

2v 2n

v=1

1
2. Gegeben sei die Funktion: f(z) = % .
n(x

(a) Fiir welche = € R ist die Funktion erklart?
Zeigen Sie, dass f in den Intervallen (0,2) und (£, 00) streng monoton
wachsend ist.
(b) Geben Sie folgende Grenzwerte an:
lim f(x), lim f(z), lim f(z), lim f(x),
T—r00 -

z—0+ a1 z—1

und skizzieren Sie die Funktion f.
(c) Berechnen Sie jedem Monotonie-Intervall die Umkehrfunktion von f.
(Hinweis: z = e).

3. (a) Berechnen Sie den Grenzwert:

lim —ln(:v)
z—0+ In (e — 1)

(b) Wie lautet das Taylorpolynom vom Grad 5 um den Punkt xy = 0 der
Funktion: f(z) =

75 + 2 x . (Hinweis: Geometrische Reihe).
x

4
1

dz .
i—Jz "

(c) Berechnen Sie das Integral: /

0
(Hinweis: y/z = t substituieren).

Bitte wenden!



4. Gegeben sei die Funktion:
flay)=a® —zy+a—y°.

(a) Berechnen Sie die Richtungsableitung Z—é(l, 1) im Punkt (1, 1) in Rich-

tung des Einheitsvektors € = <61> .

€2

0
Wie muss man ¢ wihlen, damit 9f (1,1) maximal wird?

oe
0
Fiir welche € gilt 8—‘}:(1, 1)=0?
e

(b) Bestimmen Sie die Extremalstellen der Funktion f.

5. Gegeben sei eine differenzierbare Funktion f : R — R, s — f(s).

(a) Zeigen Sie, dass fiir die Funktion g : R? — R,
g(z,y) = —(z +y) f(y* — 2?) gilt:

dg dg B
y a—x(x,y) +x a_y(x’ y) =g(z,y).

(b) Wie lautet das Taylorpolynom der Funktion ¢ vom Grad 4 um den Null-

punkt, wenn f die Taylorentwicklung f(s) = Z a, s” besitzt?
v=0

6. (a)Sei D C R?
D={(x,y)|0<y <1, (y—1)* <z <3(y—1)7°+3}.
Berechnen Sie das Integral [,y d(x,y).
(b) Sei D C R3
D={(x,y,2) |1 <\/a?+y*<2,2>0,y>0,0<2<1}.
Berechnen Sie das Integral [,y d(z,y, 2).
(Hinweis: Zylinderkoordinaten).



Losungen:

1.a)
n sin(n) cos(n) n
|an| = 2 =2 :
n*+1 n*+1
n : :
="+ = lima,=0. 2P
Vn+1l—yn I+5 -1
= = = lim b, =0.
Oder:
vn+1—+yn) (vn+1+4++/n 1
n:( V) ( : \/_): 5 = lim b, =0. 3P
(Vn+1+/n) (Vn+1+/n) n—ro0
1.b)
2y—1 2-1+3 1
Ind. Anf. : —,3— =—. 1P
TS R
Ind. Ann. : Fure1nn>1gelte > 12’5—;1:3—2’2‘3{3. 1P
Ind. Schluss:
S2r -1 =2v—1 2(m+1) -1 _ 2n+3 2(n+1)-1
Z Qv o Z Qv gn+1 =3 om + on+1
v=1 v=1
2(2n+3)—2(n+1)+1 2(n+1)+3
= 3= s =3 ——om 3



2.a) In(x) erklért firz > 0. In(z) + 1 =0 <=z = =.
[ ist erklart fir z > 0,2 # 1. 1P

2 (In(z) +1) —In(z) £ _ 2
(In(z) + 1)2 ~ (In(z) +1)2° 1P

f'(x) > 0, also f streng monoton wachsend. 1P

f'(x) =

2.b)
1 1 1 1
nz) — = lim n(z) = lim n(z) =1. 2P
In(z)+1 1+ ) =0t In(z) + 1 2> In(z) + 1
Oder:
1 2 1 1
lim n(z) _ lim ¥ =1, lim n@) _ lim + =1,
z—0+ n(x) +1 xz—0t+ Z T—00 II(ZL‘) 1 r—00
1 L 1,1 + 1
nf(-|= im = =
e Dot In(z) +1 Oo’x_lf? In(x) +1 o
lim f(z) = —o0, lim f(z)= 400, 2P
r—1 z—17
4 3
s )5 Die Funktion
2 2 f(:E) = 1n(x)$+1
1 1.5 (links) und die
Umkehrfunktion
1 2 3 4 5 p
-1 / ’—/05 f_l(;(;) = el
-2 32 1 z 3 (rechts)
20)r =¢el t £ —1:
flz) =y < L:y P N
t+1 11—y

T — ‘
fYz)=ems,2>1. 3P

(Erstes Monotonie-Intervall).
flz)=ems 2 <1.

(Zweites Monotonie-Intervall).




3.a)

1 1 T _ 1 T
b 20y e gy S ap
w—0t In (e — 1) 250t 7 250t TeT 20+ e¥ 4 T e®
3.b)
1 1
f<x):x2— +2x:2x—§x — 1P
1 <« (=z2\" 3 1 1
fle)=2z—=-x (31:_) =z —-2°— - 2°— 1P
2 — 2
3 1 5
T5(f,z,0) =z — -2 —-2’. 1P
3o)Jr=t,x =12

4 2
1 1
de= [ ——2tdt 2P
/4—\/5 v / —t
0 0

2 2
/L%dt /< 8+2t 8 >dt 1P
11 1t
0 0

/ L e = (—20— 8 In(4 — )2 = —4-8 In(2)+8 In(4) = —4+8 In(2).

1P



4.a)

aof B aof B
of , Of
a7 =z — T11)y=—4. 1P
ay(fc,y) r—3y ’8y< 1) ,
)
%(1,1):261—462. 1P
: ! rad f(1,1) = —— (2,—4) 1P
bm = T 1) =——F=(2,—
[Jgrad f(1, 1)] © WG

1
Richtungen senkrecht zu grad f(1,1): ey = +——=(4,2). 1P
g grad f(1,1): € 2\/5( )

4.b) Kritische Punkte:

2

r=-3y
9 1 1
—6y"—y+1=0= y=—5Y=3" 1P
ENRARNAE AR
4" 2 33
Hesse-Matrix:
ﬁ(m o f
2 (7,y) 500 (,Y) 2 -1
H(;U’y) = (22; 882(3}/ ) = <_1 —6y> 1P

3 1 f [ 3 1
dettt (‘17—5) =% %2 (‘17‘5) =2

Minimalstelle. )
1
detH|[ —=,=- ] = =2

Sattelpunkt. 1P



Die Funktion f(z,y)



5.a)

0
Do) = —1 =) — (@) B %) (-20) 2P
g—z(x,y)=—f(zf—:cz)—(:c+y)%(y2—x2)2y 2P
v o glen) = - - o (0 - )

= —(z+y) fy* —2*) =g(x,y). 1P
S.b)
g(z,y) = —(z+y) (a0 + a1 (v’ —2°) + a2 (v’ — %)’ + a3 (y* —2°)° +---) 3P
Terme der Ordnung < 4:

T4(g7($7y)7(070)) = —<x+y)(ao+a1(y2—$2))
= —aofﬁ—aoy—CLlIg—a1xy2+alxzy—a1y3. 2P



6.a)

Die Integrationsmenge

y=0
6.b)
\
| .
| r
Sl
L /' Die Integrationsmenge
h D={(z,9,2)[1< /2> +12<2,2>0,y>0,0< 2 < 1}
1 [ 5 /2 1 [ 3 ) o
/yd(:my, z) = / / /r sin(¢) rdr | do dz:/ /(% sin(qb)) do | dz 3P
D 0o \o \1 0 \D0 r=1
1 5 1 1
= g/ /sin(qb) do | dz = g /(—cos(qzﬁ))zig dz = g / dz = ; 2P
0 \0 0

10



